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 In this dessertation we study the Zero-divisor graph of a commutative ring R  when     

R  is a Von Neumann regular or a reduced ring. 
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  : پيشگفتار

  

مهمترين كاربرد . رياضيدان بزرگ ابداع گرديده است قرن هجدهم توسط اويلر رياضيات است كه در نظريه گراف شاخه اي از

اين رو امروزه نظريه گراف در شاخه هاي  از. بررسي بر روي آنها مي باشد نظريه گراف مدل سازي پديده هاي گوناگون و

  .اردمختلف علوم كاربردهاي فراوان د

  .معرفي شد 1999 سال در.Livingston   P. Sو   .Anderson D. F گراف مقسوم عليه صفر توسط

چاپ  2001 مقاله ديگري كه در سال در  Anderson، Frazier،  Lauve،  Livingstonهمچنين توسط   و )[3]. ك. ر( 

مورد  چاپ اولين مقاله در پس از ) [2]. ك. ر(  .و ساختارحلقه پرداخت شد به ارتباط دقيقتري بين گراف مقسوم عليه صفر

فصل  اين پايان نامه در در .اين ارتباط صورت گرفته است  تا كنون تحقيقات زيادي در1999در سال  گراف مقسوم عليه صفر

  .مي پردازيم اول به بيان خواص اساسي گراف مقسوم عليه صفر

  منابع اصلي در. تحت شرايط خاصي روي آن حلقه بررسي مي نماييميك حلقه را فصل هاي بعد نيزگراف مقسوم عليه صفر در

 . مي باشد [ 10 ] و  [ 4 ]و   ] 3 [اين پايان نامه مراجع 
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  فصل اول

  مفاهيم اوليه تعاريف و
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ين مجموعه مقسوم عليه همچن. است) با يكه مخالف صفر(  يكدار  همواره يك حلقه جا بجايي وRسراسراين پايان نامه  در

  .  نشان مي دهيمRZ)( را با Rهاي صفرحلقه 

  

  .  نشان مي دهيمGE)( و مجموعه يال ها را با GV)(با  س ها را أ، مجموعه رGبراي گراف

  

خطوط كه همان يال ها مي باشند به هم مربوط  اي ازرأس هاست كه توسط خانواده  گراف مجموعه اي از : 1- 1تعريف 

  .جهت دار مي باشند نوع ساده و دو ا نيزيال ه. شده اند) وصل(

  

نداشته باشد، گراف ) دو رأس مربوطه مي گذرند كه فقط از تعداد يال هايي( يال چند گانه  گرافي كه طوقه و  :2-1تعريف 

  . ساده گويند

  

 گراف تهي با. مي نامند ) گراف ناهمبند كلي يا ( يك گراف تهي  آن تهي است، هاي گرافي كه مجموعه يال: 3 -1تعريف 

nبا  رأس را nNتمام رئوس منفرد هستند يك گراف تهي،  در. نشان مي دهيم.  

  

mm يالها به صورت دنباله اي از  :4 -1تعريف  vvvvvv 12110 ,,, −K به صورتكه آن را  ،نظر مي گيريم در را  

mm vvvvv −−−−−−−−−−−−−−− −1210 L  

mvvv رئوس اگر .نيز نشان مي دهند ,,, 10 K مسير گويند يكيالها  اين دنباله ازبه ،باشند  مجزا .  

  

  .يك گراف همبند گوييم مسيري وجود داشته باشد،رأس آن  دو  يك گراف كه بين هر :5 -1تعريف 

  

2V و 1V مجموعه مجزاي  فرض كنيد مجموعه رئوس يك گراف را بتوان به دو :6 -1تعريف 
 

به طوريكه هر  ،كرد افراز

به  بخشي گويند و يك گراف دو ا رGاين صورت در . وصل كند2V  را به يك رأس از1V يك رأس از Gيال

),(صورت 21 VVG 1 رأس از هر لزوماً بخشي  در يك گراف دو .نمايش مي دهندV2 رأس از  به هرVاگر اما .  وصل نيست

آن را  ،بخشي متناهي باشد دو Gهنگامي كه  .بخشي كامل گويند يك گراف دو  راG آنگاه ، ساده باشدGاگر و چنين باشد

srK با srKتوجه كنيد كه. ندهست 2V و 1V به ترتيب تعداد رئوس در  s و rآن   نشان مي دهند كه در,   r + s  دتعدا ،,

  .  يال داردr sرأس و 

  

sKبخشي كامل به صورت  يك گراف دو :7 -1تعريف   يك Gگرافبه عبارت ديگر. ي شود، يك گراف ستاره ناميده م1,

  .باشد يك رأس وجود داشته باشد كه متصل به هر رأس ديگر گراف ستاره است، اگر

  

110  فرض كنيد :8 -1تعريف  ,,, −mvvv K 3 كه≥m گراف از رأس هايي متمايزGباشند كه به ازاي هر  

10 −≤≤ mi،رأس هاي  iv 1  و−iv0س هاي أچنانچه ر.   مجاور مي باشندv 1  و−mvاين  باشند، در مجاور   نيز

0110 صورت vvvv m −−−−−−−−−−−− −L به طول  يك دور  راm گوييم .  

  

شامل G اگر. گويند آن را كمرگراف ش مي دهند ونماي Ggirth)( را با Gگراف  در  طول كوتاهترين دور: 9 - 1تعريف 

  .بي نهايت تعريف مي كنند  را برابرGهيچ دوري نباشد، كمرگراف 

  

   باشند، آنگاه G گراف از   رأس هايي متمايزmx,  1−mx  , K  , 1x  , 0x   اگر: 10- 1 تعريف 
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. mx __ 1−mx __ K __ 1x __ 0x  

),( را با y بهx  طول كوتاهترين راه از. گوييم mxبه   0x  از mك راه به طوليرا  yxdصورتي كه در.  نمايش مي دهند 

),(موجود نباشد y بهx چنين راهي از yxd0  همچنبن .نهايت تعريف مي كنند بي  برابر  را),( =xxd .                

  

.  نشان مي دهندGdiam)( و آن را با.  گويندG را قطرگرافG گراف پريمم فاصله بين رئوس متمايز سو: 11 -1تعريف 

  بعبارت ديگر

diam(G)= sup{ ),( yxd yx رأس هاي متمايزهستند , } .  

  

 P است، آنگاه يك ايده الR  ازIايده ال  از باشد كه مجزاRحلقه  يك زيرمجموعه بسته ضربي از Sاگر : 12 -1قضيه 

  . يك ايده ال اول استيبعلاوه چنين ايده ال. ماكزيمال است وجود دارد، S مجزا باIبين تمام ايده ال هاي شامل كه در

  [8]. ك. ر: اثبات

  

n=0 از n≤1براي هر   اگر را يك حلقه كاهش يافته گوييمR حلقه : 13 - 1تعريف 
a 0 نتيجه شود كه=aارت  يا بعب

)(0معادل  =RNil.  

  

Ry يك ∋Rx را يك حلقه منظم ون نيومن گوييم، اگر براي هر Rحلقه :  14 -1تعريف   چنان موجود باشد به ∋

yxxطوريكه 
  .  باشد =2

   

 وجود نداشته باشد به طوريكه Rb∈≠0گوييم، اگر Rعضو منظم حلقه  يك  راRحلقه  از aعنصر : 15 -1تعريف 

0=ab .  

  

 در .نمي باشند  باشد كه مقسوم عليه صفرR  مجموعه عضوهايي ازSجايي و يك حلقه جابRفرض كنيد :  16 - 1 تعريف

RS يعني S تحت مجموعه R موضعي سازي حلقه.  يك مجموعه بسته ضربي مي باشدSاينصورت 
حلقه خارج   را−1

  اين رو از.  نمايش مي دهيمRT)( با آن را  گوييم وR قسمتي كامل از
.                                     })(,{)( 1 RZRSsRr

s

r
RSRT −=∈∈== −  

  

Ry، يك ∋Rx اگر براي هر تنها و  حلقه منظم ون نيومن است اگرRT)( : 17 -1 قضيه  وجود داشته باشد به ∋

yx و yx=0طوريكه    . باشد يك عضو منظم حلقه+

  [2.3 ,2]      .ك.  ر:اثبات

  

GG( يكريختند ′G وGدو گراف:  18 -1 تعريف GGسويي اگر يك تابع دو). ′≅ ′→:ϕ وجود داشته باشد، به طوريكه 

      .باشند  مجاور′G درyϕ)( وxϕ)( رئوس اگر تنها و باشند اگر جاور مG درy وxرئوس 
 

  

 .باشد  وجود داشته باشد كه با آن مجاور  يك رأس ديگر اگر تنها انتها ناميده مي شود،يك رأس از يك گراف: 19 -1تعريف 

  

)()(}0{گرافي با رأسهاي  عبارت است از گراف مقسوم عليه صفر : 20 - 1تعريف  −=∗
RZRZكه براي هر xو y تمايزم 

 . نشان مي دهيمRΓ)(با نماد  را گراف مقسوم عليه صفر. yx=0 تنها اگر و مجاورهستند اگر y وx، رأسهاي RZ)(∗ از



5 

  

33اگر  : 21-1مثال  ZZR   .  بصورت زير مي باشدRΓ)(، آنگاه =×

.})2,2(,)1,2(,)0,2(,)2,1(,)1,1(,)0,1(),2,0(,)1,0(,)0,0({33 =×= ZZR  

.})0,2(),0,1(,)2,0(,)1,0({)()( 33 =×Γ=Γ ZZR  

  

  .  به صورت زير مي باشدRΓ)(مقسوم عليه صفر  گرافنمودارهمچنين 

  

  

)(4 كه در آن RΓ)(مقسوم عليه صفرگراف هاي  تمام  شده است كهثابت [ 2 ] در :  22 -1 تبصره ≤Γ R به يكي از 

  :صورت هاي زير است

1  (                2   (           3 (  4   (  

  

 5    (           6     (                 7   (  

 آنها بصورت فوق مي باشد، به يكي از صورت هاي زير گراف مقسوم عليه صفركه براي آنها بر حسب يكريختي حلقه هايي كه 

   .مي باشد

1 ([ ] )(, 2

24 xxZZ  

2 ([ ] )(,, 2

3229 xxZZZZ ×  

3 ([ ] [ ] )2,2(,)(,, 2

4

3

286 −xxxZxxZZZ  

4([ ] [ ] [ ] [ ] 2

2

2

4

2

4

2

4 ),(,,),2(,)1(,)( yxyxZxxZxxxZxxF ++   

5  (42 FZ ×  

6  (33 ZZ ×  

7  ([ ] )(, 2

525 xxZZ  

  

 ذا در، لكنيم يك حلقه را تحت شرايط خاصي بررسي  اين پايان نامه مي خواهيم گراف مقسوم عليه صفر توجه به اينكه در با

  .    بيان مي نماييم را قضاياي اساسي گراف مقسوم عليه صفر اينجا تعدادي از

   

 RΓ)(اگر).  يك حلقه جابجايي متناهي باشدRبه عنوان مثال اگر (ني باشد ي يك حلقه آرتR فرض كنيد :٢٣-١قضيه 

))((4باشد، آنگاه  شامل يك دور ≤Γ Rgr .  

 [3]. ك. ر: اثبات

 

)0,1(

)1,0(

)2,0(

)0,2(
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تنها اگر  و گراف كامل است اگر يك RΓ)(اين صورت در. ابجايي باشد يك حلقه جRفرض كنيد  : 24-1قضيه 

22 ZZR ,)( يا براي هر ≅× RZyx   .    yx=0، داشته باشيم ∋

  [3]. ك. ر: اثبات

 

وجود دارد كه با تمام رأسها مجاور  RΓ)(اين صورت يك رأس از در .جايي باشديك حلقه جابR فرض كنيد : 25 - 1قضيه 

DZRتنها اگر  و اگراست  ×≅    .باشد يك ايده ال پوچ ساز RZ)(يا   يك دامنه صحيح استDدر آن  ه ك2

 [ 2.5 ,3]. ك. ر: اثبات

 

)(4 شد كه متناهي بايك حلقه جابجايي R فرض كنيد  :26 - 1قضيه  ≥Γ R .در اين صورت)(RΓ يك گراف ستاره 

FZRاست اگر و تنها اگر  ×≅  يك گراف ستاره باشد، آنگاه RΓ)(بخصوص اگر .  يك ميدان متناهي استF كه در آن2

n ، n≤0 و Pبراي يك عدد اول 
PR =Γ )(.  

 [2.13 ,3]. ك. ر: اثبات

   

Raبراي .  يك حلقه باشدRفرض كنيد )  [5]. ك. ر  ( :27 -1ف تعري    قرار مي دهيم ∋

               )(\)()( aVRSpecaD =       ،      },)({)( PaRSpecPaV ∈∈=   

Iدر اين صورت مجموعه هاي 
Ia

aVIV
∈

=   : در شرايط زير صدق مي كندR از I براي ايده ال هاي )()(

1 (φ=)(RV  ، RV =)(φ.  

21براي ايده ال هاي ) 2 , II از R ، )()()( 2121 IVIVIIV UI =.  

}{ مانند Rل هاي براي هر خانواده از ايده ا) 3 Λ∈λλI داريم I
Λ∈Λ∈

=∑
λ

λ
λ

λ )()( IVIV .  

})( استR يك ايده ال از Iكه  {از اين رو مجموعه IV يك توپولوژي روي ،)(RSpecاين توپولوژي را .  القا مي كند

  . يك مجموعه بسته استIV)(ر اين توپولوژي مجموعه د. توپولوژي زاريسكي مي گوييم

 

  . نشان مي دهيمA باشد و آن را با A، كوچكترين مجموعه بسته اي است كه حاوي Aبستار مجموعه  : 28 -1 تعريف

  

  .   نشان مي دهيمint(A( باشد و آن را با A، بزرگترين مجموعه بازي است كه جزء Aوعهدرون مجم : 29 -1تعريف 

  

مجموعه  y وx  مانندX نقطه دو هاسدورف گوييم هرگاه به ازاي هريك فضاي  را X توپولوژيك فضاي: 30 -1تعريف 

Ux موجود باشند به طوريكه X درV وUهاي بازي مانند Vy و ∋ φ=VU و ∋ I .   

  

 كه V وU مانندXازمجموعه بسته   دو  نرمال گوييم هرگاه به ازاي هر يك فضايراX توپولوژيك  فضاي: 31 - 1تعريف 

φ=VU Iمانند  هم  از جدا باز مجموعه    ، دوU V و′ UUچنان موجود باشند كه ′ VV و ⊇′ ′⊆ .  
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  فصل دوم

  يكريختي

  

  

 

  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    

  

)(,))(( RRT ΓΓ
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))((,)(يكريختي RRT ΓΓ  

  

از  yو  x براي هر  را بدين صورت تعريف مي كنيم كهR بر~رابطه  . يك حلقه جابجايي باشدRفرض كنيد : 1-2تبصره 

R،yx )()(ر اگاگر و تنها ~ yAnnxAnn RR  بديهي  همچنين. استRابطه هم ارزي بر يك ر~بديهي است كه . =

))()(( بر  ~است كه تحديد  ∗=Γ RZRيك رابطه هم ارزي است  نيز .  

  

))(( گرافهاياين صورت در. باشد RT)( يك حلقه جابجايي با حلقه خارج قسمتي كاملRفرض كنيد : 2- 2 قضيه RTΓ 
  .يكريختند RΓ)( و

RZRS)( فرض كنيد : برهان RTT)( و=−  هاي اد را به ترتيب با نمTZ)(∗ وRZ)(∗ هم ارزي رويرابطه .  باشد =

R~و T~ نشان مي دهيم و كلاس هم ارزي مربوط به آنها را با نماد  [ ]Raو [ ]Ta نشان مي دهيم .  

   حال ثابت مي كنيم

. 
SRT xAnn

s

x
Ann ))(()( =  

)( فرض كنيد 
s

x
Ann

b

a
T∈ .0 پس=⋅

s

x

b

a
RZRS)(كهxaλ=0 براين بنا . −=∈λ .                                     

xAnna)(براين بنا .xa=0پس R∈ .لذا 
SR xAnn

b

a
   نتيجه در. ∋))((

 .
SRT xAnn

s

x
Ann ))(()( ⊆  

 فرض كنيد براي نشان دادن عكس اين شمول 
SR xAnn ))((∈

µ

λ
 پس .

y

z
=

µ

λ
Syآن  دركه  xAnnz)(و  ∋ R∈.       

Stبراين بنا )(0كه  چنان موجود است∋ =− zyt µλ. پسztyt µλ xAnnz)(طرفي چون از. = R∈، پس   

0=xz.  

==0براين  بنا xztxyt µλ  .چونSyt ⋅=0لذا  .xλ=0 براين بنا ، ∋
s

x

µ

λ
)( نتيجه  در .

s

x
AnnT∈

µ

λ
   پس. 

.)())((
s

x
AnnxAnn TSR ⊆  

اين رو  از
SRT xAnn

s

x
Ann )()( =.  

  حال نشان مي دهيم

.)()( xAnnR
s

x
Ann RT =I  

)(فرض كنيد 
1 s

x
AnnT∈

λ

 
0نتيجه در. R∈λو 

1
=⋅

s

xλ
RZRSt)(لذا .  . xtλ=0 چنان موجود است كه∋=−

)()(براين  بنا .xAnnR∈λ)(در نتيجه . xλ=0پس  xAnnR
s

x
Ann RT ⊆I. شمول اين عكس  براي اثباتحال 

xAnny)(كنيد فرض R∈. 0پس=xy. 0بنابراين
1

=⋅
s

xy
)( در نتيجه. 

1 s

x
Ann

y
T∈ .لذا R

s

x
Ann

y
T I)(

1
∈ .

R براين بنا
s

x
AnnxAnn TR I)()(  رو اين  از. ⊇

. )()( xAnnR
s

x
Ann RT =I  
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)())(()(كه آنجا از
t

x
AnnxAnn

s

x
Ann TSRT پس .==

t

x

s

x
T~. ف
yxا�
 د��
 از� R~،  آنگاه 

.)()( yAnnxAnn RR =  

 پس

. SRSR yAnnxAnn ))(())(( = 

)()(نتيجه  در 
s

y
Ann

s

x
Ann TT  لذا. =

s

y

s

x
T~  .اگر اين رو  ازyx R~،آنگاه  

s

y

s

x
T~.اگر طرفي  از 

s

y

s

x
T~ ، 

)()(آنگاه 
s

y
Ann

s

x
Ann TT   لذا. =

. R
s

y
AnnR

s

x
Ann TT II )()( = 

)()(نتيجه در yAnnxAnn RR yxبراين بناو  = R~. اگر  اين رو از 
s

y

s

x
T~ ، آنگاه yx R~ . پسyx R~و  اگر 

 اگر تنها
s

y

s

x
T~ .  

]حال ثابت مي كنيم ]
T

SR

x
x 





=

1
فرض كنيد. )(

T

x

s

y






∈

1
 پس.  

s

yx
T~

1
 ز طرفي چونا.  

s

xx
T~

1
 پس.  

s

y

s

x
T~ .كند كه  ايجاب مي اين نيزyx R~. پس [ ]Rxy ] نتيجه در. ∋ ] SRx

s

y
  لذا .∋)(

.  [ ]
SR

T

x
x

)(
1

⊆





 

] فرض كنيد براي اثبات عكس اين شمول نيز  ] SRx
s

a
  پس.∋)(

µ

λ
=

s

a
] و S∈µ آن  كه در ]Rx∈λ .يك براين بنا 

)(RZRSt )(0كه  چنان موجود است∋=− =− λµ sat.پس λµ stat ]طرفي چون از . = ]Rx∈λ پس ،

λRx   مي كندايجاب اين نيز. ~
1

~
1

λ
T

x
نتيجه  در. 

TT

x






=






11

λ
  طرف ديگر از. 

. 
s

a

s

a

s

a

st

ta

st

st
T ====

µ

µµµλλ
~

1
  

براين  بنا
TT

x

s

a






=





∈

11

λ
 لذا. 

. [ ]
T

SR

x
x 





⊆

1
)( 

]رواين   از ]
T

SR

x
x 





=

1
 ثابت مي كنيماكنون  .)(

.[ ]R

T

xR
s

x
=





I 

R كنيد فرض 
s

xy

T

I





∈

1
 پس.

Ts

xy






∈

1
براين بنا.  

1
~

y

s

x
T

طرفي از. 
1

~
x

s

x
T

  پس. 
1

~
1

yx
T

 نتيجه در. 

[ ]
SR

T

x
xy

)(
11

=





]لذا  .∋ ]Rxy   اين رو از. ∋

.[ ]R

T

xR
s

x
⊆





I 
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]فرض كنيد  حال براي اثبات عكس شمول ]Rxy yxپس .∋ R~ . ايجاب مي كند نيزاين 
s

y

s

x
T~  .طرفي از

1
~

y

s

y
T

 .

 پس
1

~
y

s

x
T

نتيجه در. 
Ts

xy






∈

1
Ryطرفي از و  R پس. ∋

s

xy

T

I





∈

1
 لذا . 

. [ ] R
s

x
x

T

R I





⊆ 

] اين رو از  ] R
s

x
x

T

R I





 ثابت مي كنيمدر اين مرحله  .=

. SRZTZ ))(()( = 

 فرض كنيد
SRZ

s

a
پس. ∋))((

s

b

s

a

′
Ss و ∋RZb)( كه در آن= RZRSt)(  يكبراين بنا .′∋  چنان ∋=−

bstastكه موجود است Rx پس. ∋RZb)(طرفي زا. ′=    اينبر بنا. xb=0 چنان موجود است كه0≠∋

.0==′ xbstxast  

Sstچون  0  پس.′∋
1

=⋅
x

s

a
0كافي است نشان دهيم. 

1
≠

x
0اگر .

1
=

x
RZRS)( آنگاه.  −=∈λموجود است كه 

0=xλ. 0 نتيجه در=x0 اين با كه≠x0پس . درتناقض است
1

≠
x

0آنجا كه  از 
1

=⋅
x

s

a
TZ)(براين بنا.  

s

a
∈ .

))(()(لذا  TZRZ S ⊆.  

SRZTZ براي اثبات ))(()( TZ)(فرض كنيد. ⊇
s

a
≠0 يك پس. ∋

′s

b
=0 چنان موجود است كه 

′
⋅
s

b

s

a
براين   بنا.

RZRSt)(يك  ≠0چون . ba=0پس  .bat=0 موجود است كه∋=−
′s

b
دهد  شان مين اين نيز .b≠0پس . 

)(RZa  لذا. ∋
SRZ

s

a
       نتيجه در. ∋))((

. SRZTZ ))(()( ⊆ 

SRZTZ از اين رو  ))(()( ))((∗ به ~R  چون تحديد.= RZ  يك رابطه هم ارزي است، پس مي توان   

[ ]
RA

aRZ U ∈

∗ =
α α)(نتيجه مي دهد كه اين نيز. نظرگرفت  را در 

. [ ] S
RA

S aRZ )())(( U ∈

∗ =
α α 

 لذا 
T

A

a
TZ U ∈

∗









=

α

α

1
)( .  

∋∗ثابت مي كنيم براي هراينجا  در )(RZa،[ ]
T

R

a
a 





=

1
] فرض كنيد. ]Raفرض كنيد  . متناهي باشد[ ]Rax ∈. 

xaپس  R~ .ايجاب مي كند  اين نيز
1

~
1

xa
T

براين بنا. 
T

ax






∈

11
  اين نشان مي دهد. 

 .[ ]
T

R

a
a 





≤

1
  

]اثبات براي ]R

T

a
a

≤






1
]  كهكنيدفرض  ]

SR

T

a
a

x )(
1

=





 پس.∋

s

b
x ]آن  دركه = ]Rab∈ و Ss  از. ∋

]اينكه  ]Rab∈نتيجه مي گيريم كه  

. )()( aAnnbAnn = 
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RZRSs)(به ازاي هر )()(، نتيجه مي گيريم ∋=− bAnnsbAnn sbAnnt)(يرا اگر ز.= چون . bst=0 پس  .∋

)(,0جابجايي است، پسRحلقه  =−∈ sbtRZRs. 0براين بنا=bt . پس)(bAnnt  لذا. ∋

. )()( bAnnbsAnn ⊆ 

bAnnt)(، فرض كنيد  شمول اين براي عكس )(0براين  بنا. bt=0 پس.∋ =sbt .چون حلقهRو جابجايي است 

)(RZRSs sbAnnt)(براين بنا .bst=0پس .∋=−  نتيجه در .∋

. )()( sbAnnbAnn ⊆ 

)()(لذا bAnnsbAnn   اين تساوي نيز نتيجه مي گيريم كه  از.=

.)()()()()( 2
aAnnbAnnsbAnnbsAnnbsAnn

k =====L  

  براين بنا

. [ ]R

k
akbs ⊆≥ }1{ 

]چون  ]Raپس متناهي است ، bsbs
tK ktفرض كنيد . =   پس . >

. 0)( =− −
bsbs

tkt
 

RZRs)(چون 
t −=0پس . ∋− −

bsb
tk .براين  بناbsb

tk itkقرار مي دهيم . =− bsbپس .−=
i=. نتيجه  در 

. 
1

1
bs

s

bs

s

b
ii −

== 

)()(چون 1
aAnnbsAnn

i ] پس .−= ]R

i
abs ]يعني . 1−∋ ]Ra

s

b
x ]لذا . =∋ ]R

T

a
a

⊆






1
 اين رو از. 

. [ ]
T

R

a
a 





=

1
  

]اينكه  از  ]Rab∈ .پسba R~ .براين  بنا
1

~
1

ba
T

 پس.
T

ab






∈

11
 .  

]فرض كنيد  ]Raپس نگاشت .  نامتناهي باشد[ ]
T

R

a
a 





→

1
 با تعريف 

1

b
b خوش . ستيك به يك ا يف و خوش تعر→

  . تعريفي اين نگاشت بديهي است

 اثبات يك به يك بودن اين نگاشت فرض كنيد كه براي
11

bb ′
 اين صورت در ، =

. 0)( =′− bbt 
RZRSt)( در آنكه −′=0نتيجه  در. ∋=− bb  .  پسbb   براين    بنا.يك استنگاشت يك به  لذا . =′

.[ ]
T

R

a
a 





≤

1
  

ts بصورت S روي ≈يك رابطه هم ارزي  tasa اگر  تنها و  اگر≈    . تعريف مي كنيم=

tsپس ]  اگر براي هرتنها و  اگر≈ ]Rab∈، 

. tbsb = 

tasa يعني ] تنها اگر براي هر و  اگر= ]Rab∈، 

. tbsb =   

tasaكنيد فرض  )(0 پس  .= =− ats .براين بنا 

. )(aAnnts ∈− 

]اينكه   از ]Rab∈ . پس)()( bAnnaAnn  نتيجه در. =

. )(bAnnts ∈− 

)(0 لذا  =− bts .اين رو از 
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. tbsb = 

tbsb فرض كنيداكنون )(0پس . = =− bts .براين بنا 

. )(aAnnts ∈− 

]اينكه   از ]Rab∈  . پس)()( aAnnbAnn  نتيجه  در. =

.  )(aAnnts ∈− 

)(0 لذا  =− ats .اين رو  ازtasa =.  

]نگاشت  ]
T

R

aS
a 





→

≈
×

1
] با شده تعريف  ]

s

b
sb   .پوشا است خوش تعرف و),(→

]اگر ] [ ] ),(),( sbsb  ، آنگاه=′′

. [ ] [ ]ssbb ′=′= , 

assa  اما bssbتنها اگر و  اگر=′ bbچون . =′ ′= .  

bsbsپس  ′−′=0براين  بنا. ′=′ bsbs. به ازاي هر پس )(RZRSt −=∈، 0)( =′−′ bsbst .براين  بنا
s

b

s

b

′

′
= .

  . اين رو نگاشت خوش تعريف است از

] ربه ازاي ه ]
SR

T

a
a

y )(
1

=





]آن  ، كه در∋ ]

s

b
yabSs R =∈∈ ]، يك است,, ]),( sb وجود دارد كه

[ ]
s

b
sb   براين بنا. پوشا است  فوق اين رو نگاشت  از. مي باشد),(→

.[ ] [ ]
≈

=
≈

×≤




 s
a

s
a

a
RR

T1
  

]همچنين نگاشت  ]Ra
s

→
≈

]شده باتعريف   ] sas فرض  براي اثبات خوش تعريفي آن .يك به يك است  خوش تعريف و→

]كنيد  ] [ ]ss assa پس  .=′  فرض كنيد براي اثبات يك به يك بودن اين نگاشت .براين نگاشت خوش تعريف است بنا. =′

assa ssپس. =′ ]براين  بنا. ≈′ ] [ ]ss ]براين بنا .اين رو نگاشت يك به يك است از. =′ ]Ra
s

≤
≈

  طرفي   از.

. [ ] [ ] [ ] [ ] 2

1
RRRR

T

aaa
s

a
a

=≤
≈

≤





  

]چون ]Raنا متناهي است، پس[ ]R

T

a
a

≤






1
]لذا   . ]R

T

a
a

=






1
 .  

]سويي  يك تابع دو، A∈α براي هر  براين بنا ] 







→

1
: α

ααϕ
a

a اكنون نگاشت .وجود دارد  

∗∗ → )()(: TZRZϕ 
)()( بارا  xx αϕϕ ] اگر تعريف مي كنيم = ]αax∈ . چونαϕسويي است، پس  تابعي دو)(xϕ سويي مي باشد تابع دو. 

xy نشان مي دهيم كه براي تكميل اثبات )(و  xϕ)(اگر تنها  هستند اگروRΓ)(مجاورت هم در  در, yϕ در)(TΓ 

)()(0 تنها اگر و  اگرyx=0يعني . باشند مجاور =yx ϕϕ.  

] فرض كنيد ]U A R
aRZyx

∈

∗ =∈
α α)(,  و

T
A

a
TZzw U ∈

∗









=∈

α

α

1
كنيد براين فرض  بنا. ,)(

[ ] [ ]RR

TT

axby
a

w
b

z ∈∈





∈





∈ ,,

1
,

1
  .zw=0 اگر  تنها و  اگرyx=0كافي است نشان دهيم . 
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]چون  ]Rax xaپس . ∋ R~ .ايجاب مي كند  اين نيز
1

~
1

xa
T

 پس.
T

ax






∈

11
طرفي از. 

T

a
w 





∈

1
پس . 

w
a

T~
1

  براين بنا. 

. )()
1

()
1

( wAnn
a

Ann
x

Ann TTT ==  

]ون چ  ]Rby ybپس . ∋ R~ .ايجاب مي كند اين نيز 
1

~
1

yb
T
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بنا بر .  باشندBT)( وAT)(خارج قسمتي كامل   حلقه هاي جابجايي به ترتيب با حلقه هايB وAفرض كنيد : برهان

))(( وAΓ)(گرافهاي  ٢ -٢قضيه  ATΓگرافهاي  ٢ - ٢ بنا بر قضيه همچنين.  يكريختند)(BΓو ))(( BTΓ نيز يكريخت 
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