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  چكيده

  

هدف از اين پايان نامه بدست آوردن روابط بين نامساوي هاي شبه تغييراتي برداري و مسائل بهينه سازي برداري غيرهموار 
با استفاده از مفهوم  از اين رو در ابتدا به بررسي برخي تحدب هاي تعميم يافته. تحت شرايط تحدب هاي تعميم يافته مي باشد

  .در اين پايان نامه به موارد زير پرداخته شده است .مي پردازيم زيرديفرانسيل حدي

و زير ديفرانسيل هاي تعميم يافته  محدب پاياپيش  شبه نما و يامحدب پاضعيف،  محدب پايايپيش -θبه بررسي توابع در ابتدا 
 يرديفرانسيلزبر حسب همچنين شرايطي معادل . پردازيم از اين توابع در حالت هاي نيم پيوسته پاييني و موضعاً ليپشيتز مي

  .آوريم بدست مي محدب پاياپيش -Kمتعامد از نگاشت هاي مجموعه مقدار 

نامساوي هاي شبه تغييراتي برداري تعميم يافته مينتي را بيان مي كنيم و روابط بين جواب آنها و نامساوي هاي شبه تغييراتي 
ژه منطبق بودن جواب هاي مسائل بهينه سازي برداري بوي. برداري استمپاچيا را تحت يكنوايي هاي تعميم يافته بدست مي آوريم

همچنين نتيجه مشابهي براي . بدست مي آوريم نمايي توابعمحدب پايا و نامساوي هاي شبه تغييراتي برداري مينتي را تحت 
  . توابع بدست مي آوريم محدب پايايي-αنامساوي هاي شبه تغييراتي برداري تعميم يافته مينتي تحت شرط 

زير مينيمم موضعي را -ψهمچنين مفهوم نقاط . در انتها شزايطي كافي براي وجود نقاط زير مينيمم موضعي بدست مي آوريم
  بيان كرده و شرايطي لازم براي وجود آنها بدست مي آوريم

  

، نامساوي هاي شبه محدب پاياپيش - Kنما، نگاشت  محدب پاياضعيف، توابع  محدب پايايپيش -θتوابع  :كلمات كليدي
 .ييراتي برداري، مسائل بهينه سازي برداري، مسائل بهينه سازي مجموعه مقدار، نقاط زير مينيممتغ
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١ فصل

مقدمات

م�ͳشود. پرداخته است، نیاز آنها به نامه پایان این در که ͳمقدمات نتایج و تعاریف بیان به فصل این در

لازم م�ͳگردد. ارائه هم با آنها ارتباط و شده آورده زیردیفرانسیل�ها انواع از ͳتعاریف اول بخش در

ͳبررس برای ابزاری عنوان به حدی زیردیفرانسیل به ویژه�ای توجه نامه پایان این در که است ذکر به

با سپس م�ͳشود. آورده آن برای نیاز مورد قضایای و هممشتق مفهوم همچنین شود. ͳم مسائل

که م�ͳگردد ارائه مقدار مجموعه نگاشت�های برای متعامد زیردیفرانسیل از ͳتعریف آن از استفاده

از ͳصورت بیان به دوم بخش است. مقدار ͳحقیق توابع از حدی زیردیفرانسیل از ͳتعمیم عنوان به

ͳتغییرات شبه نامساوی�های در وجودی قضیه�ای اثبات و بیان در آن از که اختصاصدارد KKM قضیه

ینوایی�های همچنین و توابع برای یافته تعمیم تحدب�های از ͳتعاریف ادامه در م�ͳشود. استفاده

م�ͳشود. آورده سوم بخش در مقدار مجموعه نگاشت�های از یافته تعمیم

١



مقدمات .١ فصل

دیفرانسیل زیر ١.١

زیردیفرانسیل�های مفهوم م�ͳگردد. ارائه زیردیفرانسیل�ها مهمترین از بخش،تعریف�هایی این در

موردوخویچ١ .[١٨ ،۴٨ ،۵٠ ،۵١] م�ͳکند ایفا پیشرفته ͳتغییرات آنالیز در ͳاساس ͳنقش یافته تعمیم

دیΎری زیردیفرانسیل�های حد بوسیله که کرد ͳمعرف را جدیدی زیردیفرانسیل ،١٩٧۶ سال در

به [۵٠ ،۵١] مراج΄ در نامید. مˇردوخویچ) (زیردیفرانسیل حدی زیردیفرانسیل را آن و شده تعریف

پرداخته آن از کاربردهایی همچنین و زیردیفرانسیل�ها سایر با آن ارتباط و زیردیفرانسیل این ͳبررس

است. شده

باشد. مقدار ͳحقیق ͳتابع f : Ω ⊂ X → R و X از ͳته غیر مجموعه�ای زیر Ω کنید فرض

م�ͳکنیم استفاده مشتق از ͳتعمیم عنوان به زیردیفرانسیل مفهوم از نباشند، مشتق�پذیر توابع که ͳهنگام

٣ کلارک زیردیفرانسیل حدی، زیردیفرانسیل ، ٢ فرشه زیردیفرانسیل از: عبارتند آنها مهمترین که

.۴ راکفلر کلارک زیردیفرانسیل و

f : X → R ∪ {+∞} کنید فرض و درنظرگرفته باناخ فضایی را X [۵٠] تعریف١.١.١.

زیرمشتق x∗ و است زیردیفرانسیل�پذیر فرشه ͳتابع f گوییم باشد. سره و ͳپایین پیوسته نیم ͳتابع

و بوده f دامنه در x اگر (x∗ ∈ ∂̂f(x)) م�ͳباشد x در f تابع فرشه

lim inf
||h||→٠

f(x+ h)− f(x)− ⟨x∗, h⟩
||h||

≥ ٠.

١Mordukhovich

٢Fréchet subdifferential

٣Clarke’s subdifferential

۴Clarke-Rockafellar subdifferential

٢



مقدمات .١ فصل

.ε ≥ ٠ و x ∈ Ω کنید فرض XبΎیرید. از ͳته غیر زیرمجموعه�ای را Ω [۵٠] تعریف٢.١.١.

م�ͳکنیم: زیرتعریف صورت به را x در Ω به ε-متعامد مجموعه�های اینصورت در

N̂ε(x; Ω) := {x∗ ∈ X∗| lim sup
u

Ω→x

⟨x∗, u− x⟩
||u− x||

≤ ε},

N(x̄; Ω) := lim sup
x→x̄,ε↓٠

N̂ε(x; Ω).

مجموعه بΎیرید. نظر در را |φ(x̄)| <∞ با x̄ ∈ X و φ : X → R̄ تابع حال

∂Mφ(x̄) := {x∗ ∈ X∗|(x∗,−١) ∈ N((x̄;φ(x̄)); epiφ)}

گویند. x̄ نقطه در φ حدی زیردیفرانسیل را

نگاشت f لیپشیتز موضعاً تابع برای کلارک یافته تعمیم زیردیفرانسیل [١٨] .٣.١.١ تعریف

م�ͳشود: تعریف زیر صورت به x ∈ X نقطه در که م�ͳباشد ∂Cf مقدار مجموعه

∂Cf(x) := {x∗ ∈ X∗|⟨x∗, h⟩ ≤ f o(x;h), ∀h ∈ X},

که

f o(x;h) := lim sup
x′→x t→٠+

f(x′ + th)− f(x′)

t
.

نگاشت f ͳپایین پیوسته نیم تابع برای کلارک-راکفلر زیردیفرانسیل [۵٠] .۴.١.١ تعریف

م�ͳشود: تعریف زیر صورت به x ∈ domf نقطه در که م�ͳباشد ∂CRf مقدار مجموعه

∂CRf(x) := {x∗ ∈ X∗|⟨x∗, h⟩ ≤ f ↑(x;h), ∀h ∈ X},

که

f ↑(x;h) := sup
λ>٠

lim sup
t↓٠,x′→fx

inf
h′∈B(h,λ)

f(x′ + th
′
)− f(x′)

t
.

٣



مقدمات .١ فصل

رابطه باشند شده تعریف زیردیفرانسیل�ها که ͳهنگام بالا، تعاریف به توجه با [۵٠] .١.١.١ نکته

است. برقرار زیر

∂̂f(x) ⊆ ∂Mf(x) ⊆ ∂Cf(x) ⊆ ∂CRf(x),

هرگاه است آسپلند خاصیت دارای یا است آسپلند X باناخ فضای گوییم [۵٠] تعریف١.١.۵.

،X از U باز و محدب زیرمجموعه روی شده تعریف ، φ : U → R محدب و پیوسته تابع هر

باشد. مشتق�پذیر فرشه U از چΎال زیرمجموعه�ای روی

جمله از جدایی�پذیر، دوگان با باناخ فضای هر و ͳانعکاس باناخ فضای هر .[۵٠] .٢.١.١ نکته

م�ͳباشند. آسپلند فضاهای

سره ͳتابع φ : X → R̄ کنید فرض و بΎیرید نظر در آسپلند فضایی را X [۵٠] .١.١.١ قضیه

سپس باشد. x̄ ∈ domφ در ͳپایین پیوسته نیم و

∂Mφ(x) = lim sup
x

φ→x̄

∂̂φ(x).

در ͳپایین پیوسته نیم توابع برای را حدی زیردیفرانسیل م�ͳتوان بالا قضیه به توجه با .٣.١.١ نکته

لیپشیتز موضعاً تابع برای که گرفت نتیجه م�ͳتوان ͳراحت به همچنین کرد. محاسبه آسپلند فضاهای

است. یسته نموداری دارای x 7→ ∂Mφ(x) مقدار مجموعه نگاشت ،φ

و لیپشیتز موضعاً ͳتابع f١ کنید فرض و گرفته نظر در آسپلند فضایی را X [۵٠] .٢.١.١ قضیه

صدق زیر ͳجمع رابطه در حدی زیردیفرانسیل سپس باشند. x̄ نقطه در ͳپایین پیوسته نیم ͳتابع f٢

م�ͳکند.

∂M(f١ + f٢)(x̄) ⊂ ∂Mf١(x̄) + ∂Mf٢(x̄).

۴



مقدمات .١ فصل

f٢(x) :=،f١(x) := |x|) نیست برقرار فرشه زیردیفرانسیل برای فوق رابطه که کنید توجه

توابع برای که م�ͳکنیم بیان فرشه زیردیفرانسیل برای مهم رابطه�ای بعد قضیه در .(x̄ = ٠ و −|x|

شد. ارائه [۵٣] در بار اولین برای و است برقرار باناخ فضاهای روی مقدار ͳحقیق یافته تعیم

یافته تعمیم ͳتوابع f١, f٢ کنید فرض و گرفته نظر در باناخ فضایی را X [۵٣] .٣.١.١ قضیه

و اند ͳمتناه x̄ در که باشند مقدار ͳحقیق

∂̂+f٢(x̄) := −∂̂(−f٢)(x̄)

سپس است، ͳناته

∂̂(f١ + f٢)(x̄) ⊂
∩

x∗∈∂̂+f٢(x̄)

[x∗ + ∂̂f١(x̄)].

اینجا در م�ͳباشند. هموار غیر آنالیز نظریه در ͳمهم و پرکاربرد ابزارهای میانگین مقدار قضایای

م�ͳکنیم. بیان کلارک-راکفلر و حدی زیردیفرانسیل�های برای را نتایج این از نمونه دو

در لیپشیتز موضعاً ͳتابع φ کنیذ فرض و گرفته نظر در آسپلند فضایی را X [۵٠] .۴.١.١ قضیه

داریم: سپس باشد. است، [a, b] شامل که X از باز مجموعه�ای

⟨x∗, b− a⟩ ≥ φ(b)− φ(a)

.c ∈ [a, b[ ،که ∗xی ∈ ∂Mφ(c) برای

f : X → R ∪ {+∞} کنید فرض نقطه�ای) سه میانگین مقدار (قضیه [٢۶] .۵.١.١ قضیه

و z ∈]x, y[ کنید فرض .x ̸= y طوریه به x, y ∈ domf و باشد ͳپایین پیوسته نیم ͳتابع

دنباله�های و x̄ ∈ [x, z[, ȳ ∈]z, y] دارد وجود سپس .r ≤ f(z) که باشد طوری r ∈ R

طوریه به yn
f→ ȳ با (yn, y∗n)n ⊂ ∂CRf و xn

f→ x̄ با (xn, x∗n)n ⊂ ∂CRf

lim inf
n

⟨x∗n − y∗n,
yn − xn

||yn − xn||
⟩ ≥ r − f(x)

||z − x||
+
r − f(y)

||z − y||
.

۵
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برقرار باناخ فضای هر در کلارک-راکفلر زیردیفرانسیل برای ۵.١.١ قضیه [٢۶] .۴.١.١ نکته

زیردیفرانسیل برای و جدایی�پذیر باناخ فضای هر در زیردیفرانسیل�هادامارد برای همچنین است؛

آسپلند. فضای هر در فرشه

محدب ͳمخروط K کنید فرض بΎیرید. نظر در را F : X ⇒ Y مقدار مجموعه نگاشت

تعریف زیر صورت به و م�ͳدهیم نمایش ” ≤ ” با را Y روی ترتیب رابطه باشد. Y در بسته و

م�ͳکنیم:

y١ ≤ y٢ اگر تنها و اگر y٢ − y١ ∈ K.

م�ͳکنیم: تعریف زیر صورت به ترتیب به را F نمودار برون و نمودار دامنه،

domF := {x ∈ X|F (x) ̸= ∅},

grF := {(x, y) ∈ X × Y |x ∈ domF, y ∈ F (x)}

و

epiF := {(x, y) ∈ X × Y |y ∈ F (x) +K}.

م�ͳکنیم. بیان مقدار مجموعه نگاشت�های هممشتق درباره کاربردی نتیجه و تعریف چند حال

کنید فرض و گرفته نظر در مقدار مجموعه ͳنگاشت را F : X ⇒ Y [۵٠] .۶.١.١ تعریف

D̂∗F (x̄, ȳ) : Y ∗ ⇒ مقدار مجموعه نگاشت (x̄, ȳ) نقطه در F فرشه هممشتق .(x̄, ȳ) ∈ grF

م�ͳشود: تعریف زیر صورت به که است X∗

D̂∗F (x̄, ȳ)(y∗) := {x∗ ∈ X∗|(x∗,−y∗) ∈ N̂((x̄, ȳ); grF )},

به که است D∗
NF (x̄, ȳ) : Y

∗ ⇒ X∗ مقدار مجموعه نگاشت (x̄, ȳ) در F متعامد هممشتق و

م�ͳشود: تعریف زیر صورت

D∗
NF (x̄, ȳ)(y

∗) := {x∗ ∈ X∗|(x∗,−y∗) ∈ N((x̄, ȳ); grF )}.

۶
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اگر است. شده تعریف [۴٩] در متعامد مخروط از مستقل طور به متعامد هممشتق مفهوم

به (x̄, f(x̄)) در را آن متعامد و فرشه هممشتق باشد، مقداری تک ͳنگاشت F = f : X → Y

مˇردوخویچ و باۇ۵ هممشتق، مفهوم از استفاده با م�ͳدهیم. نمایش D∗
Nf(x̄) و D̂∗f(x̄) با ترتیب

مجموعه نگاشت�های و برداری توابع به مقدار ͳحقیق توابع زیردیفرانسیل مفهوم از مناسبی توسیع [٧]

از کاربردهایی همچنین دادند. ارائه است، شده مرتب ͳجزئ طور به فضای در مقادیرشان که مقدار

آوردند. بدست [٩ ،٨] در چندمقداری سازی بهینه مسائل در را آنها

برون نگاشت بΎیرید. نظر در مقدار مجموعه ͳنگاشت را F : X ⇒ Y [٧] .٧.١.١ تعریف

بΎیرید: نظر در زیر صورت به EF : X ⇒ Y نمودار

EF (x) := {y ∈ Y |y ∈ F (x) +K}.

به y∗ ∈ Y ∗ جهت در و (x̄, ȳ) ∈ epiF نقطه در F متعامد زیردیفرانسیل و فرشه زیردیفرانسیل

م�ͳشود: تعریف زیر صورت به ترتیب

∂̂F (x̄, ȳ)(y∗) := D̂∗EF (x̄, ȳ)(y∗),

∂F (x̄, ȳ)(y∗) := D∗
NEF (x̄, ȳ)(y∗).

صورت به ترتیب به (x̄, ȳ) ∈ epiF در F متعامد زیردیفرانسیل و فرشه زیردیفرانسیل همچنین

م�ͳشود: داده زیر

∂̂F (x̄, ȳ) := {x∗ ∈ X∗|x∗ ∈ D̂∗F (x̄, ȳ)(y∗),−y∗ ∈ N̂(x;K), ||y∗|| = ١},

∂F (x̄, ȳ) := {x∗ ∈ X∗|x∗ ∈ D∗
NF (x̄, ȳ)(y

∗),−y∗ ∈ N(x;K), ||y∗|| = ١}.

۵Bao

٧
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برای متعامد و فرشه زیردیفرانسیل سپس ،K = R+ و F = f : X → R̄ اگر [٧] .۵.١.١ نکته

دیفرانسیل زیر و فرشه زیردیفرانسیل به ترتیب به بالا در شده تعریف مقدار مجموعه نگاشت�های

م�ͳشوند. تبدیل ٢.١.١ و ١.١.١ تعریف�های در حدی

.domF ̸= ∅ و F : Ω ⊂ X ⇒ Y کنید فرض [۵٠] تعریف٨.١.١.

ͳقسم به ℓ ≥ ٠ و x̄ از U ͳΎهمسای اگر است، لیپشیتز موضعاً ،x̄ ∈ domF در F گوییم .١

باشیم داشته x ∈ Ω ∩ U هر برای که باشد موجود

F (x) ⊂ F (u) + ℓ||x− u||BY .

لیپشیتز موضعاَ نقطه این در EF اگر است x̄ ∈ domF در لیپشیتز برون موضعاَ F گوییم .٢

باشد.

م�ͳکند) صدق آبین خاصیت (در است مانند لیپشیتز موضعاً (x̄, ȳ) ∈ grF در F گوییم .٣

هر برای که باشند موجود ͳقسم به ℓ ≥ ٠ عدد و ȳ از V و x̄ از U همسای�ͳΎهای اگر

باشیم داشته x, u ∈ Ω ∩ U

F (x) ∩ V ⊂ F (u) + ℓ||x− u||BY .

موضعاً نقطه این در EF اگر است، مانند لیپشیتز برون موضعاً (x̄, ȳ) ∈ epiF در F گوییم .۴

باشد. مانند لیپشیتز

زیر صورت به را i(·;A) : X ⇒ Y نگاشت بΎیرید. نظر در X از زیرمجموعه�ای را A

م�ͳکنیم: تعریف

٨
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i(x;A) :=


٠ ∈ Y x ∈ A,

∅ otherwise.

م�ͳرسانیم. پایان به i(·;A) Fو مقدار نگاشت�هایمجموعه برای ͳجمع قاعده بیان بخشرا این

Aمجموعه�ای ⊂ X فرضکنید و گرفته نظر در آسپلند فضاهایی را Y Xو [۵٠] .۶.١.١ گزاره

باشد. بسته موضعاً (x̄, ȳ) ∈ grF نقطه در F : X ⇒ Y مقدار مجموعه نگاشت و باشد بسته

برقرار زیر شمول y∗ ∈ Y ∗ هر برای سپس باشد. مانند لیپشیتز موضعاً (x̄, ȳ) در F کنید فرض

است:

D∗
N(F + i(·;A))(x̄, ȳ)(y∗) ⊂ D∗

NF (x̄, ȳ)(y
∗) +N(x̄;A).

KKM قضیه ٢.١

X از ͳمتناه و ͳغیرته زیرمجموعه�های همه خانواده بΎیرید. نظر در ͳته غیر مجموعه�ای را X

و ͳتوپولوژی فضای Έی X ،ͳغیرته مجموعه Έی Y کنید فرض م�ͳدهیم. نمایش F(X) با را

اگر تنها و اگر است مقدار بسته انتقال Έی F گوییم باشد. مقدار مجموعه ͳنگاشت F : Y ⇒ X

x /∈ clF (y′). طوریه به y′ ∈ Y باشد داشته وجود x /∈ F (y), با (y, x) ∈ Y ×X هر برای

اینکه با است معادل تعریف این که است واض∩
y∈Y

F (y) =
∩
y∈Y

clF (y).

نگاشت اگر وتنها اگر است مقدار بسته انتقال Έی F : B ⇒ A گوییم B ⊆ Y و A ⊆ X اگر

F ،A = B و X = Y که ͳهنگام باشد. مقدار بسته انتقال Έی y 7→ F (y) ∩ A چندمقداری

گوییم. A روی مقدار بسته انتقال Έی را

٩
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F : K ⇒ X نگاشت بΎیرید. نظر در X برداری فضای از محدب زیرمجموعه Έی را K

باشیم داشته K از A ͳغیرته و ͳمتناه زیرمجموعه هر برای هرگاه گوییم KKM نگاشت Έی را

.F (A) =
∪
{F (x)|x ∈ A} غلافمحدبAو ،conv(A) از منظور که conv(A) ⊆ F (A),

توپولوژی�ͳهاسدورف برداری فضای از ͳناته و محدب زیرمجموعه�ای را K [٣١] .١.٢.١ لم

شرایط در که هستند مقداری مجموعه نگاشت دو Γ, Γ̂ : K ⇒ K کنید فرض و گرفته نظر Xدر

م�ͳکنند: زیرصدق

.Γ̂(x) ⊆ Γ(x) ،x ∈ K هر برای A١

است. KKM ͳنگاشت Γ̂ A٢

.conv(A) روی است مقدار بسته انتقال Έی Γ ،A ∈ F(K) هر برای A٣

باشیم داشته A ∈ F(K) هر برای A۴

clK(
∩

x∈conv(A)

Γ(x)) ∩ conv(A) = (
∩

x∈conv(A)

Γ(x)) ∩ conv(A).

مجموعه�ای clK(
∩
x∈B

Γ(x)) استکه موجود ͳقسم Bبه ⊆ K فشرده محدبو ͳناته مجموعه A۵

است. فشرده

.
∩
x∈K

Γ(x) ̸= سپس∅

م�ͳباشند. برقرار همیشه A۵ و A۴ شرایط سپس باشد مقدار بسته ͳنگاشت Γ اگر .١.٢.١ نکته

١٠
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یافته تعمیم تحدب�های ٣.١

مقدار ͳحقیق توابع برای یافته تعمیم تحدب�های از اولیه�ای مفاهیم و تعاریف بیان به بخش این در

م�ͳپردازیم. مقدار مجموعه نگاشت�های برای یافته تعمیم ینوایی�های و

مجموعه�ای X از Ω زیرمجموعه گوییم .η : X ×X → X کنید فرض [۶٢] تعریف١.٣.١.

.y+λη(x, y) ∈ باشیم داشته λ ∈ [٠,١] و x, y ∈ Ω هر برای هرگاه م�ͳباشد ηنسبت پایا محدب

Ω

کنید فرض و گرفته نظر در η به نسبت پایا محدب مجموعه�ای را Ω [۴۴] .٢.٣.١ تعریف

.f : Ω → R

و x, y ∈ Ω هر برای اگر است نما پایا محدب Ω مجموعه روی η به نسبت f گوییم .١

باشیم داشته ξ ∈ ∂Lf(x)

⟨ξ, η(y, x)⟩ ≥ ٠ ⇒ f(y) ≥ f(x);

x, y ∈ Ω هر برای اگر است پایا محدب پیش شبه Ω مجموعه روی η به نسبت f گوییم .٢

باشیم داشته ٠ ≤ λ ≤ ١ و

f(y + λη(x, y)) ≤ max{f(x), f(y)};

هر برای اگر است پایا محدب پیش شبه اکید نیم Ω مجموعه روی η به نسبت f گوییم .٣

باشیم داشته ٠ < Λ < ١ و f(x) ̸= f(y) با x, y ∈ Ω

f(y + λη(x, y)) < max{f(x), f(y)}.

قوی تحدب از ͳطبیع ͳتعمیم که م�ͳکنیم بیان را پایا محدب α-پیش تابع Έی از ͳتعریف حال

م�ͳباشد. [۵۴] پولیاک از

١١


