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যࡪْم�ِا္�ِاॐඟّ໌ْ૱ن�ِاনඟّ໌࣓م

೯داਪی଒پایا৯د૙ীهٔ ච໋اردنಪࣥواষند. اورا ِ ঈوতندگان،ऑقّ ৯داষند،و ॷمارඟ໋ان඼෻ॷدن඘േ೸৑ھایاو و ৲ماষند ণپاس೯داਪیرا।଒ੂࣨورانਬభࣥودناو
وબف ଘ ৎࡁ৒ජف॰ฬد਩یا॥تو ඘ൈબھایاو ျণگ. ୀࢾش౮ජࡁग़یایభ ଘ ژرفرو ༜ࢁඟتِ ໆَرِ و ျॻگا॥ت، او তناساਪی راه భزگامඵෑ
ढอণඟ໕ھاඟ໌زهٔز಻ඖنراय़భھار ඳැراඅ౶ید،وبا ষభیاॠد਩ی،وభوमࢌ൐࣊জฬید਩ی،وଘزما਩یઍ࡙ख़وصরฬود਩ی.दଘدر়شخلا৘قرا঻یا඼່ید،وଘرൕॐࢾشباد୓را

ইുید.
଒ ਗی�دকم দواਘی و اঃࣇحان؛ از ୀآॠده ਟی�آਵࣣغ ا৷مان، و رویا௿د از দواਤঘی ਟی�േঙتا॥ت. و ৯دارد اষبازی یൊتا॥ت، ೯دا ଒ ਗی�دকم দواਘی
ৗ଒وریا॥ت భع࢙م୏وردگار. ඼້آ਩یඓࢻ૛ുه িشاਪ୓�ଡی৮دیدار،و با و کار، ଲیآਣশد با ভࡶণජتاد اورا مد(ص)঻ندهٔاووධෂஉراو॥ت.

دودฮیازدঀھاБЗداید،وباࣵࡆّتودॻࣱلمُ࢓චم඼່ماید. رࣺشان،وඟ໖ا਒یا॥ت඼່وزان،ودਬࣥورী୓شروଃنوࣅیان.ඟَ໋หدِ
پاک೯دایا!БЗଦرگا॥تآ૏৅هਗی�ඇඏ࣒مازخ࢕ࡲت৔و؛وඟ໕ُଦدا॥ت،БЗرਛیآن঍భنارदدرت৔و؛وଦباഎࠝ࢟تا॥تآ૏৅هਗی�ඇඏ࣒مازم࢘ࢆوت
৔و،وඵ෇ฬଦزا॥تୀاୀآ૏৅هୀما৩ھانا॥تازس࢔ാࢸت৔و،و඼່ଦاඵවرا॥ت೸৑࢟ت৔وభاଌنगھان؛وଦا৯دکا॥ت঍భنار඘േ೸৑ھایآنगھان.
಻ൾফ଒نکاراز گاریૼنభآنا॥تਵࣥو඼່ଥما! ശণر ঴دا૏৅ه ودॿمرا کارمراଘૼن৶ما ৯داৣم،صلاحِ ণ୏یدنرا راهِ ا०୏భඟ໋شऒودభماৣمیا ೯دایا!

.ଡو৔ھای඘শفاঅࣂࡣتوازඓ راঘ࣒ماගশھای৔وতฬنا૛঩ه

از඼່ماীشاتතअرتعلی(ع)

یک



:ଘم৤قدৎ

ୀاభاৣمو৮درم،ماభم

دو



঻نام೯دا
.قخالال یشْکُر مل المخلوق یشْکُر مل من و

و تفکر شایسته را او و داد قرار انسان آن از را معرفت و علم که را متعال پروردگار ستایش و سپاس
تلاش توفیق اینجانب به که را یکتایی خداوند سپاس و نمود انتخاب جهان موجودات بین در اندیشیدن

فرمود. عطا دانش و علم کسب راه در
بدون تردید بی دهم. قرار استفاده مورد خویش وطن علمی پیشرفت راه در را آموخته�هایم بتوانم امیدوارم
کسانی تمام از است شایسته همچنین نبودم. پایان�نامه این اتمام به قادر متعال خداوند شائبه بی الطاف

نمایم. تشکر صمیمانه نموده�اند یاری مرا پایان�نامه این جمع�آوری و تدوین در که
بهرامی، دکترفریبا خانم ارجمندم، راهنمای استاد بی�دریغ زحمات از می�دانم خود وظیفه�ی آغاز در
قوت مرا همواره و شده متحمل را پایان�نامه تدوین و راهنمایی زحمت که نمایم قدردانی و تشکر صمیمانه
انجام به مجموعه این ایشان ارزنده�ی های راهنمایی بدون قطعاً که بخشیدند نفس به اعتماد و قلب
پایان�نامه این مشاوره�ی و مطالعه زحمات که �اکبر�فام جدیری دکترعلی�اصغر آقای جناب از نمی�رسید.
دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن نحو به پایان�نامه این سازی آماده در و فرمودند تقبل را

دارم. را امتنان کمال
بود، خواهم و بوده ایشان علمی راهنمایی�های مدیون همواره که شهمراد صداقت دکتر آقای جناب از

دارم. را امتنان و تشکر کمال پایان�نامه این داوری و مطالعه زحمت بخاطر
می�کنم. سپاسگزاری بوده�اند، من مشوق و یار همواره مراحل تمامی در که عزیزم خانواده از پایان در

ඵ෕روঃند وا೮د
৘඼ෙ७ور۱۳۹۲

سه



واحد نام: نیرومند دانشجو: خانوادگی نام

کسری مرتبه از جزئی دیفرانسیل معادلات سیستم�های جواب� وجود عنوان:

بهرامی فریبا دکتر : راهنما استاد

�اکبر�فام جدیری علی�اصغر دکتر : مشاور استاد

تبریز دانشگاه دیفرانسیل معادلات گرایش: کاربردی ریاضی رشته: ارشد� کارشناسی تحصیلی: مقطع

٩۶ صفحات: تعداد ١٣٩٢ شهریور التحصیلی: فارغ تاریخ ریاضی علوم دانشکده

کسری جزئی دیفرانسل معادلات کسری، مشتق کسری، انتگرال واژه�ها: کلید

چکیده
را کسری مرتبه از غیرخطی جزئی دیفرانسیل معادلات دستگاه جواب یکتایی و وجود پایان�نامه این در
دست به جواب برای نمایشی و گرفته نظر در را خطی مسئله ابتدا منظور، این برای می�کنیم. بررسی
و وجود تکرار، روش از استفاده با و کرده اعمال غیر�خطی دستگاه برای را نمایش این نهایت در و آورده

می�کنیم. اثبات مناسب فضای در را جواب یکتایی



مطالب فهرست

۵ مقدمـه

٨ متغیره یک توابع کسری �محاسبات ١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخچه ١.١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیاز مورد مقدماتی مفاهیم و تعاریف ٢.١
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری محاسبات در خاص توابع ٣.١
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گاما تابع ١.٣.١
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بتا تابع ٢.٣.١
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . میتاگ-لفلر تابع ٣.٣.١
١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رایت تابع ۴.٣.١
١٨ . . . . . . . . . . . . . . ریمان-لیوویل کسری مرتبه انتگرال�های و مشتقات ۴.١
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . ریمان-لیوویل کسری انتگرال�های ١.۴.١
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیریکله فرمول ٢.۴.١
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریمان-لیوویل کسری مشتقات ٣.۴.١
۴٢ . . . . . . . . . . . . ریمان-لیوویل کسری انتگرال�های و مشتقات بین روابط ۵.١
۴٢ . . . . . . . . . . . . . کسری مرتبه انتگرال از کسری �گیری مشتق ١.۵.١
۴٢ . . . . . . . . . . . . . کسری مرتبه مشتق از کسری گیری انتگرال ٢.۵.١
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاپوتو کسری مشتقات ۶.١
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریمان-لیوویل منتظم کسری مشتقات ٧.١
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . کاپوتو و ریمان-لیوویل کسری مشتقات بین رابطه ٨.١
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . کاپوتو و ریمان-لیوویل کسری مشتق تفاوت�های ٩.١
۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری دیفرانسیل معادلات ١٠.١

١



٢ مطالب فهرست

۵۵ متغیره دو توابع کسری محاسبات ٢
۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٢
۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیاز مورد فضاهای ٢.٢
۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . L1 فضای ١.٢.٢
۵۶ . . . . . . . . . . . . . متغیره دو پیوسته مطلق بطور توابع فضای ٢.٢.٢
۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . متغیره دو وزن�دار پیوسته توابع فضای ٣.٢.٢
۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . متغیره� دو توابع جزئی کسری مشتقات و انتگرال�ها ٣.٢
۵٨ . . . . . . ریمان-لیوویل و کاپوتو جزئی کسری مشتقات و انتگرال�ها ١.٣.٢
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . متغیره دو توابع مرکب کسری مشتقات و انتگرال�ها ۴.٢
۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . متغیره دو توابع کسری محاسبات بین در �روابط ۵.٢
۶٣ . . . . . . . . متغیره دو توابع جزئی کسری محاسبات بین در �روابط ١.۵.٢
۶٣ . . . . . . . . متغیره دو توابع مرکب کسری محاسبات بین در روابط ٢.۵.٢
۶٨ . . . . . . . . . . متغیره دو توابع کسری مشتق از کسری انتگرال�گیری قضایای ۶.٢

٧۴ کسری مرتبه از غیر�خطی جزئی دیفرانسیل معادلات دستگاه ٣
٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٣
٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلی مسئله ٢.٣

٩١ مراجع

٩٣ فارسی به انگلیسی واژه�نامه



تصاویر فهرست

۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . f(x) = 1 تابع کسری مشتق و انتگرال نمودار ١.١
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . f(x) = x تابع کسری مشتق و انتگرال نمودار ٢.١
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . f(x) = ex تابع کسری مشتق و انتگرال نمودار ٣.١

٣



جداول فهرست

٨٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریمان-لیوویل کسری انتگرال�های جدول ١.٣
٩٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریمان-لیوویل کسری مشتقات جدول ٢.٣

۴



مقدمـه

دلخواه مرتبه از دیفرانسیل و انتگرال به کسری محاسبات بلکه نمی�باشد کسرها با کار کسری، محاسبات
به صحیح مرتبه از انتگرال و دیفرانسیل حساب از تعمیمی کسری محاسبات واقع در می�شود. اطلاق
وقتی بعدها می�کردند. تلاش کسری محاسبات گسترش در ریاضیدان�ها نخست، است. دلخواه مرتبه یک
مرتبه یک از انتگرال و دیفرانسیل حساب واژه آوردند، دست به را دلخواه مرتبه انتگرال�های و مشتقات
یک پایه�ای لحاظ از اینکه با کسری محاسبات کردند. جایگزین کسری محاسبات جای به را دلخواه
به اخیر دهه چند تا اما ،(١۶٩۵) بر�می�گردد قبل سال سیصد حدود به آن پیشینه و بوده قدیمی موضوع
چندانی رشد کاربردی مسائل و فیزیکی مفاهیم نبود دیگر بیان به یا فیزیک، با ارتباط برقراری عدم دلیل
این اخیر دهه چند در اما بود. ریاضیدانان توجه قابل فقط و شده داده توسعه تئوری لحاظ از تنها و نکرده،
ذرات و خواص شناسایی برای قدرتمند ابزار یک کسری مشتق است. داشته چشمگیری رشد موضوع
بسیاری می�شود. آشکار مواد الکتریکی و مکانیکی مدل�بندی در کسری مشتق مزیت می�باشد. مواد
است. شده مدل�بندی کسری محاسبات از استفاده با ترافیک و جمعیت رشد مانند طبیعی پدیدهای از
دینامیکی سیستم�های کنترل نظریه در می�توان را کسری انتگرال و مشتق اساسی و مهم کاربرد همچنین
داده شرح کسری دیفرانسیل معادله یک با کننده کنترل و شده کنترل سیستم که صورتی در نمود، مشاهده

نمود. مشاهده نیز پزشکی علوم در را موضوع این کاربرد می�توان امروزه حتی شود.
ایده که است انتگرال و دیفرانسیل حساب از قرن، سه از بیش قدمتی با کهن شاخه�ای کسری محاسبات
در آن کاربرد�های و ریاضیات از شاخه این جذابیت به توجه با می�دانند. هوپیتال١ به منتسب را آن اولیه
ریاضیدانان توجه مورد غیر�مستقیم، و مستقیم بطور کسری محاسبات موضوع مهندسی، علوم و فیزیک

١L’Hopital

۵



۶ مقدمـه

توسیع�های مدت، این در و گردید لیوویل٨ و ریمان٧ آبل۶، لاکروا۵، فوریه۴، لاپلاس٣، اویلر٢، مانند بزرگی

مورد کاپوتو و ریمان-لیوویل تعاریف آنها بین در که گردید ارائه ،n /∈ N حالت در dn

dxn
برای متفاوتی

می�توانید آن کاربرد�های و کسری محاسبات با ارتباط در بیشتر اطلاعات برای شدند. واقع بیشتری توجه
فرمایید. مشاهده را [١۵ ،١٣ ،١٢ ،١٠ ،١۶ ،۶ ،١٩] منابع

دیفرانسیل معادلات به منجر دقیق کاملا صورتی به فیزیکی مسائل از بسیاری ریاضی مدل�بندی
معادلات جواب یکتایی و وجود به مربوط قضایای اثبات بنابراین می�شود. معمولی یا جزئی کسری
صورت زیادی ارزشمند کار�های نیز زمینه این در است. برخوردار ویژه�ای اهمیت از کسری دیفرانسیل

کسری اولیه مقدار مسئله جواب یکتایی و وجود اثبات به [٣] در البسام٩ است. گرفته

(Dα
a y)(x) = f [x, y(x)], (α > 0, x > a, m = [α] + 1), (1)

lim
x→a+

(Dα−k
a y)(x) = bk, (k = 1, 2, . . . ,m− 1), lim

x→a+
(Im−α

a y)(x) = bm (2)

استفاده با (١)-(٢) مسئله یکتایی و وجود قضایای ارائه به [١٧] در دلبسکو١١ ١٠و رودینو است. پرداخته
همین به متفاوت دیدی با نیز [۵] در فورد١٣ و دایتهِلم١٢ نویسندگان پرداختند. باناخ ثابت نقطه قضیه از
نظر مورد مسئله برای را جواب یکتایی و وجود قضایای ویسنگر١۴ ثابت نقطه قضیه از استفاده با مسئله،
بتوانند نیز را مسئله جواب از کلی ساختاری جواب، یکتایی و وجود اثبات بر علاوه که می�کنند بیان چنان
یکتایی و وجود اثبات برای جواب ساختاری روش یک نیز پایینی و بالایی جواب�های روش� دهند. ارائه

٢Euler
٣Laplace
۴Fourier
۵Lacroix
۶Abel
٧Riemann
٨Liouville
٩Al-Bassam

١٠Rodino
١١Delbosco
١٢Diethelm
١٣Ford
١۴Weissinger



٧ مقدمـه

[٧] در نرسسیان١٧ و جرباشیان١۶ است. شده بیان ژانگ١۵ توسط [٢۴] در که است (١)-(٢) مسئله
معرفی برای مناسبی منبع [٢] همچنین پرداخته�اند. کسری مرتبه از خطی دیفرانسیل معادلات مطالعه به
که می�باشد کسری مرزی مقدار مسائل جواب یکتایی و وجود برای اخیر دهه�های در آمده دست به نتایج

است. رسیده چاپ به همکاران و گاروال١٨ آ توسط
اهمیت از فیزیکی مسائل مدل�بندی در آنها کاربرد دلیل به نیز کسری جزئی دیفرانسیل معادلات
نوع این برای جواب یکتایی و وجود اثبات برای زیادی تحلیلی روش�های هستند. برخودار ویژه�ای
از دسته این جواب وجود اثبات برای را ساختاری روش�های پژوهشگران اکثر است. نشده ارائه مسائل
و آتاناکوویچ١٩ داده�اند. ارائه عملگر�ها این از ترکیبی یا و فوریه لاپلاس، تبدیلات از استفاده با معادلات
معادلات سیستم حل به لاپلاس تبدیل از بهره�گیری با [٢١] در استانکوویچ نیز و [۴] در استانکوویچ٢٠
روش یک لکس-میلگرام قضیه از استفاده با [٨] همکاران و فورد پرداخته�اند. جزئی کسری دیفرانسیل
رودریقس٢١ داده�اند. ارائه کسری جزئی دیفرانسیل معادله برای جواب یکتایی و وجود اثبات برای تحلیلی
گروه آنالیز روش از استفاده با کسری غیر�خطی جزئی دیفرانسیل معادله جواب بررسی و مطالعه به [١٨] در
دیفرانسیل معادلات سیستم حل برای زیادی مطالعه به پژوهشگران حال، این با اما است. پرداخته لی
کسری دیفرانسیل معادلات سیستم جواب یکتایی و وجود اثبات همچنین نپرداخته�اند. جزئی کسری
کسری محاسبات حال، به تا گفت می�توان حتی است. نشده مطالعه زیادی پژوهشگران توسط جزئی

است. نشده کار زیاد خیلی نویسندگان و پژوهشگران توسط متغیر، یک از بیش توابع جزئی
جواب یکتایی و وجود بررسی به است، شده تنظیم [٢۵] و [٢٣] مقاله�های براساس که پایان�نامه این
محاسبات اول فصل در است. فصل سه شامل و می�پردازد کسری جزئی دیفرانسیل معادلات سیستم
و مشتقات دوم، فصل در و می�شود معرفی دقیق طور به آنها بین روابط و متغیر�ه یک توابع کسری
و می�شود بررسی دقیقاً آنها بین روابط و شده معرفی متغیره دو توابع کسری مرکبِ و جزئی انتگرال�های
جزئی دیفرانسیل معادلات سیستم فردی به منحصر و وجود روابط این بردن کار به با نیز آخر فصل در

می�نمائیم. بررسی را کسری

١۵Zhang
١۶Dzhrbashyan
١٧Dzhrbashyan
١٨Agarwal
١٩Atanachovic
٢٠Stankovic
٢١Rodrigues



١ فصل
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٩ متغیره یک توابع کسری �محاسبات .١ فصل

مقدمه

مقدماتی مفاهیم و تعاریف و شده بیان کسری محاسبات پیدایش تاریخچه از مختصری ابتدا فصل این در
دقیق طور به آنها بین روابط و متغیره یک توابع کسری محاسبات سپس است. شده آورده نیاز مورد

است. شده معرفی

تاریخچه ١.١

اکثر برمی�گردد. محاسبات (١۶٩۵) اولیه سال�های به جزئی�اش، ابهام رغم علی کسری محاسبات تاریخ

آشنا می�کرد، بیان را d
nf(x)

dxn
یعنی nام مرتبه مشتق که لایبنیتز١ توسط شده ابداع نماد با ریاضیدان�ها

مشتق آیا باشد کسری عدد یک n اگر که بود این احتمال یک است. صحیح عدد یک n آن در که هستند
بود. برده پی فرضیه این به لایبنیتز همانند هوپیتال حقیقت در دارد؟ معنی

سوال این از باشد؟ n =
1

2
است ممکن آیا که کرد را سوال این لایبنیتز از هوپیتال ،١۶٩۵ سال در

شد. متولد کسری محاسبات
مطالعه لیوویل زمانی�که آمد، دست به ١٨٣٢ سال در کسری محاسبات زمینه در پیشرفت�ها مهمترین
انتگرال یک با خویش تعریف آوردن دست به برای او کرد. شروع جدی طور به را کسری محاسبات

کرد: آغاز نامتناهی

I =

∫ ∞

0

ua−1e−xudu, a > 0, x > 0,

رابطه xu = t متغیر تغییر با که

I = x−a

∫ ∞

0

ta−1e−tdt = x−aΓ(a),

یا

x−a =
1

Γ(a)
I,

١Liebnitz



١٠ متغیره یک توابع کسری �محاسبات .١ فصل

رابطه و داد اثر بالا رابطه طرف دو هر بر را Dυ عملگر سپس آورد، دست به را

Dυx−a =
(−1)υ

Γ(a)

∫ ∞

0

ua+υ−1e−xudu, υ > 0,

کسری مشتق از را خویش تعریف انتگرال�گیری، با لیوویل پایان در آورد. دست به را

Dυx−a =
(−1)υΓ(a+ υ)

Γ(a)
x−a−υ, a > 0,

احتمالا است. شده محدود a > 0 ازای به f(x) = x−a شکل به توابعی برای تعریف این آورد، دست به
دست به تحصیلش دوران طول ریمان٢در نوشته�های از کسری محاسبات زمینه در پیشرفت�ها بیشترین

رابطه وی تیلور، سری یک تعمیم بررسی با رسید. چاپ به مرگش از پس ١٨٩٢ سال در که آمد

D−υf(x) =
1

Γ(υ)

∫ x

a

(x− t)υ−1f(t)dt+Ψ(x), (١.١)

متمم تابع تا دید مناسب ریمان ،a یعنی انتگرال�گیری پایین حد در ابهام رفع منظور به آورد. دست به را
بدون ،(١.١) فرمول همان کسری انتگرال تعریف امروزه حقیقت، در کند. اضافه تعریف این به را Ψ(x)

است. متمم تابع کاربرد

نیاز مورد مقدماتی مفاهیم و تعاریف ٢.١

این از هدف داده�ایم. اختصاص نیاز مورد مقدماتی تعاریف و مفاهیم یادآوری و بیان به را بخش این
فصل این بعدی بخش�های در که است قضایایی و اصطلاحات نماد�ها، برخی بیان مقدماتی، قسمت

گرفت. قرارخواهد استفاده مورد پایان�نامه،
را اصلی کار اینکه از قبل است. آشنا لبگ انتگرال و لبگ اندازه�پذیر توابع با خواننده که می�کنیم فرض
می�پردازیم. مسائل مورد در بحث به آن�ها با که کنیم معرفی را تابع فضاهای از برخی باید ما کنیم، شروع

می�کنیم. معرفی را آن�ها اختصار به ترجیحاً اینجا هستند، کلاسیک فضاهای این�ها که آنجا از

٢Riemann



١١ متغیره یک توابع کسری �محاسبات .١ فصل

.k ∈ N و 1 ≤ p <∞ کنید فرض .١.٢.١ تعریف

C([a, b]) :=
{
f : [a, b] → R است| پیوسته [a, b]رویf

}
Ck([a, b]) :=

{
f : [a, b] → R است| پیوسته مشتقkام fدارای

}
Lp([a, b]) :=

{
f : [a, b] → R |

∫ b

a

|f(x)|pdx <∞ و است اندازه�پذیر [a, b]رویf
}
.

است. انتگرال�پذیر لبگ تابع آن عضو هر و لبگ فضای Lp([a, b]) دیگر، عبارت به

صحیح) مرتبه از انتگرال و دیفرانسیل حساب اساسی (قضیه [۶] .٢.٢.١ قضیه
شده تعریف تابع F : [a, b] → R که کنید فرض نیز و باشد پیوسته تابعی f : [a, b] → R کنید فرض

باشد زیر صورت به
F (x) :=

∫ x

a

f(t)dt,

و است پذیر مشتق F آنگاه،
F ′(x) = f(x).

قضیه آنها برای که هستند توابع از دسته آن دقیقاً پیوسته مطلق بطور توابع که می�دهیم نشان حال
است. معتبر انتگرال و دیفرانسیل حساب اساسی

مطلق بطور f : J → R تابع �گوییم باشد. R حقیقی خط روی بازه یک J کنید فرض .٣.٢.١ تعریف
هرگاه که طوری به باشد داشته وجود δ مثبت عدد یک ،ε مثبت عدد هر برای اگر است J روی بر پیوسته

باشیم: داشته (xk, yk) مانند J مجزای دو به دو بازه�های زیر از متناهی دنباله یک برای

∑
k

|yk − xk| < δ

∑آنگاه
k

|f(yk)− f(xk)| < ε.

می�دهند. نشان AC(J) نماد با را J روی پیوسته مطلق بطور توابع تمام فضای مجموعه

.AC([a, b]) ⊂ C([a, b]) .۴.٢.١ گزاره



١٢ متغیره یک توابع کسری �محاسبات .١ فصل

مطلق بطور توابع که است واضح تعریف از است. [a, b] در پیوسته توابع فضای C([a, b]) برهان.
هستند. پیوسته پیوسته،

پیوسته مطلق بطور توابع تعریف با معادل تعاریف

هستند: معادل باهم [a, b] فشرده بازه روی f مقدار حقیقی تابع یک برای زیر شرایط

.f ∈ AC([a, b]) یعنی، است. پیوسته مطلق بطور f تابع (١)

f ′ ∈ L1([a, b]) یعنی، است. انتگرال��پذیر لبگ آن مشتق و است مشتق�پذیر جا همه تقریباً f تابع (٢)
داریم x ∈ [a, b] هر ازای به و

f(x) = f(a) +

∫ x

a

f ′(t)dt.

داریم [a, b] در x تمام برای که طوری به دارد وجود [a, b] روی g انتگرال�پذیر لبگ تابع (٣)

f(x) = f(a) +

∫ x

a

g(t)dt.

است. شده شناخته لبگ انتگرال و دیفرانسیل حساب اساسی قضیه عنوان به (٣) و (١) بین هم�ارزی

پیوسته مطلق بطور توابع خواص

روی تابع دو این اگر است. پیوسته مطلق بطور پیوسته، مطلق بطور تابع دو تفاضل و مجموع •
است. پیوسته مطلق بطور نیز آنها حاصل�ضرب آنگاه باشند، شده تعریف کراندار بسته بازه یک

برابر جا هیچ و باشد شده تعریف کراندار بسته بازه یک روی پیوسته مطلق بطور تابع یک اگر •
است. پیوسته مطلق بطور آن معکوس انگاه نباشد، صفر

نکته چند

است. پیوسته وبنابراین پیوسته یکنواخت بطور پیوسته، مطلق بطور تابع هر •

است. پیوسته مطلق بطور پیوسته-لیپشیتز، تابع هر •

است. پیوسته مطلق بطور باشد، کراندار مشتق دارای نقطه هر در تابع یک اگر •



١٣ متغیره یک توابع کسری �محاسبات .١ فصل

مثال�ها

نیستند: پیوسته مطلق بطور اما هستند پیوسته جا همه زیر تابع سه

ضابطه با f : [0, 1] → R تابع •

f(x) =

 x2 cos(
1

x2
), x ∈ (0, 1] اگر

0, x = 0 اگر

تابع •

f(x) =

 xsin(
1

x
), x ̸= 0 اگر

0, x = 0 اگر

مبداء؛ شامل متناهی بازه یک روی

بیکران. بازه یک روی f(x) = x2 تابع •

هستند: پیوسته مطلق بطور زیر توابع که حالی در

است. پیوسته مطلق بطور [0, 1] بازه روی f(x) = √
x تابع •

ضابطه با f : [−1, 1] → R تابع •

f(x) =

 x2 sin(
1

x2
), x ̸= 0 اگر

0, x = 0 اگر

است. پیوسته مطلق بطور

است. پیوسته مطلق بطور متناهی بازه هر روی f(x) = (x− a)α تابع ،0 < α < 1 اگر •

n−1 مرتبه تا پیوسته مشتقات دارای که f(x) مقدار حقیقی توابع تمام فضای مجموعه .۵.٢.١ تعریف
n = 1, 2, . . . آن در که می�دهند نمایش ACn(J) نماد با را هستند f (n−1)(x) ∈ AC(J) با J روی

که طوری به دارد وجود g ∈ L1([a, b]) تابع یعنی، است. R حقیقی خط روی بازه یک J و

f (n−1)(x) = f (n−1)(a) +

∫ x

a

g(t)dt.



١۴ متغیره یک توابع کسری �محاسبات .١ فصل

.g = f (n) می�نویسیم و است f nام مشتق g می�گوییم حالت این در

دیگر عبارت به

ACn(J) = {f : J → R | f (n−1)(x) ∈ AC(J)}.

داریم لذا و AC1(J) = AC(J) که است روشن

f(x) ∈ AC([a, b]) ⇐⇒ f(x) = c+

∫ x

a

φ(t)dt,

∫ b

a

|φ(t)| <∞. (٢.١)

داریم را زیر لم (٢.١) با مشابه بطور

صورت به که است f(x) توابع از دسته آن تنها و دسته آن شامل ACn([a, b]) فضای [١٩] .۶.٢.١ لم
هستند: نمایش قابل زیر

f(x) =
n−1∑
k=0

ck(x− a)k +
1

(n− 1)!

∫ x

a

(x− a)n−1φ(t)dt, (٣.١)

اند. اختیاری ثابت ckها و φ(t) ∈ L1([a, b]) آن در که

داریم (٣.١) در که باشید داشته توجه

φ(t) = f (n)(t), ck =
f (k)(a)

k!
.

کسری محاسبات در خاص توابع ٣.١

تابع و میتاگ-لفلر بتا، گاما، توابع مانند ویژه توابع از برخی معرفی به خلاصه به�طور قسمت دراین
به بیشتر جزئیات مشاهده برای می�پردازیم. می�گیرند قرار استفاده مورد بعدی های قسمت در که رایت،

فرمایید. مراجعه [١۵ ،١٣ ،١۶]

گاما تابع ١.٣.١

Γ(z) یعنی اویلر گامای تابع دارد، مهمی نقش کسری محاسبات در که اساسی توابع از یکی تردید بدون
به می�دهد، تعمیم را فاکتوریل تابع واقع در تابع این گویند. z−فاکتوریل آن به عام طور به که است،



١۵ متغیره یک توابع کسری �محاسبات .١ فصل

صورت به گاما تابع شود. شامل را مختلط مقادیر حتی و غیر���صحیح مقادیر می�تواند z ،z! در که طوری
می�شود: تعریف زیر

Γ(z) =

∫ ∞

0

e−ttz−1dt,

همگراست. Re(z) > 0 ،z مختلط اعداد همه برای فوق انتگرالی رابطه
کرد: تعریف نیز زیر حدی صورت به می�توان را گاما تابع همچنین

Γ(z) = lim
n→∞

n!nz

z(z + 1) · · · (z + n)
, Re(z) > 0.

گاما: تابع خواص از برخی

1) Γ(1) = 1

2) Γ(
1

2
) =

√
π

3) Γ(z + 1) = zΓ(z), Re(z) > 0

4) Γ(n+ 1) = n!, n ∈ N.

کرد: استفاده گاما تابع نمایش برای نیز زیر نمادگذاری از می�توان شد، بیان که همانطور

z! = Γ(z + 1)

نمی�باشد. مثبت صحیح عدد لزوماً z آن در که

بتا تابع ٢.٣.١

می�شود: تعریف زیر صورت به بتا تابع

B(α, β) =

∫ 1

0

tα−1(1− t)β−1dt =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
, α, β > 0.

اگر .١.٣.١ ∫مثال 1

0

tα−1(1− t)β−1dt =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
, α, β > 0


