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قدردانͬ و تشͺر

فصل سرآغاز پايان. بی رحمتش و شمول جهان حͺمتش که را هستͬ نهايت بی سپاس،

دوباره، شروعͬ اميد به را پايانش و معبود ترين محبوب ای بود، تو ياد و نام با آموختنم،

و زيستن های لحظه لحظه که توست، آن از بيͺران سپاس و حمد کنم. مͬ آغاز نامت با

از همه همراهانم، ياری و نهادی وديعه وجودم در که عمل و اراده و علم از آنچه هر آموختنم،

کارها، تمامͬ در تو از جستن ياری زيباست چه است. سرشار تو دريغ بي مهربانͬ و لطف

را. بندگانت کنͬ مͬ کفايت که تو، به توکل است شͺوه با چه دهندگانͬ. ياری بهترين که

مͬگيرد. آرام دلهايمان تو ياد با که آنگاه ابديست، آرامشͬ

همسر خصوص به ام خانواده بیدریغ حمایتهای از مͬدانم لازم خود بر جهت اين از

نمایم. قدردانͬ و تشͺر بودهاند من مشوق و حامͬ تحصیل دوران طول در همواره که مهربانم

موسوی شاهین سید دکتر آقای جناب فرهيختهام و گرانقدر استاد راهنمایی های از چنین هم

سپاسͽزارم. عزیزم) عمه (پسر صیدالͬ محسن دکتر مشورتهای و راهنما استاد عنوان به

ه



چͺیده

تعمیمͬ صورت به را تخت) ‐FI)ͬتزریق ‐FI های مدول مفهوم نامه پایان این در

دͬهیم. م قرار بررسͬ مورد را آنها خواص و کͬنیم م بیان تزریقͬ ‐FP مدولهای از غیربدیهͬ

چپ مدول ‐R داد خواهیم نشان باشد. چپ منسجم حلقه ͷی R کنید فرض مثال، برای

تزریقͬ چپ مدول ‐R ͷی از مستقیمͬ جمع M اگر فقط و اگر است تزریقͬ ‐FI ،M

با ها مدول این ارتباط همچنین . باشد یافته کاهش تزریقͬ ‐FI چپ مدول ‐R ͷی و

تزریقͬ ‐FP (ناقص) پوش و تزریقͬ ‐FP (ناقص) پوشش و (تخت) تزریقͬ مدولهای

نظریه در ها مدول این از کاربردهایی انتها در دهیم. مͬ قرار بررسͬ مورد را مدول ͷی از

فقط و اگر است QF ،R حلقه کͬنیم م ثابت مثال برای کͬنیم. م بیان بعد نظریه و ها حلقه

باشد. تزریقͬ ‐FI چپ، مدول ‐R هر اگر

مدول تزریقͬ، ‐FI مدول تزریقͬ، ‐FP بعد تزریقͬ، ‐FP مدول کلیدی: کلمات

پوش(ناقص). پوشش(ناقص)، تخت، ‐FI

و
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مقدمه

و اصطلاحات هستند. یͺانͬ مدولها ‐R و است یͺدار ای حلقه R نامه پایان این در

مͬباشند. [١] مرجع از استاندارد، تعاریف

و شده ارائه تخت و تزریقͬ های مدول از گوناگونͬ های تعمیم اخیر های سال در

این از ͬͺی .[١٩،١٧،١٣،١١،١٠] گرفتهاست قرار مطالعه مورد زیادی نویسندگان وسیلهی به

مدول ‐R .[٢٣ ،٢٢] هستند تزریقͬ ‐FP یا  ١ خالص مطلقا های مدول ها، تعمیم

متناهیاً چپ مدول ‐R هر برای هرگاه گوییم، خالص مطلقا یا تزریقͬ ‐FP را G چپ

تعمیمͬ معرفͬ برای ای ایده مفهوم این باشد. Ext١(F,G) = ٠ ، F مانند پذیر نمایش

تزریقͬ ‐FI های مدول ‐R که دهد مͬ دست به تخت و تزریقͬ های مدول از دیͽر

را (N راست مدول ‐R) M چپ مدول ‐R .[١٩] شوند مͬ نامیده تخت ‐FI و

مانند تزریقͬ ‐FP چپ مدول ‐R هر برای گاه هر مͬنامیم، تخت) ‐FI) تزریقͬ ‐FI

باشد. (Tor١(N,G) = ٠) Ext١(G,M) = ٠ ،G

تزریقͬ ‐FI ،M چپ مدول ‐R باشد، منسجم حلقه ͷی R اگر که داد خواهیم نشان

مدول ‐R ͷی و تزریقͬ چپ مدول ‐R ͷی از مستقیمͬ جمع M اگر فقط و اگر است

،M نمایشپذیر متناهیاً راست مدول ‐R همچنین . باشد کاهشیافته تزریقͬ ‐FI چپ

مدول ‐R ͷی از تخت ناقص پوش ͷی ی هسته هم M اگر تنها و اگر است تخت ‐FI

مطالعه برای Hom شده مشتق چپ های تابعگون همراه به ها مدول این باشد. راست

مͬگیرند. قرار استفاده مورد حلقهها و مدولها تزریقͬ ‐FP ُبعدهای

است. شده سازماندهͬ زیر صورت به و فصل سه در پایاننامه این

احͺام و قضایا یشتر مͬکنیم. بیان را بعدی فصول پیشنیازهای و مقدمات اول فصل در

مͬتوانند بیشتر اطلاعات کسب جهت محترم خوانندگان شدهاند. بیان اثبات بدون فصل این

کنند. مراجعه قضیه یا حͺم لم، تعریف، هر در شده معرفͬ مراجع به
١absolutely pure

١



همچنین گردد. مͬ بیان تخت ‐FI و تزریقͬ ‐FI های مدول مفاهیم دوم فصل در

نشان مثال برای شود. مͬ ذکر تخت ‐FI و تزریقͬ ‐FI های مدول خواص از تعدادی

ͷی هسته M اگر تنها و اگر است تزریقͬ ‐FI ، M چپ مدول ‐R که شود مͬ داده

آن بر علاوه است. تزریقͬ A آن در که باشد، A −→ B مانند تزریقͬ ‐FP ناقص پوش

مͬکنیم. بیان را (تخت) تزریقͬ و تخت) ‐FI) و تزریقͬ ‐FI مدولهای ‐R بین ارتباط

و باشد تزریقͬ ‐FI ، M اگر فقط و اگر است تزریقͬ ،M چپ مدول ‐R مͬکنیم ثابت

فقط و اگر است تخت N راست مدول ‐R مͬدهیم نشان همچنین . FP − id(M) ⩽ ١
. fd(N) ⩽ ١ و باشد تخت ‐FI ، N اگر

ثابت و داده نشان FI نماد با را ‐تزریقͬ FP مدولهای ‐R همه رده سوم فصل در

مشتق چپ تابعگون سپس است. تفکیͷپذیری ‐FI دارای ،M چپ مدول ‐R هر مͬکنیم

متعارف نگاشت همچنین مͬکنیم. تعریف تفکیͷپذیری این به نسبت را Extn(−,−) شده

باشد، منسجم حلقه ͷی R اگر مͬگردد. تعریف σ : Ext٠(M,N) −→ Hom(M,M)

نگاشت ،N چپ مدول ‐R هر برای اگر فقط و اگر است تزریقͬ ‐FP ،M مͬدهیم نشان

خواص از برخͬ و کرده تعریف را مدولها بعد ‐FI همچنین باشد. بروریختͬ σ متعارف

های مدول های کاربرد از برخͬ انتها در دهیم. مͬ قرار بررسͬ مورد را آن های کاربرد و

ثابت مثال برای کرد. خواهیم مشاهده ها حلقه نظریه در را تخت ‐FI و تزریقͬ ‐FI

باشد. تزریقͬ ‐FI چپ، مدول ‐R هر اگر فقط و اگر است QF ،R حلقه کنیم مͬ

باشد. تخت ‐FI راست مدول ‐R هر اگر فقط و اگر است چپ IF ،R حلقه همچنین

تمامͬ پایاننامه، در شده استفاده تعاریف به آسانتر دسترسͬ برای که است ذکر به لازم

ایم. داده قرار پیوست در صفحه، شمارهی ذکر با را آنها

٢



١ فصل

پیشنیازها

٣



نیاز مورد بعدی فصلهای در که لمهایی و قضایا گزاره، تعاریف، بیان به فصل این در

مͬپردازیم. است،

Ext و Tor تابعگونهای معرفͬ ١ . ١

های مدول با را ها آن ارتباط و کنیم مͬ معرفͬ را Ext و Tor های تابعگون بخش این در

مͬنماییم. بیان تزریقͬ و تصویری

به همریختͬها از ای دنباله ‐مدولها، R رسته در کامپلͺس ͷی .([٢۵] ) ١ . ١ . ١ تعریف

است: زیر صورت

(C•, d•) = · · · −→ Cn+١
dn+١−→ Cn

dn−→ Cn−١ −→ · · ·

که شرط این با

dndn+١ = ٠ (∀n ∈ Z).

مͬنامیم، مستقیمشده مجموعه ͷی را (I,⩽) مرتب جزئاً مجموعه .([٢۵] ) ١ . ١ . ٢ تعریف

.i, j ⩽ k که طوری به باشد داشته وجود k ∈ I مانند عضوی ،i, j ∈ I هر برای هرگاه

ای خانواده {Mi}i∈I و مرتب جزئاً مجموعه ͷی I کنید فرض .([٢۵] ) ١ . ١ . ٣ تعریف

همریختͬ ،i ⩽ j شرط با i, j ∈ I هر برای کنید فرض همچنین باشد. ها مدول ‐R از

باشد. داشته وجود زیر شرایط با fji : Mi
// Mj

fii؛ = idMi
،i ∈ I هر برای (١)

،((Mi)i∈I , (fji)i,j∈I) زوج به صورت این در .fkjfji = fki آنگاه ،i ⩽ j ⩽ k اگر (٢)

مͬگوییم. مستقیمشده دستگاه ͷی

((Mi)i∈I , (fji)) مستقیمشده دستگاه از حدمستقیم را (M, (gi)i∈I)زوج .([٢۵] ) ۴ . ١ . ١ تعریف

۴



هر برای که قسمͬ به باشند داشته وجود ، gi : Mi
// M همریختͬهای هرگاه مͬنامیم،

آن در که ، hi : Mi
// A های همریختͬ از ای خانواده هر برای و gi = gjfji ،i ⩽ j

باشد داشته وجود h : M // A فرد منحصربه همریختͬ ،hi = hjfji ،i ⩽ j هر برای

نشان lim
−→

Mi با را M صورت این در نماید. صدق hgi = hi شرط در i ∈ I هر برای که

مͬدهیم.

طوریͺه به باشد ها کامپلͺس از ای خانواده {C i : i ∈ I} کنید فرض .۵ . ١ . ١ قضیه

،n ∈ N هر برای صورت این در باشد. مستقیمشده دستگاه ((Ci), (f ji))

Hn(lim−→
C i) ∼= lim

−→
Hn(C

i).

[٩ .۶ تمرین ،٢۵] برهان.

به دقیق دنبالهای A مدول ‐R از پذیریتصویری ͷتفکی ͷی (i) .([٢۵] ) ۶ . ١ . ١ تعریف

است. زیر صورت

P = · · · −→ P٢
d٢−→ P١

d١−→ P٠
ε−→ A −→ ٠

تفکیͷپذیری ͷی P اگر حال است. تصویری مدول ‐R ͷی Pn ،n هر برای قسمͬکه به

زیر صورت به کامپلͺسͬ A شده حذف تصویری تفکیͷپذیری آنگاه باشد، A از تصویری

است.

PA = · · · −→ P٢
d٢−→ P١

d١−→ P٠ −→ ٠

است. زیر صورت به دقیق ای دنباله A مدول ‐R از تزریقͬ تفکیͷپذیری ͷی (ii)

E = ٠ −→ A
η−→ E٠ d٠−→ E١ d١−→ E٢ −→ · · ·

۵



تزریقͬ تفکیͷپذیری E اگر حال است. تزریقͬ مدول ‐R ͷی En ،n هر برای قسمͬکه به

است. زیر صورت به کامپلͺسͬ A حذفشده تزریقͬ تفکیͷپذیری آنگاه باشد، A از

EA = ٠ −→ E٠ d٠−→ E١ d١−→ E٢ d٢−→ E٣ −→ · · ·

پذیری ͷتفکی و بوده چپ مدول ‐R ͷی B کنید فرض (i) .([٢۵] ) ١ . ١ . ٧ تعریف

باشد. موجود زیر صورت به A از تصویری

P = · · · −→ P٢
d٢−→ P١

d١−→ P٠
ε−→ A −→ ٠

مͬکنیم تعریف زیر صورت به را TorRn (A,B) صورت این در

TorRn (A,B) = Hn(PA ⊗B) =
ker(dn ⊗ ١B)

im(dn+١ ⊗ ١B) .

موجود زیر صورت به B از تزریقͬ وتفکیͷپذیری مدول ‐R ͷی A کنید فرض (ii)

باشد

E = ٠ −→ B
η−→ E٠ d٠−→ E١ d١−→ E٢ −→ · · · .

مͬکنیم تعریف زیر صورت به را ExtnR(A,B) صورت این در

ExtnR(A,B) = Hn(HomR(A,E
B) =

ker(dn∗ )
im(dn−١

∗ )
.

است. dn توسط القاشده همریختͬ dn∗ = HomR(A, d
n) آن در که

به A ‐مدول R از تصویری وتفکیͷپذیری باشد ‐مدول R ͷی B کنید فرض (iii)

۶



باشد. موجود زیر صورت

P = · · · → P٢
d٢−→ P١

d١−→ P٠
ε−→ A → ٠

مͬکنیم تعریف زیر صورت به را extnR(A,B) صورت این در

extnR(A,B) = Hn(HomR(PA, B)) =
ker(dn,∗)

im(dn−١,∗)
.

مدول ‐R هر برای و n ⩾ ١ هر برای آنگاه باشد، تصویری P مدول ‐R اگر .١ . ١ . ٨ حͺم

.TorRn (P,B) = ٠ ،B

[٢٢ .۶ نتیجه ،٢۵] برهان.

صورت این باشند.در چپ ‐مدول R دو B و A کنید فرض .١ . ١ . ٩ قضیه

ExtnR(A,B) ∼= extnR(A,B).

[۶٧ .۶ قضیه ،٢۵] برهان.

مدول ‐R هر ازای به اگر وتنها اگر است تصویری P چپ مدول ‐R (١) .١ . ١ . ١٠ قضیه

.Ext١R(P,B) = ٠ ،B چپ

،A چپ مدول ‐R هر ازای به اگر وتنها اگر است تزریقͬ E چپ مدول ‐R (٢)

.Ext١R(A,E) = ٠

نتیجه تعریف از مستقیماً (٢) قسمت و (١ . ١ . ٩) قضیه از مستقیماً (١) قسمت برهان.

مͬشود.

های مدول ‐R از دقیق ای دنباله ٠ → A′ → A → A′′ → ٠ اگر (i) .١ . ١ . ١١ نتیجه

دارد وجود زیر بلند دقیق دنبالهی B چپ مدول ‐R هر ازای به آنگاه باشد، راست

٧



· · · → TorR٢ (A′, B) → TorR٢ (A,B) → TorR٢ (A′′, B) → TorR١ (A′, B) →

TorR١ (A,B) → TorR١ (A′′, B) → A′ ⊗R B → A⊗R B → A′′ ⊗R B → ٠.

آنگاه باشد، چپ مدولهای ‐R از دقیق دنبالهای ٠ → B′ → B → B′′ → ٠ اگر (ii)

دارد وجود زیر بلند دقیق دنبالهی A چپ مدول ‐R هر ازای به

٠ → HomR(A,B
′) → HomR(A,B) → HomR(A,B

′′) → Ext١R(A,B′) →

Ext١R(A,B) → Ext١R(A,B′′) → Ext٢R(A,B′) → · · · .

[٣٠ .۶ نتیجه ،٢۵] برهان.

آل ایده هر ازای به اگر وتنها اگر است تزریقͬ N چپ مدول ‐R (Baer) .١ . ١ . ١٢ قضیه

.Ext١R(RI , N) = ٠ ،R از I

اند: معدل زیر شرایط E مدول ‐R برای .١ . ١ . ١٣ قضیه

است؛ تزریقͬ E مدول ‐R (١)

است؛ راست دقیق Hom(−, E) (٢)

ExtiR(M,E)؛ = ٠ ،i ≥ ١ وهر M مدول ‐R ازای به (٣)

ExtiR(M,E)؛ = ٠ ،M مدول ‐R ازای به (۴)

ExtiR(RI؛ , E) = ٠ ،i ≥ ١ وهر I آل ایده هر ازای به (۵)

.Ext١R(RI , E) = ٠ ،I آل ایده هر ازای به (۶)

[٩ .١ .٣ قضیه ،١٣] برهان.

‐R هر برای باشد. چپ مدولهای ‐R از خانوادهای {Bi}i∈I کنید فرض .١۴ . ١ . ١ حͺم

است موجود زیر طبیعͬ یͺریختͬ ،n ⩾ ٠ و A مدول

TorRn (A,
⊕
i∈I

Bi) ∼=
⊕
i∈I

TorRn (A,Bi).

٨



است. برقرار یͺریختͬ بازهم باشد، اول مولفه روی جمعمستقیم اگر همچنین

[٧ .۶ حͺم ،٢۵] برهان.

مدول ‐R هر برای باشد. مدولها ‐R از ای خانواده {Ai}i∈I کنید فرض .١۵ . ١ . ١ حͺم

است موجود زیر طبیعͬ یͺریختͬ ،n ⩾ ٠ و B

ExtnR(
⊕
i∈I

Ai, B) ∼=
∏
i∈I

ExtnR(Ai, B).

[٢١ .٧ حͺم ،٢۵] برهان.

مدول ‐R هر برای باشد. مدولها ‐R از ای خانواده {Bi}i∈I کنید فرض .١۶ . ١ . ١ حͺم

است موجود زیر طبیعͬ یͺریختͬ ،n ⩾ ٠ و A

ExtnR(A,
∏
i∈I

Bi) ∼=
∏
i∈I

ExtnR(A,Bi).

[٢٢ .٧ حͺم ،٢۵] برهان.

دنباله هرگاه شود، مͬ نامیده نمایشپذیر متناهیاً M مدول ‐R .([٢۵] ) ١ . ١ . ١٧ تعریف

مدولهای ‐R ،F ′ و F که باشد داشته وجود F ′ → F → M → ٠ صورت به دقیق ای

هستند. مولد متناهͬ آزاد

هر ازای به گاه هر است، تزریقͬ ‐FP مدول ‐R ͷی M .([٩] ) ١ . ١ . ١٨ تعریف

.Ext١R(N,M) = ٠ ،N نمایشپذیر متناهیاً چپ مدول ‐R

٩



مشخصه و تخت مدولهای ١ . ٢

بیان را ها مدول این بین رابطه کرده، معرفͬ را مشخصه و تخت های مدول بخش این در

فوق مفاهیم با را آن ارتباط داده، ارائه منسجم حلقه از تعریفͬ پایان در همچنین کنیم. مͬ

مͬشویم. متذکر

نامیده تخت A راست R‐مدول باشد. حلقه ͷی R کنید فرض .([٢۵] ) ١ . ٢ . ١ تعریف

چپ، R‐مدولهای از ٠ → B′ → B → B′′ → ٠ دقیق دنباله هر ازای به هرگاه مͬشود،

باشد. دقیق نیز ٠ → A⊗B′ → A⊗B → A⊗B′′ → ٠ دنباله

معادلاند: A راست مدول ‐R برای زیر گزارههای .١ . ٢ . ٢ قضیه

است؛ تخت A (١)
که است دقیق R از I چپ ایدهآل هر ازای به ٠ → A⊗ I

١A⊗i−→ A⊗R دنبالهی (٢)
مͬباشد؛ شمول تابع i : I → R آن در

R از J مولد متناهͬ چپ ایدهآل هر ازای به ٠ → A⊗ J
١A⊗j−→ A⊗R دنباله (٣)

مͬباشد. شمول تابع j : J → R آن در که است دقیق

[٢١ .٧ حͺم ،٢۵] برهان.

برقرار زیر شرایط مدولها، ‐R از {Mj}j∈I خانواده و R دلخواه حلقهی برای .١ . ٢ . ٣ حͺم

است:

است. تخت راست مدول ‐R ͷی R (١)
باشد. تخت Mj هر اگر وتنها اگر است تخت راست مدول ‐R ،

⊕
j∈I Mj (٢)

است. تخت تصویری، راست R‐مدول هر (٣)

[۴۶ .٣ حͺم ،٢۵] برهان.

١٠



چپ مدول ‐R هر ازای به آنگاه باشد، تخت راست مدول R ͷی F هرگاه .۴ . ١ . ٢ قضیه

داریم n ≥ ١ هر و M

TorRn (F,M) = ٠.

است. تخت F آنگاه ،TorR١ (F,M) = ٠ ،M مدول ‐R هر ازای به اگر عکس بر

[٢ .٧ حͺم ،٢۵] برهان.

مولد متناهͬ آل ایده ازایهر به اگر وتنها اگر است تخت M چپ مدول ‐R .۵ . ١ . ٢ قضیه

.TorR١ (RI ,M) = ٠ ،R از I

متناهͬ ایدهآل بهازایهر مͬدهیم نشان باشد. تخت M چپ مدول ‐R کنید فرض برهان.

دنباله I مولد متناهͬ آل ایده ازایهر به (١ . ٢ . ١) تعریف طبق .TorR١ (RI ,M) = ٠ ،I مولد

داریم را زیر دقیق

٠ → I ⊗M → R⊗M → R

I
⊗M → ٠ (١ . ١)

زیر دقیق دنباله ،M مدول ‐R و ٠ → I → R → R
I
→ ٠ دقیق دنباله به توجه با همچنین

مͬآوریم دست به را

٠ = TorR١ (R,M) → TorR١ (
R

I
,M) → I⊗M → R⊗M → R

I
⊗M → ٠ (١ . ٢)

داریم (١ . ٢) و (١ . ١) به توجه با نتیجه در

TorR١ (R,M) // TorR١ (RI ,M) // I ⊗M // R⊗M // R
I
⊗M // ٠

٠ // ٠ // I ⊗M // M ⊗R // R
I
⊗M // ٠

١١



داشته ،I مولد متناهͬ آل ایده ازایهر به کنید فرض عکس بر .TorR١ (RI ,M) = ٠ نتیجه در

بنابراین بͽیرید. نظر در را ٠ → I → R → R
I
→ ٠ دقیق دنباله .TorR١ (RI ,M) = ٠ باشیم

مͬآوریم دست به را زیر دقیق دنباله ،M مدول ‐R ازای به

٠ = TorR١ (
R

I
,M) → I ⊗M → R⊗M → R

I
⊗M → ٠.

داریم نتیجه در

٠ → I ⊗M → R⊗M → R

I
⊗M → ٠.

است. تخت M ،(١ . ٢ . ٢) قضیه به توجه با بنابراین

معادلاند: زیر شرایط F چپ مدول ‐R برای .۶ . ١ . ٢ قضیه

است؛ تخت F مدول ‐R (١)
است؛ چپ دقیق −⊗R F (٢)

TorRi؛ (M,F ) = ٠ ،i ≥ ١ هر و M راست مدول ‐R ازایهر به (٣)
TorR١؛ (M,F ) = ٠ ،M راست مدول ‐R ازایهر به (۴)

.TorR١ (M,F ) = ٠ ،M مولد متناهͬ راست مدول ‐R ازایهر به (۵)

[٨ .١ .٢ قضیه ،١٣] برهان.

مدولهای ‐R از دقیق ای دنباله ٠ → M ′ → M → M ′′ → ٠ کنید فرض .١ . ٢ . ٧ حͺم

M اگر تنها و اگر است تخت M ′ صورت این در است. تخت M ′′ آن در که باشد راست

باشد. تخت

[۴ .٧ نتیجه ،٢۵] برهان.

تصویری اگر وتنها اگر است تخت ،A پذیر نمایش متناهیاً چپ مدول ‐R .١ . ٢ . ٨ قضیه

باشد.

١٢


