
 پایه  دانشکده علوم

  

 پایان نامه

 کارشناسی ارشد مدرک برای دریافت

 گرایش آنالیز-رشته ریاضی محض 

 گروه ریاضی

 

 عنوان پایان نامه:

 قضایای تکرار ، همگرایی و نقطه ثابت  در برخی 

 فضاهای متریک خاص 

 
 سهیلا صبوری دودجی

 

 استاد راهنما 

 دکتر بهمن یوسفی 

 

 استاد مشاور

 ریبا ارشاددکتر ف

 

19خرداد 



 

 



 أ

 

 پایه  دانشکده علوم

 مرکز شیراز 

 پایان نامه

 کارشناسی ارشد مدرک برای دریافت

 گرایش آنالیز-رشته ریاضی محض 

 ریاضی گروه

 

 :عنوان پایان نامه

 قضایای تکرار ، همگرایی و نقطه ثابت  در برخی 

 فضاهای متریک خاص 

 
 سهیلا صبوری دودجی

 

 استاد راهنما 

 تر بهمن یوسفی دک

 

 استاد مشاور

 دکتر فریبا ارشاد

 

 19خرداد 



 

 ب

 



 

 ج

 

 فرم اصالت اثر 

کارشناسی ارشد رشته مقطع  91سال دانشجوی ورودی  سهیلا صبوری دودجیاینجانب 

می نمایم چنانچه در پایان نامه خود از فکر، ایده و نوشته  گواهیگرایش آنالیز  -ریاضی محض 

قول مستقیم یا غیر مستقیم منبع و ماخذ آن را نیز در جای مناسب ذکر  دیگری بهره گرفته ام با نقل

کرده ام بدیهی است مسئولیتن تمامی مطالبی که نقل قول دیگران نباشد بر عهده خویش می دانم و 

 جوابگوی آن خواهم بود.

و در دانشجو تأیید می نماید که مطالب مندرج در این پایان نامه نتیجه تحقیقات خودش می باشد 

 صورت استفاده از نتایج دیگران مرجع آن را ذکر نموده است.

 

رشته  کارشناسی ارشدمقطع  91سال دانشجوی ورودی  صبوری دودجی لایسهاینجانب 

گواهی می نمایم چنانچه بر اساس مطالب پایان نامه خود اقدام به  گرایش آنالیز -ریاضی محض 

انتشار مقاله، کتاب، و ... نمایم ضمن مطلع نمودن استاد راهنما، با نظر ایشان نسبت به نشر مقاله، 

 کتاب، و ... به صورت مشترک و با ذکر نام استاد راهنما مبادرت نمایم.

 

ناشی از تحقیق موضوع این پایان نامه مترتب از نتایج مطالعات، آزمایشات و نوآوری  مادیکلیه حقوق 

 متعلق به دانشگاه پیام نور می باشد.
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 تقدیم به 

 

 پدر و مادر دلسوز 

 همسرمهربان 

 و 

 عزیزانم مرضیه و محمدرضا 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 ه

 

 سپاسگزاری 

ام کردی تا قدمی دیگر را برای رشد و تعاالی   گویم که یاری خدایا تو را شکر می

 م.و نزدیک شدن به تو بردار

از محضر اساتید گرانقدر بخش ریاضی، بویژه استاد عزیز جناب آقاای پروفساور   

 ای از آسمان علم خود آشنا کردند سپاسگزارم. متواضعانه مرا با گوشه هیوسفی ک
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 چکیده

 

 این رساله شامل چهار فصل می باشد. 

 از است بیان می کنیم. که در فصول بعد به آن ها نی را در فصل مقدمه، تعاریف و قضایایی

در فضاای متریاک   را ت منحصر به فرد در فصل دوم، شرایط لازم برای وجود یک جفت نقطه ثاب

 -برای نگاشت های انقباا  را  روطی ذکر خواهیم کرد و قضایای جفت نقطه ثابت منحصر به فردمخ

 بیان و اثبات خواهیم کرد.  ،پذیر در فضای متریک مخروطی

برای تخمین نقاط ثابت نگاشت غیر انبسااطی و   را ش تکرار ضمنی جدیددر فصل سوم، یک رو

همچنین تخمین نقاط مشترک ثابت گردایه متناهی نگاشت های غیر انبساطی، بیان می کنیم. سپس باا  

استفاده از این روش تکرار، قضایای همگرایی قوی و ضعیف را در فضای باناا  محادب یکنواخات    

 بیان و اثبات می کنیم. 

باا شارایط    Tفصل چهارم، روش های تکرار را برای تخمین نقطه ثابت نگاشت غیر انبساطی  در

 بیان و اثبات می کنیم. ،Hهیلبرت خاص در فضای 
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 مقدمه  .9

 بیان تعاریف و قضایایی که در فصل های بعدی موردنیاز است، می پردازیم.  در این فصل به

ابتدا رده ای از فضاها را مورد بررسی قارار مای دهایم کاه هام سااختار جباری و هام سااختار          

 توپولوژیک دارند:

داخلای روی   1ضارب  –آن گاه نیم  ،دباش  Fیک فضای برداری روی میدانXاگر  :9-9تعریف 

X، تابعی مانندFXXu :  به طوری که هر است  zyxو هار  Fدر  , در ماوارد   Xدر,,

 د: نزیر صدق می کن

 )الف(     zyuzxuzyxu ,,,  . 

 )ب(     zxuyxuzyxu ,,,  . 

           )ج(  xxu ,. 

            )د(   xyuyxu ,, .

ط زیر نیز صادق مای   یک نیم ضرب داخلی است که در شر در واقع،Xیک ضرب داخلی روی 

 کند:

اگر       )ج(  xxu  .xآنگاه   ,

ضرب داخلی را با نماد  yxuyx ,,  .نمایش می دهیم 

 1شوارتز -بانیا کوفسکی  –نامساوی کوشی : 2-9 قضیه

اگر   :رابطه Xرد ,yxباشد، آنگاه برای هر  Xیک نیم ضرب داخلی روی .,.

                                           
1
  - Semi-product 

2
  - Couachy – Bunyakowasky - Schwarz 
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,,,|,|  yyxxyx 2 

اساکالرهای   ،اگار  و تنهاا اگار   تبادیل مای شاود    تساوی  رابطه بالا به علاوه بر این،برقرار است.

   تساوی: وجود داشته باشند به طوری که ,

,,  yxyx  

 ایجاد شود.

اگر: 3-9 نتیجه 2باشد و  Xیک نیم ضرب داخلی روی  .,.
1

 xxx برای هر  ، آنگاه ||||,

Xyx , وF  داریم: 

|||||||||||| )الف( yxyx  . 

||||||||||(  )ب xx   . 

اگر   :آنگاه ،یک ضرب داخلی باشد  .,.

||||  )پ( x    نتیجه می دهدx. 

هماراه باا یاک     Fمیدانروی  H، یک فضای ضرب داخلی مانند 1فضای هیلبرت: 4-9 تعریف

ضرب داخلی مانند به طوری که با توجه به متار   ،است.,.  ||||, yxyxd      القاا شاده توساط

 . باشد1یک فضای متریک تام Hنرم،

}{: دنباله 8همگرایی ضعیف الف(: 5-9 تعریف
n

x  در فضای هیلبرتH     همگارای ضاعیف باه

Hx  می باشد اگر به ازای هرHy : 

  . yxyxn ,, 

                                           
1
  - Hilbert Space 

2
  - Complete metric Space 

3
  - Weakly Convergence  
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در اینجا منظور از  همگرایای   از این باه بعاد   ضرب داخلی در فضای هیلبرت می باشد و .,.

 می دهیم.نمایش  x ⇀ nxنماد ضعیف را با 

یعنی  همگرایی قوی همان همگرایی در نرم است. ز:در فضای هیلبرت منظور ا1ب(همگرایی قوی

}{دنباله 
n

x همگرای قوی بهHx است اگرn، آنگاه xxn. 

}{اگر دنباله : 6-9لم 
n

x به  همگرای قویx  باشد، آنگاه همگرای ضعیف بهx .نیز خواهد بود 

}{هر دنباله کراندار : 7-9لم 
n

x در فضای هیلبرتH      شاامل یاک زیردنبالاه همگارای ضاعیف  

 باشد.  می

 کراندار است.  ،نتیجه می دهد هر دنباله همگرای ضعیف  1انداری یکنواختاصل کر:  9-9لم 

}{اگر دنباله :  1-9 لم
n

x  همگرای ضعیف بهx آنگاه: ،باشد 

.||||inflim|||| n
n

xx


 

}{اگر دنباله  :  91-9 لم
n

x  همگرایی ضعیف بهx  باشد و همچنین: 

,||||||||lim xxn
n




 

}{دنبالهآن گاه 
n

x  ، همگرای قوی است. 

در فضاهای هیلبرت با بعد متناهی مثل فضای اقلیدسی همگرایای قاوی و همگرایای    :  99-9لم      

 ،یکسان هستند.ضعیف

  ( مراجعه کنید.[81] )منبع  هبررسی بیشتر مطالب بالا می توانید ببرای 

یااک فضااای هیلباارت بااا ضاارب داخلاای  Hاگاار :  92-9تعریااف   ،باشااد ||.||و ناارم  .,.

                                           
1
 -Strongly convergence 

2
 -Principle of uniform boundedness 
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HHFنگاشت :  را گاه برای هر هر  ،می نامیم 1قوی یکنواHyx , ،ساوینام، 

,||||, 2yxyxFyFx   

 برقرار باشد.ثابت است،یک مقدار  که در آن 

HHFنگاشت :  93-9 تعریف :  راk- مای ناامیم، اگار ثابات      1یتانن لیپچk   موجاود

Hyxبه طوری که برای هر ،باشد , : 

.|||||||| yxkFyFx  

با دامنه  Tنگاشت :  94-9 تعریف TD  و برد TR  نقطهرا نیم بسته درP  گاوییم، اگار    مای

}{دنباله 
n

x  در ̀TD  همگرای ضعیف به TDx *  دنباله نیز و}{
n

Tx  در TR  همگرای قوی

PTxآنگاه  ،باشند Pبه *. 

را بعضای از تعااریف    پرداخته ایم. بانا این پایان نامه به فضای  سوم با توجه به این که در فصل

 : داریمبه صورت زیر  بانا فضای در 

تاابعی اسات مانناد     8یک فضاای بارداری مخاتلط باشاد، یاک نایم نارم        Xاگر: 95-9 تعریف

),[:  XP :که خواص زیر را دارا می باشد 

الف(         XyxyPxPyxP  ,,,. 

Xx,  ب(      ,|| xPxP. 

از )الف( نتیجه می شود که    P. 

                                           
1
 -  -strong monotone 

2
 - K- Liptchitzion 

3
  - Semi norm 
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1یک نرم، یک نیم نرم
P :است به طوری که 

ج( اگر   xP  آنگاهx. 

 ود. نمایش داده می ش ||.||معمولا نرم با نماد 

یک فضای نرم دار باشد، آنگاه  Xاگر   ||||, yxyxd ، یک متر رویX  .تعریف می کند 

یاک فضاای    Xاست، وقتی که X),||.(||ج مرتبی مانند ، زو1یک فضای نرمدار:  96-9تعریف 

 است.  Xیک نرم روی .است و برداری 

است که تحات متار    Xنرم داریک فضای  8یک فضای بانا   ||||, yxyxd  ،   یاک فضاای

}{متریک کامل باشد. یعنی در این فضا به ازای هر دنبالاه کوشای مانناد    
n

x درX    عنصاری مانناد ،

Xx :موجود است به طوری که 

.


||||lim xxn
n
 

 Eبساته در  4زیر مجموعه غیر تهی محادب  Kیک فضای بانا  حقیقی و Eاگر:  97-9 تعریف

KKTنگاشت  ،شدبا : گر برای هر ا ،میده می شودنا 3غیرانبساطیKyx , :داشته باشیم 

.|||||||| yxTyTx  

Exاگر برای هر ،صدق می کند  6در شرط اپیال  Eیک فضای بانا  :  99-9تعریف 
n
}{   باا

 ، نامساوی زیر برقرار باشد:Exکه   x ⇀ nx شرط

.xyEyyxxx n
n

n
n




,||||suplim||||suplim 

                                           
1
  - Semi norm 

2
  - Norm Space 

3
  - Banach Space 

4
  - Convex 

5
  - Nonexpansive Mapping 

6
  - Opial Condition 
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و نگاشات  باوده   Eییک زیرمجموعه بسته از فضای بانا  حقیق D فر  کنید:  91-9تعریف 

DDT : د:را در نظر بگیری 

Dxاگر  ،می گوییم 1را نیم بسته در صفر Tالف(
n
}{ بقسمیکهx ⇀ nx  وnTx ،  آنگاه



Tx. 

Dxاست اگر برای هر دنباله کراندار  1نیم فشرده T(ب
n
}{  با فر 

،


||||lim nn
n

Txx 

}{}{یک زیردنباله 
n

k
n

xx    زیار دنبالاه   باه طاوری کاه     ،موجاود باشاد}{

k
n

x   نقطاه ای  باه

Dxمانند * باشد 8همگرای قوی . 

،یاک فضاای بارداری نرمادار اسات کاه بارای هار         4فضاای محادب یکنواخات    : 21-9تعریف

 مقاادار،   وجااود دارد بااه طوریکااه باارای هاار بااردارXyx , 11کااه  yx  و,

 2yx, آنگاه yx. 

3)دوگاان Xمحدب یکنواخت است اگر و فقاط اگار،   X:یک فضای بانا   29-9نتیجه
X  باه )

 (.[84)] باشد 6طور یکنواخت هموار

محادب   غیرتهای  مجموعاه زیر Kفضای بانا  محدب یکنواخت و Eاگر :([94و93]) 22-9لم 

KKTو  بوده Eبسته از  :     یک نگاشات غیرانبسااطی باشاد، آنگااهTI      نایم بساته در صافر

                                           
1
  - Demiclosed 

2
  - Semicompact  

3
 - strong converge 

4
 - Uniformly convex 

5
 - Duallity 

6
  - Uniformly smooth 
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  است. Eنگاشت همانی از فضای  Iکه ،باشد می

دو ثاباات بااا شاارایط   bوaیااک فضااای بانااا  محاادب یکنواخاات و    E(:[95])23-9لاام 

1 ba فار  کنیاد   همچنین  .باشند],[}{ bat
n
     یاک دنبالاه حقیقای و}{

n
x  و}{

n
y  دو

 باشند. اگر Eدنباله در

,||)(||lim dytxt nnnn
n




1 

dxnو 
n




suplimهمچنین،وdyn
n




||||lim,  در آن کهd آنگاه یک ثابت است، 

.


||||lim nn
n

yx 

 9و نمادهای استاندارد را در فضای متریک مخروطیتعاریف تعدادی از  ،در ادامه این فصل

 بیان می کنیم: 

 ، زیر مجموعه ای از فضای بانا  حقیقی است، به طوری که:P 1یک مخروط :24-9تعریف 

 .P}{بسته و غیرتهی باشد و  Pالف( 

Pyxاعداد حقیقی غیر منفی و  bو  aب( اگر  ,   آن گاه ،Pbyax . 

 ج(   }{ PP  یعنی اگر( Px  وPx   آنگاهx). 

 القا می کند: Eبر فضای   به صورت زیر ، را   ئی مانندیک رابطه ترتیبی جز Pمخروط

.Pxyyx  

برای حاالتی باه     y x . همچنین yxو به علاوه  yx،اگر و فقط اگر  y x توجه کنید 

 باشد. Pمتعلق به مجموعه نقاط درونی  x-y کار می رود که 

                                           
1
  - Cone Metric 

2
  - Cone 
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د موجاو  Mشارایط  با  M نامیده می شود اگر یک ثابت 1نرمال Pمخروط : 25-9تعریف 

Pyxبه طوری که برای هر  ،باشد , وyx  ، آنگاه 

.|||| ||x|| yM 

  (.[1)] نامیده می شود 1ثابت نرمال،که در این نامساوی صدق می کند  Mکوچکترین عدد مثبت 

x,n,...,2,1i:)x,...,x,x{(P{و n  Eدفاار  کناا  : 26-9مثااال  in21 ،  در ایاان

 .([31])نرمال با درون ناتهی می باشد یک  مخروطPصورت

E  )( وباشد 8فشرده n   D فر  کنیم : 27-9 مثال DCگردایه همه توابع پیوسته بر(D )

 ،را با تعریف Pمخروط

,},)(:{ DxxfEfP   

 .([31])مخروطی نرمال با درون ناتهی می باشد Pدر نظر بگیرید، در این صورت

یشی )کاهشی( و کرانادار از  نامیده می شود اگر هر دنباله افزا 4منتظم Pمخروط  : 29-9تعریف 

 باشد. E فضایهمگرا در ، Pمخروطبالا )پایین( در

 نرمال است. ،مشخص است که هر مخروط منتظم

رابطاه   باوده و  Eیک مخروط در فضاای باناا  حقیقای    Pاز این به بعد قرارداد می کنیم که 

 تعریف شده است.Eروی  Pکه بوسیله جزیی مرتبی باشد

EYXdدر این صورت تابع  مجموعه ای ناتهی و دلخواه باشد، Xاگر: 92 -9تعریف  : 

 زیر صدق می کند:که در خواص 
                                           
1
 - Normal 

2
 - Norma Constant 

3
 - Compact 

4
- Regular 
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Xyxالف( به ازای هر  , ،  yxd و همچنین  ,  yxd yx ،اگر و تنها اگر , . 

Xyxب( به ازای هر  , ،   xydyxd ,, . 

Xzyxپ( به ازای هر  ,, ،     yzdzxdyxd ,,, . 

و فضای  1را یک متر مخروطی dX  نامیم.  می 1را یک فضای متریک مخروطی ,

 , X  وE  2فر  کنید :  31-9مثال

,},|),{(  yxEyxP 

EXXd تابع : :با تعریف 

  ,)|||,|(, yxyxyxd   

Xyxبه ازای هر  ,  و     در نظر بگیریاد، در ایان صاورت dX  کیاک فضاای متریا    ,

 مخروطی می باشد. 

فر  کنید  dX   به تعاریف زیر توجه کنید: رتدر این صو ،مخروطی باشد کیک فضای متری ,

دنبالاه   : 39-9تعریف
1nn

x مای ناامیم، هرگااه باه ازای هار       Xxباه   8را همگارا  Xدر  }{

C ، n  موجود باشد به طوری که برای هرnn   ، 

.Cxxd n ),( 

}{برای هر دنبالاه  اگربسته نامیده می شود،  Xاز  Aزیر مجموعه :  32-9تعریف 
n

x درA   کاه

 .Ax آنگاههمگرا باشد،  xبه 

                                           
1
  - Cone Metric 

2
  - Cone Metric space 

3
  - Converegent  
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دنباله  : 33-9ریفتع
1nn

x موجود  C ،  nمی نامیم، هرگاه به ازای هر  1را کشی }{

nnmبه طوری که برای هر  ،باشد ,،Cxxd nm ),( . 

می نامیم، هرگاه هر دنباله کشای در آن همگارا    1خروطی کاملرا یک فضای م X: 34-9تعریف

 باشد.

XXFنگاشت  : 35-9تعریف :  ،برای هر دنباله اگر را پیوسته می نامیم}{
n

xدر Xمقدارو 

Xx  کهxx
n
  ،نگاهآ    xFxF n .                                                               

 [(معرفی می شود.11[( الی ) ]1در رابطه با این مباحث، مراجع ) ]

بارای هار دنبالاه    مای ناامیم، هرگااه     8دنبالاه ای  فشارده  را XازAزیر مجموعه  : 36-9تعریف

Ax
n
}{،  زیردنباله}{

k
n

x  از}{
n

x وجود داشته باشد که به عضوی ازA .همگرا باشد 

 ، کامل است.  دنباله ای فشرده هر فضای متریک:  37-9نتیجه 

XXTنگاشت  4را نقطه ثابت Xxنقطه  : 39-9تعریف : می نامیم زمانیکهxTx  .باشد 

را با Tهمچنین مجموعه همه نقاط ثابت  TF  یا)(TFix ندنشان می ده . 

 

 

 

 

                                           
1
  - Cauchy 

2
  - Complete cone metric  

3
  - Sequentially Compact 

4
  - Fixed point 

 


