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تشر و تقدیر

و ͳعلم زمینه�های در ایشان از زیادی بهره�های که جهانشاهلو غلامرضا دکتر آقای جناب عزیزم، استاد زحمات از

کرده�ام، استفاده ایشان رهنمودهای از پایان�نامه این در که محرابیان سعید دکتر آقای جناب از همچنین و برده�ام ͳاجتماع

این ͳداخل داور و داشتم را ایشان شاگردی افتخار که بابلیان اسماعیل دکتر آقای جناب از همچنین م�ͳکنم. تشر

م�ͳنمایم. تشر بودند، ͳخارج داور که هم ͳلطف زاده حسین فرهاد دکتر آقای از دارم. را تشر کمال بودند، پایان�نامه

پایان�نامه تدوین در کمΈهایشان از که عسری حسن و مرادی اسلام نقنه، عباسیان سلمان مهدیلوزاد، محمود آقایان از

کردند، راهنمایی�ام پایان�نامه این ویرایش در که محمدزاده مجید آقای از همچنین دارم. را تشر کمال برده�ام، بهره

سپاسΎزارم. صمیمانه



پ

چیده

بدین نادقیق داده�های دارد. سروکار (DEA)داده�ها ͳپوشش تحلیل در نادقیق داده�های کاربرد با پایان�نامه این

شده�اند مشخص دارند قرار شده تعیین کران�های درون موردنظر مقادیر که دامنه�ای در فقط داده�ها ͳبعض که است ͳمعن

(IDEA) نادقیق داده�های ͳپوشش تحلیل مشخصشده�اند. ترتیبی رابطه�های برحسب فقط دیΎر داده�های حال�ͳکه در

کرده ایجاد هستند، نادقیق که ͳخروج یا و ورودی داده�های برای گیرنده تصمیم واحدهای نسبی کارایی اندازه�گیری

دارای که گیرنده�ای تصمیم واحد کارایی پایین و بالا کران Έی به رسیدن مجزای استراتژی دو این�جا، در است.

و ممن کارایی نمره�های میان کارایی نمره�ی بهترین بینانه، خوش استراتژی م�ͳکنیم. مطرح را است نادقیق داده�های

مدل�های از ͳجفتDEA در که آن�جایی از همچنین، م�ͳآورد. به�دست را کارایی نمره�ی بدترین محافظه�کار، استراتژی

IDEA مدل دو م�ͳتوانیم ͳاساس به�طور م�ͳشوند)، گفته نیز مضربی و ͳپوشش مدل�های (که داریم دوال و پرایمال

مضربی. مدل در یسان نادقیق داده�های ورود دیΎری و ͳپوشش مدل به نادقیق داده�های ورود ͳی بΎیریم: نظر در

پایان�نامه، این دیΎر هدف هستند. اهمیت با ͳموضوعات آن�ها، حل ͳونگΎچ و اخیر مدل دو بین رابطه�های بنابراین

شده ایجاد ͳمحاسبات روش است. کارایی جواب�های تعبیر ͳونگΎچ و کارایی کران�های ͳمحاسبات جنبه�های نمایش

چارچوب در ͳجزئ ترتیب�های و اکید ترتیبی داده�های کل�ͳتر فرم کردن داخل با را IDEA ͳقبل روش این�جا، در

م�ͳکند. برطرف را ͳقبل روش اشالات ͳبعض که م�ͳدهد تعمیم مؤثری آن،به�طور

ارزیابی ،ͳدوالیت کارایی، رده�بندی کارایی، کران�های نادقیق، داده�های داده�ها، ͳپوشش تحلیل واژه�هایکلیدی:

.ͳستون ماکسیمم کارایی،

. 90C05 , 90C46 :٢٠١٠ ریاضیات ͳموضوع بندی رده



ت

پیشΎفتار

در که م�ͳدهد ارائه سازمان�ها سودمندی یا کارایی تشخیص برای مفید ابزاری (DEA) داده�ها ͳپوشش تحلیل

به�طور ͳخروج و ورودی داده�های که است این بر فرض DEA در است. مهم بسیار ͳمدیریت تصمیم�های در عمل،

آوری جم΄ در دقت عدم ͳیعن م�ͳباشد. داده�ها به نسبت بودن حساس ،DEA ͳاصل ویژگ�ͳهای از شده�اند. داده دقیق

اختیار در دقیق داده�های ،ͳواقع دنیای مسائل از بسیاری در اما م�ͳگردد. ͳنادرست نتایج آمدن به�دست باعث داده�ها،

داده کران�دار داده�های به�صورت است ممن که کارگران مهارت سط یا مشتری رضایت سط مثال به�عنوان نیستند.

این به م�ͳشوند. ارائه ترتیبی داده�های به�صورت که سازمان Έی واحد�های عملرد کیفیت ترتیب همچنین شوند.

،ͳمدیریت تصمیم�های در داده�ها نوع این کردن ͳبررس برای م�ͳشود. گفته نادقیق داده�های کران�دار، و ترتیبی داده�های

م�ͳپردازیم. آن به پایان�نامه این در که شد مطرح (IDEA) نادقیق داده�های ͳپوشش تحلیل

مدل�های انواع و داده�ها ͳپوشش تحلیل پیدایش ͳونگΎچ شامل ،DEA اولیه�ی مفاهیم و تعاریف اول، فصل در

م�ͳکنیم. بیان را آن در مطرح

معادل�های به AR − IDEA و IDEA مدل�های در DEA ͳغیرخط برنامه�ریزی�های تبدیل دوم، فصل در

فرض ابتدا البته م�ͳکنیم. استفاده متغیر تکنیΈتغییر و کردن نرمال از کار این برای است. شده مطرح ͳخط برنامه�ریزی

متناظر،ماکسیمم ͳخروج یا ورودی داده�های ستون در که دارد وجود مقداری با DMU Έی حداقل که است این بر

م�ͳسازیم. ممن را امر این مجازی، متغیری تولید با نباشد، موجود DMUیی چنین که ͳصورت در است.

مطرح نادقیق داده�های برای حالت بهترین در ارزیابی ،IDEA ͳقبل مطالعات در این�که به توجه با سوم، فصل در

شود. ͳطراح نادقیق داده�های برای حالت بدترین در DMU ارزیابی دیΎر بندی مدل شیوه�ی است لازم بود، شده

دارای که م�ͳرساند ͳگروه سه دسته�بندی طرح به را ما مطلب این م�ͳکنیم. ایجاد کارایی پایین و بالا یΈکران بنابراین

کران�دار، داده�های حالت در دسته�بندی این البته است. ناکارا) و (کارا ͳقبل ͳگروه دو افراز به نسبت بیشتری جزئیات

م�ͳدهیم. قرار ͳبررس مورد را ترتیبی و کران�دار داده�های از ترکیبی هر این�جا، در ͳول بود. گرفته صورت این از پیش

مدل�های از ͳجفت ،ͳمعمول DEA در م�ͳپردازیم. IDEA مدل برای ͳدوالیت نظریه�ی ͳبررس به چهارم، فصل در

ͳدوالیت قضیه�ی براساس مدل�ها این م�ͳشود. گفته نیز ͳپوشش و مضربی مدل�های آن�ها به که داریم دوال و پرایمال

مدل دو م�ͳتوانیم شوند، وارد DEA در نادقیق داده�های اگر حال م�ͳکنند. تولید یسان نتایج ،ͳخط برنامه�ریزی



ث

به یسان نادقیق داده�های ورود دیΎری و ͳپوشش مدل به نادقیق داده�های کردن وارد ͳی بΎیریم: نظر در را IDEA

پیش م�ͳشود. حاصل کارایی روی متغیر اندازه�ی هستند، متغیر خروج�ͳها و ورودی�ها این�که به توجه با مضربی. مدل

مضربی IDEA مدل براساس ͳΎهم که است شده ارائه کارایی پایین و بالا کران آوردن به�دست در روش چند این، از

Έی مضربی IDEA مدل که داد خواهیم نشان نگرفته�اند. نظر در را ͳپوشش IDEA مدل حل ͳونگΎچ و بودند

ترتیبی داده�های از ͳقبل روش�های م�ͳکنند. تولید را کارایی روی پایین کران Έی ͳپوشش IDEA مدل و بالا کران

DEA در تعبیرها است. مهم نیز حاصل کارایی تعبیر ͳونگΎچ بودند. پذیر آسیب ͳارشمیدس غیر ε مقدار و اکید

ماهیت یا نوع روی شدت به زیرا کنند، تغییر است ممن م�ͳشوند، وارد DEA در نادقیق داده�های ͳوقت ،ͳمعمول

هستند. وابسته نادقیق داده�های

گرفته�اند: قرار ͳبررس مورد پایان�نامه این در زیر مقاله�های
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٢ DEA اولیـه مفـاهیــم و تعــاریف

مقدمه ١.١

عملرد رابطه�ی است.مسلماً گرفته صورت زیادی ͳعلم فعالیت�های بخش�ها، و واحدها عملرد ارزیابی به�منظور

بردار م�ͳكند. توليد را Y ͳخروج ،(U, V ) ورودی آن در كه است Y = (U, V صورت( به ͳتابع تأثيرگذار، عوامل با

است. شده تشيل (V ) كنترل غيرقابل عوامل و (U) كنترل قابل عوامل قسمت دو از ورودی

اقتصاد علم در تابع اين م�ͳدهد. را ͳخروج ورودی�ها،ماکسيمم از تركيب هر برای كه است ͳتابع توليد، تابع

نه. يا م�ͳكند عمل خوب واحد يك كه كرد مشخص م�ͳتوان آن داشتن با زيرا است. برخوردار بسياری اهميت از

در نيست. دسترس در توليد تابع توليد، تابع بودن مقدار چند و توليد تكنولوژی در تغيير توليد، فرآيند ͳپيچيدگ به�علت

منظور اين برای بزنند. تخمين را تابع اين م�ͳكنند ͳسع داده�ها و مشاهدات سری يك از استفاده با پارامتری روش�های

زير در كه دارد ͳايرادات فرآيند اين از استفاده با توليد تابع آوردن به�دست ͳول م�ͳشود. استفاده ͳمنحن برازش فرآيند از

م�ͳكنيم. اشاره آن�ها از تعدادی به

Q = x0A
x1
1 Ax2

2 . . . Axn
n رابطه�ی مثلا̈ م�ͳشود. گرفته نظر در دلخواه به�طور خروج�ͳها و ورودی�ها بين روابط (١

xn, . . . , x2, x1 و ͳخروج Q ورودی�ها، An, . . . , A2, A1 آن در كه م�ͳگيرند، نظر در توليد تابع برای را اقتصاد در

شوند. تعيين بايد كه تابع�اند، پارامترهای

يك فقط كه م�ͳرود به�كار ͳمسائل برای و برد به�كار نم�ͳتوان را روش اين باشد، يك از بيش ͳخروج بردار بعد اگر (٢

دارند. ͳخروج

كرد. برطرف را آن به�گونه�ای بايد و دارد مركزی تمايل آمده، به�دست ͳمنحن (٣

كرد ارائه را پارامتری غير روش فارل١، سال١٩۵٧ در لذا بود، پارامتری روش ايرادات ترين ͳاساس فوق عيوب

م�ͳپردازيم. آن به ادامه در و بود رودز۴ و كوپر٣ چارنز٢، كار اساس كه

Farrell١
Charnes٢
Cooper٣
Rohds۴
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گيرنده تصميم واحد ٢.١

بردار (x1, . . . , xm) مانند ورودی بردار دريافت با كه واحدی از است عبارت گيرنده، تصميم واحد از منظور

عمل واحد�ها كه است اين متجانس گيرنده�ی تصميم واحد�های از منظور م�ͳكند. توليد را (y1, . . . , ys) ͳخروج

يك كارخانجات بانك، يك شعب مانند م�ͳكنند. توليد مشابه خروج�ͳهای مشابه، ورودی�های دريافت با و دارند مشابه

.ͳدولت سازمان يك ادارات يا خاص شركت

به داد. خواهيم نشان (j = 1, . . . , n)DMUj = (xj , yj) با كه داريم گيرنده تصميم واحد n کنيم فرض

yjو ≥ 0 ،yj ∈ Rs و ورودی بردار دهنده�ی j)نشان = 1. . . . , n) xj ̸= 0 xjو ≥ 0 ،xj ∈ Rm طوری�که

است. ͳخروج بردار دهنده�ی نشان (j = 1. . . . , n) yj ̸= 0

بودن بهينه مقدار دهنده�ی نشان (*) نماد و بوده ارزيابی تحت واحد دهنده�ی نشان (0 ∈
{
1, . . . , n

}
)DMU0

(j = 1, . . . , n) DMUjها، ورودی بردارهای را آن ستون�های كه است ͳماتريس X ورودی ماتريس است. متغير

درنظر Y = [y1, . . . , yn] Yبه�صورت ͳخروج ماتريس مشابه به�طور و X = [x1, . . . , xn] ͳيعن است، داده تشيل

م�ͳشود. گرفته

کارايی ٣.١

و واحد هر فروش واحد، هر سود مثل ͳسازمان درون شاخص�های تأثیر تحت کردن، کار خوب معنای به کارایی

م�ͳشود: بیان ورودی به ͳخروج نسبت به�صورت که دارد، قرار قبیل این از

ورودی/خروجͳ=کارایی

،DMU Έی عملرد سنجش نسبی، کارایی و ͳکل استانداردهای با آن عملرد DMUمقایسه�ی Έی مطلق کارایی

است. مجموعه آن دیΎر واحدهای به نسبت

کارایی کاربرد لذا است، مشل آن به رسیدن شدن، تعریف صورت در و نشده تعریف معمولا˦ ͳکل استانداردهای چون

است. مطلق کارایی کاربرد از گسترده�تر نسبی

آن کارایی فوق، رابطه�ی از استفاده با باشد، ͳخروج Έی و ورودی Έی دارای موردنظر گیرنده�ی تصمیم واحد اگر

م�ͳآید. به�شمار واحد آن مطلق کارایی حاصل، اندازه�ی و بوده محاسبه قابل
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شده�ی وزن�دار مجموع نسبت نظر، مورد گیرنده�ی تصمیم واحد برای ͳخروج چند و ورودی چند وجود صورت در

به�صورت ورودی شده�ی وزن�دار مجموع به ͳخروج

E0 =
u1y10 + . . .+ u1ys0
v1x10 + . . .+ vmxm0

. (١.١)

ورودی هزینه�ی vi و (r = 1, . . . , s) yr ͳیعن خروجrͳام قیمت ur آن در که کند، ͳم اندازه�گیری را واحد آن کارایی

تخصیص که است ذکر قابل است. معروف اقتصادی کارایی به فوق کارایی است. (i = 1, . . . ,m)xi ͳیعن iام

دارد. کارایی اندازه�ی در تعیین�کننده�ای نقش خروج�ͳها، و ورودی�ها به مناسب وزن�های

هر کارایی اندازه�ی بنابراین م�ͳشود. حاصل آن�ها بزرگترین به واحد هر کارایی اندازه�ی تقسیم از نسبی، کارایی

کارایی مثال به�طور دارد. Έی برابر نسبی کارایی واحد Έی حداقل و بوده Έی مساوی یا کوچتر همواره واحد،

م�ͳآید: به�دست زیر به�صورت o گیرنده�ی تصمیم واحد نسبی

RE0 =
E0

maxjEj
. (١.٢)

(DEA)داده�ها ͳپوششــ تحـــليل ۴.١

بــهره�وری سنـجش یا و ͳکارایـ ͳارزیـابـ بـرای ͳروش�هایـ و تکنیـ�Έها شامل ،(DEA) داده�ها ͳپوشش تحلیـل

است. گیرنده تصمیم واحـدهای

خروج�ͳهای و ورودی�ها از استفاده با فارل است. پارامتری روشغیر اولین ابداع در فارل کار تعمیم واق΄ DEAدر

مرز از ͳقسمت و ارائه تولید، امان مجموعه�ی عنوان با مجموعه�ای آن�ها، بر حاکم اصول و گیرنده تصمیم واحدهای

مرز این روی که گیرنده�ای تصمیم واحدهای و م�ͳنامند نیز کارا مرز را مرز این نمود. ͳمعرف تولید تابع به�عنوان را آن

م�ͳشوند. ارزیابی کارا م�ͳگیرند، قرار

روی واحدها از ͳی حداقل است، گیرنده تصمیم واحدهای نسبی کارایی ارزیابی Έتکنی ،DEA آنجایی�كه از

این است. گرفته منشأ بودن، ͳپوشش ͳویژگ از داده�ها ͳپوشش تحلیل نام دارند. قرار آن زیر در واحدها بقیه�ی و مرز

م�ͳکنیم. اشاره آن به ادامه در که است مزیت�هایی دارای ͳقبل روش�های با مقایسه در روش
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ورودی�ها به آن�ها تخصیص و قبل از وزن�ها بودن مشخص عددی، روش�های ͳبرخ خلاف DEAبر روش�های در

رگرسیون روش�های (مانند شده تعیین قبل از ͳتابع اشال به نیازی روش�ها این همچنین نیست. لازم خروج�ͳها و

ندارند. پارامتری) روش�های ͳبرخ (مانند تولید تابع صریح شل یا و آماری)

اسلوب م�ͳكند. فراهم ͳخروج چند و ورودی چند با واحد�هايی مطالعه�ی برای را ͳاناتام داده�ها، ͳپوشش تحليل

ͳخط برنامه�ريزی از استفاده دليل به بيشتر آن توانايی و است شده نهاده بنا ͳجبرخط پايه�ی بر داده�ها ͳپوشش تحليل

قضايای و ͳخط برنامه�ريزی مسأله�ی حل روش�های از تا م�ͳسازد، قادر را داده�ها ͳپوشش تحليل ،ͳخط برنامه�ريزی است.

�كند. مشخص ͳخروج و ورودی هر برای را ناكارايی مقدار و منبع ترتيب اين به و كند استفاده ͳدوگان

این م�ͳکند. ایجاد گیرنده تصمیم و گر تحلیل میان هماری برای را زیادی فرصت�های همچنین DEA

الΎویابی و عملرد ͳونگΎچ و ارزیابی تحت واحدهای ͳخروج و ورودی انتخاب راستای در م�ͳتواند هماری�ها

باشد. کارا مرز به نسبت

(PPS)توليد امان مجــموعه�ی ۵.١

م�ͳشود: بيان زير به�صورت و شده ناميده توليد امان مجموعه�ی ،ͳشدن فعاليت�های مجموعه�ی

T =
{
(x, y) ∈ Rm+s شود: تولید x ≥ 0 ورودی بردار به�وسیله�ی بتواند y ≥ 0 ͳخروج بردار

}
يتا، به�طور نیز توليد امان مجموعه�ی كه هستند وابسته يتا توليد امان مجموعه�ی يك به كدام DEAهر مدل�های

امان مجموعه�ی روی زير اصول از مدل�ها، ͳمعرف برای م�ͳشود. ساخته معين اصول و فرض�ها از مجموعه يك توسط

م�ͳشود: استفاده T توليد

تعلق T به ،(j = 1, . . . , n)DMUj = (xj , yj) ͳيعن شده، مشاهده فعاليت�های همه مشاهدات) (شمول اصل١

هستند. دارا را اصل اين DEA مدل�های همه�ی و شده تحميل Tروی كه است ͳاصل بديه�ͳترين اين دارند.

.(λx+(1−λ)x̄, λy+(1−λ)ȳ) ∈ T ،λ ∈ [0, 1] هر برای آن�گاه (x, y), (x̄, ȳ) ∈ T اگـر (تحدب) اصل٢

نمادين: صورت به يا

∀(x, y), (x̄, ȳ) ∈ T , ∀λ ∈ [0, 1] ; (λx+ (1− λ)x̄, λy + (1− λ)ȳ) ∈ T.
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است. محدب مجموعه�ی Έي T ديΎر عبارت به

يا ،(λx, λy) ∈ T داريم ،λ ≥ 0 هر و (x, y) ∈ T هر ازای به ثابت) مقياس به بازده يا اشعه ͳرانبي) اصل٣

نمادين: صورت به

∀(x, y) ∈ T , ∀λ ≥ 0 ; (λx, λy) ∈ T.

به يا ،(x̄, y) ∈ T آن�گاه ،y ≤ ȳ اگر و (x, ȳ) ∈ T آن�گاه ،x ≥ x̄ و (x̄, ȳ) ∈ T اگر (امان�پذيری) اصل۴

نمادين: صورت

∀(x̄, ȳ) ∈ T,


∀x; x ≥ x̄ =⇒ (x, ȳ) ∈ T,

∀y; y ≤ ȳ =⇒ (x̄, y) ∈ T.

نيز ȳ از بزرگتر ورودی هر توسط ͳخروج همين آن�گاه شود، توليد x̄ توسط ȳ ͳخروج اگر كه م�ͳكند بيان اصل اين

شود. توليد x̄ ورودی توسط م�ͳتواند نيز ȳ از كمتر ͳخروج هر همچنين و شود توليد م�ͳتواند

صدق فوق اصول از ͳبعض و ١ اصل در كه است T مانند مجموعه�هايی همه�ی اشتراك T(درون�یابی (کمینه اصل۵

م�ͳكند.

CCRمدل ۶.١

توسط ١٩٧٨ سال در كه است گيرنده تصميم واحدهای كارايی اندازه�گيری برای DEA مدل اولين مدل، اين

شد. ارائه ،[٩] رودز و كوپر چارنز،

مجموعه اين م�ͳكند. صدق ۵ تا ١ اصول در كه دارد وجود فرد به منحصر مجموعه�ی يك [۴۴] .۶.١.١ قضیه

است: زير به�صورت

TCCR =
{
(x, y) : x ≥

n∑
j=1

λjxj , y ≤
n∑

j=1

λjyj , λj ≥ 0(j = 1, . . . , n)
}
.

كه نشود يافت (x, y)هيچ ͳيعن باشد، (x0, y0)بر غالب كه نشود يافت (x, y) مانند توليدی امان TCCR در اگر

(x0, y0) كه گوييم آن�گاه باشد، برقرار اكيد به�صورت مؤلفه�ها از ͳي در حداكثر نامساوی و (−x, y) ≥ (−x0, y0)
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م�ͳباشد. ناكارا صورت اين غير در است. نسبی كارای

بود: خواهد ناكارا (x0, y0) وضوح به آن�گاه دهد رخ زير حالات� از ͳي اگر

باشد. داشته y0 مساوی يا بيشتر ͳخروج ،x0 از كمتر ورودی با كه يافت TCCR در توليدی امان بتوان ١)اگر

باشد. داشته x0 مساوی يا كمتر ورودی ،y0 از بيشتر ͳخروج با كه يافت TCCR در توليدی امان بتوان اگر (٢

باشد. داشته y0 از بيشتر ͳخروج ،x0 از كمتر ورودی با كه يافت TCCR در توليدی امان بتوان اگر (٣

م�ͳشود: منجر زير مدل حل به اول حالت

min θ

s.t. (θx0, y0) ∈ TCCR.

(١.٣)

(١.۴) مدل به ،(١.٣) مدل ،(θx0, y0) ∈ TCCR اين�كه از و تجريد شهودی اصل و ۶.١.١ قضيه�ی به توجه با

بوده ͳشدن همواره است، معروف ورودی۶ ماهيت با ۵ͳپوشش فرم در CCR مدل به که ،(١.۴) مدل م�ͳشود. تبدیل

م�ͳكند. صدق 0 < θ∗ ≤ 1 شرط در بهين جواب و دارد ͳمتناه بهينه�ی و

min θ

s.t.
n∑

j=1

λjxj ≤ θx0,

n∑
j=1

λjyj ≥ y0,

λj ≥ 0 , j = 1, 2, . . . , n.

(١.۴)

متناسب كاهش امان كه است ͳمعن اين به ، θ∗ = 1 زيرا .θ∗ = 1 كه است اين فوق مدل تحت كارايی لازم شرط

ندارد. وجود TCCR توليد امان مجموعه�ی در ،DMU0 ورودی�های همه�ی در

خروج�ͳهای از ͳبعض افزايش يا ورودی�ها از ͳبعض كاهش امان اگر حالت اين در زيرا نيست، ͳكاف شرط اين ͳول

Envelopment form۵

Input oriented۶



٨ DEA اولیـه مفـاهیــم و تعــاریف

ناميده ضعيف٧ DMU0كارای باشد، داشته وجود ،TCCR توليد امان مجموعه�ی در نامتناسب به�صورت ،DMU0

مجموعه�ی در خروج�ͳها از يك هيچ در افزايش و ورودی�ها از يك هيچ در كاهش امان و θ∗ = 1 اگر ͳول م�ͳشود.

،DMU0 آن�گاه ،θ∗ < 1 اگر م�ͳشود. ناميده قوی٨ كارای ،DMU0 آن�گاه باشد، نداشته وجود ،TCCR توليد امان

است. ورودی ماهيت در ٩ ͳتكني ناكارايی مقدار (1− θ∗) و است ورودی ماهيت در ناكارا

م�ͳشود: منجر زير مدل حل به دوم حالت

max φ

s.t. (x0, φy0) ∈ TCCR.

(١.۵)

داشت: خواهيم (x0, φy0) ∈ TCCR اين�كه از و تجريد شهودی اصل و ۶.١.١ قضيه�ی به توجه با كه

max φ

s.t.

n∑
j=1

µjxj ≤ x0,

n∑
j=1

µjyj ≥ φy0,

µj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n.

(١.۶)

ماهيت با ͳپوشش فرم در CCR مدل به و كند ماکسيمم متناسب به�طور DMU0را خروج�ͳهای م�ͳكوشد (١.۶) مدل

است. معروف ١٠ͳخروج

DMU0 آن�گاه ،φ∗ = 1 اگر م�ͳكند. صدق φ∗ ≥ 1 شرط در بهين جواب و است ͳشدن همواره (١.۶) مدل

1
φ∗ و است ͳخروج ماهيت در ناكارا ،DMU0 آن�گاه φ∗ > 1 اگر است. ͳخروج ماهيت در ͳتكني كارای

ͳتکنی ناكارايی ميزان نشان�دهنده�ی (1 − 1
φ∗ ) و ͳخروج ماهيت در DMU0 ͳتكني كارايی ميزان نشان�دهنده�ی

است. ورودی ماهيت با مدل مشابه ،ͳخروج ماهيت با مدل در قوی كارايی مفهوم است. ͳخروج ماهيت در DMU0

Weak efficient٧
Strong efficient٨

Technical inefficiency٩
Output oriented١٠
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شد: خواهد استفاده پایان�نامه اين در زیر علائم و نمادها از .۶.٢.١ نمادگذاری

λ = (λ1, . . . , λn)
t, µ = (µ1, . . . , µn)

t,

X = [x1, . . . , xn], Y = [y1, . . . , yn],

S− = (s−1 , . . . , s
−
m)t, S+ = (s+1 , . . . , s

+
s )

t,

T− = (t−1 , . . . , t
−
m)t, T+ = (t+1 , . . . , t

+
s )

t.

م�ͳآید: در زیر به�صورت ،ͳکم متغیرهای افزودن از پس (١.۴) مدل

min θ

s.t.

n∑
j=1

λjxj + S− = θx0,

n∑
j=1

λjyj − S+ = y0,

λj ≥ 0, S− ≥ 0, S+ ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n.

(١.٧)

آمد: خواهد در زیر به�صورت ͳکم متغیرهای افزودن از پس نیز (١.۶) مدل

max φ

s.t.

n∑
j=1

µjxj + T− = x0,

n∑
j=1

µjyj − T+ = φy0,

µj ≥ 0, T− ≥ 0, T+ ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n.

(١.٨)

بهين جواب (φ∗, µ∗, T−∗, T+∗) و (١.٧) مدل بهين جواب (θ∗, λ∗, S−∗, S+∗) اگر [۴۴] .۶.٣.١ قضیه

است: برقرار ذیل روابط آن�گاه باشد، مدل(١.٨)
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φ∗ =
1

θ∗
, µ∗ =

λ∗

θ∗
, T−∗

=
S−∗

θ∗
, T+∗ =

S+∗

θ∗
.

در كارايی(ناكارايی) مقدار با ورودی ماهيت در (ناكارايی) كارايی مقدار ،CCR مدل در فوق قضيه�ی بنابر

هستند. يسان مدل دو هر تحت كارا وDMUهای است يسان ͳخروج ماهيت

هرگاه است قوی كارای مدل(١.٧) تحت DMU0 (CCR-ماهيتورودی در قوی (كارای تعریف١.۶.۴.

باشد. صفر ،S−∗ و S+∗ͳيعن ͳكم متغيرهای مقادير بهين، جواب�های همه�ی در و θ∗ = 1

م�ͳشود. ناميده مضربی١١ فرم با مدل ،ͳپوشش فرم با مدل دوگان .۶.۵.١ نکته

بود: خواهد زير به�صورت ورودی ماهيت در CCR مضربی مدل فوق نكته�ی به توجه با

max uty0

s.t. vtx0 = 1 ,

utyj − vtxj ≤ 0, j = 1, 2, . . . , n,

u ≥ 0 , v ≥ 0.

(١.٩)

بهينه�ی همواره مدل(١.٩) ،ͳدوگان قوی قضيه�ی به بنا لذا دارد، ͳمتناه بهينه�ی همواره (١.۴) مدل اين�كه به توجه با

است. برابر هم با مدل دو هر بهين مقدار و داشت خواهد ͳمتناه

است: زير به�صورت است، (١.۶) مدل دوگان همان كه ͳخروج ماهيت در CCR مدل مضربی فرم

min vtx0

s.t. uty0 = 1 ,

utyj − vtxj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n,

u ≥ 0 , v ≥ 0.

(١.١٠)

Multiplicative form١١
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(١.١٠) مدل بهين جواب آن�گاه باشد، (١.٩) مدل بهين جواب (v∗ = p∗, u∗ = q∗) اگر [۴۴] .۶.۶.١ قضیه

م�ͳآيد: به�دست زیر به�صورت

(v∗ =
p∗

θ∗
, u∗ =

q∗

θ∗
)

قوی كارای (١.٩) مدل DMU0تحت (CCR مضربی مدل تحت قوی -كارای CCR) .۶.٧.١ تعریف

باشد: برقرار زير شرط دو هرگاه م�ͳشود، ناميده

.u∗ > 0 و v∗ > 0 به�طوری�كه باشد موجود (١.٩) از ،(v∗, u∗) بهين جواب يك حداقل (١

.u∗ty0 = 1(٢

دوگان از استفاده و توليد امان مجموعه�ی بر ͳمبتن ͳرهيافت شد، ارائه (١.٩) مدل ارائه�ی برای بالا در كه ͳرهيافت

آورد. خواهيم به�دست را (١.٩) مدل نسبی كارايی تعريف از استفاده با اكنون بود. CCR ͳپوشش فرم

نشان�دهنده�ی ورودی، به ͳخروج نسبت آن�گاه باشد، ͳخروج يك و ورودی يك دارای گيرنده تصميم واحد اگر

ͳخروج يك از بيش يا ورودی يك از بيش دارای گيرنده تصميم واحد اگر است. گيرنده تصميم واحد آن كارايی ميزان

به خروج�ͳها شده�ی وزن�دار مجموع نسبت اين�صورت در باشد، مشخص ورودی�ها هزينه�ی و خروج�ͳها قيمت و باشد

نسبی كارايی محاسبه�ی برای است. گيرنده تصميم واحد كارايی ميزان نشان�دهنده�ی ورودی�ها، شده�ی وزن�دار مجموع

كه م�ͳآيد پيش ͳزمان مشل كنيم. تقسيم واحد�ها ساير بين از كارايی ماکسيمم بر را واحد آن كارايی بايد واحد هر

به�اين�صورت م�ͳكند پيشنهاد DEA حالت اين در كه راهاری نباشد، مشخص ورودی�ها هزينه�ی و خروج�ͳها قيمت

خود كارايی ماکسيمم به DMU0 كه شوند انتخاب طوری م�ͳدهد اجازه وزن�ها به خوش�بينانه، ͳديدگاه با كه است

نشان u ∈ Rs ͳنامنف بردار كنيد فرض م�ͳگيرد. نظر در DMU0 نسبی كارايی ميزان عنوان به را مقدار اين و برسد

زير مدل بهينه�ی جواب آن�گاه باشد، ورودی�ها هزينه�ی نشان�دهنده�ی v ∈ Rm ͳنامنف بردار و خروج�ͳها قيمت دهنده�ی

است: DMU0 نسبی كارايی ميزان نشان�دهنده�ی

RE0 = max
(u,v)≥0

uty0
vtx0

max1≤j≤n
utyj
vtxj

. (١.١١)

ͳبعض كه است ممن بالا مدل در م�ͳشود. ناميده ورودی ماهيت در ͳتكني كارای ،DMU0 آن�گاه ،RE0 = 1 اگر
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اگر است. شده گرفته ناديده متناظر ͳخروج يا ورودی كه است ͳمعن بدان اين و شوند گرفته درنظر صفر وزن�ها از

قوی CCR-كارای ،DMU0 تعریف به بنا اين�صورت در ،(v∗, u∗) كه0 باشد موجود بهينه�ای جواب و RE0 = 1

است.

دهيم: قرار اگر

max1≤j≤n
utyj
vtxj

= 1
t ,

م�ͳآيد: در زير به�صورت (١.١١) مدل

RE0 = max t.
uty0
vtx0

s.t. (utyj)/(v
txj) ≤ 1, j = 1, 2, . . . , n,

u ≥ 0 , v ≥ 0.

(١.١٢)

داشت: خواهيم ،tv = v̄ و tu = ū دهيم: قرار اگر

RE0 = max
ūty0
v̄tx0

s.t.
ūtyj
v̄txj

≤ 1, j = 1, 2, . . . , n,

ū ≥ 0 , v̄ ≥ 0.

(١.١٣)

داشت: خواهيم ،v̄ = v و ū = u دهيم: قرار مجدداً اگر

RE0 = max
uty0
vtx0

s.t
utyj
vtxj

≤ 1, j = 1, 2, . . . , n,

u ≥ 0 , v ≥ 0.

(١.١۴)

مثبت فرض با (١.١۴) مدل كوپر، و چارنز تبديلات از استفاده با است. معروف CCR كسری مدل به (١.١۴) مدل


