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چͺیده

از مختلف علوم در زیادی کاربردهای شده پراکنده داده�های تقریب بخصوص تقریب، مساله�ی
فشرده گروه ͷی روی شده پراکنده داده�های تقریب ما پایان�نامه این در دارد. کاربردی علوم جمله
گروه ͷی روی نمایش�های بین ارتباط بیان از پس واقع در مͬ�کنیم، بررسͬ را مثبت معین توابع با
ممͺن که سوالاتͬ و مͬ�کنیم بیان را تقریب مساله�ی این گروه آن روی مثبت معین توابع و فشرده

دهیم. پاسخ سوالات این به مͬ�کنیم سعͬ امͺان حد تا و کرده بیان را آید بوجود است

فشرده گروه مثبت، معین توابع شده، پراکنده داده�های .تقریب کلیدی: واژه�های
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پیشͽفتار

که است رشد حال در سرعت به و جدید پژوهشͬ زمینه�ی ͷی شده پراکنده داده�های تقریب

است نامͬ شده پراکنده داده�های تقریب واقع در مͬ�دهد. ارتباط هم به را مهندسͬ و ریاضͬ علوم

داده�ها از نمونه�ای داشتن دست در با تا مͬ�کنند تلاش که مͬ�شود داده روش�ها از مجموعه�ای به که

نمونه داده�های مقادیر به مقادیر نزدیͺترین نقاط این در مقادیرش که تابعͬ مقادیرشان همچنین و

سروکار شده پراکنده داده�های از نامعلوم تابع ͷی احیای با مسأله این یعنͬ دهند، دست به را باشد

در مقادیرشان با که زننده تقریب و درونیاب دارند وجود توابع این از نوع دو کلͬ حالت در دارد.

داده مقدار با دقیقاً آمده دست به مقدار درونیاب توابع در مͬ�شوند. متمایز نمونه داده�های مͺانهای

مقادیر به مقدار نزدیͺترین مقدار این زننده تقریب توابع در و است ͬͺی نظر مورد مͺان در شده

[٢٧] است. دوم مورد بیشتر ما هدف طبیعتاً که است، شده داده نمونه�ی

زمین - کامپیوتر علوم - برداری نقشه - کاربردی ریاضیات در زیادی کاربردهای روش این

ساختار انفعال و فعل - سطح بازسازی - زمین سازی مدل مثل دارد، ... و شناسͬ زیست - شناسͬ

متوجه کاربردها این گرفتن نظر در با . ... و جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات جوابهای - مایع

نیز و فضا از دلخواهͬ بعد هر در باشد قادر باید تقریب نوع این برای مناسب روش ͷی که مͬ�شویم

موجود نقاط این بین نیز قاعده�ای و نظم هیچ شاید حتͬ که باشد، جوابͽو دلخواه نقطه�ی تعداد هر با

روش�هایͬ نتیجه در برگیرد، در نیز را مورد این باید زمینه این در مناسب روش ͷی بنابراین نباشد.

روش�هایͬ چنین که نیست معنͬ این به این اما مͬ�شوند، گرفته نادیده مͬ�گیرند نادیده را شرط این که

کارآمد روش�های فقط التزام این بلͺه روند کار به شده پراکنده داده�های تقریب زمینه�ی در نمͬ�توانند

تقریب عموماً یا شعاعͬ پایه�ی توابع روش موجود روش�های میان در دید خواهیم مͬ�دهد. کاهش را

تابع ͷی انتقال�های خطͬ ترکیب با f تابع ͷی تقریب مͬ�رسد. نظر به بهتر مثبت معین توابع توسط

با گذشته در است شعاعͬ متقارن پایه تابع و است Rd زمینه خمینه که مواردی در ،ϕ واحد پایه�ی

چهار



[٨ ،٢٧] است. روشͬ چنین پیͽیری هدف پایان�نامه این �در است گرفته قرار مطالعه مورد جزئیات

که مͬ�آورد وجود به مسائلͬ طبیعتاً شده پراکنده داده�های تقریب برای روشͬ چنین بستن به�کار

است ممͺن که مسائلͬ کنیم. بررسͬ را مسائل این امͺان حد تا پژوهش این در هستیم درصدد ما

: مͬ�باشند زیر شرح به آیند وجود به

؟ شوند زده تقریب روش این به مͬ�توانند توابعͬ چه (١

روشن و شده مشخص مͬ�افتد اتفاق آن در تقریب که تابعͬ فضای ابتدا پایان�نامه این در واقع در

شوند. زده تقریب روش این به مͬ�توانند تابعͬ فضای این درون توابع که مͬ�شود

که دومͬ مساله�ی مͬ�شود استفاده خطͬ سیستم ͷی از شده ذکر روش به تابع ͷی تقریب برای (٢

؟ نه یا شود حل پایا روش ͷی به مͬ�تواند خطͬ سیستم این اساساً آیا که است این� مͬ�شود مطرح

قرار بررسͬ مورد که است روش این در تقریب خطای به مربوط شده مطرح سوال سومین (٣

مͬ�گیرد.[٨]

را وضعیتͬ پژوهش این در است، گرفته قرار مطالعه مورد خوبͬ به Rd فضای در شده مطرح مسایل

گروه�های مواردی در حتͬ و داریم سروکار ،G فشرده�ی موضعاً یا فشرده گروه با که مͬ�کنیم بررسͬ

مͬ�شود. ذکر نیز اینجا در که ،SO(۳) دوران گروه همانند مͬ�گیرند قرار بحث مورد خاصͬ ماتریسͬ

توابع خصوصیات شود نشانده Rd در مͬ�تواند داریم سروکار آن با که گروهͬ زمانیͺه تا [٨ ،٩]

ینست درا کلͬ طور به روش�ها این اشͺال اما مͬ�گیرد قرار بررسͬ مورد گروه�ها این روی مثبت معین

نمͬ�تواند گروه�ها روی ͷهارمونی آنالیز مخصوصاً مͬ�شود، گرفته نادیده زمینه جبری ساختمان که

مستقیماً است بهتر بنابراین رود، کار به شده ذکر مسائل مطالعه�ی منظور به خوبͬ به روش این در

فصل در ابتدا پایان�نامه این در مͬ�شود. دنبال اینجا در که است روشͬ این شود کار گروه�ها روی

روی نمایش دوم فصل در مͬ�شوند، بیان کار ادامه�ی برای نیاز مورد مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف اول

آن�ها بین ارتباط و مͬ�شوند معرفͬ مثبت معین و مثبت نوع از توابع همچنین و ͷتوپولوژی گروه�های

مͬ�شود بیان فشرده گروه ͷی روی مثبت معین توابع با تقریب مساله�ی سوم فصل در مͬ�کنیم، بیان را

مͬ�شود. بررسͬ فشرده گروه ͷی عنوان به دوران گروه روی روش این کاربرد چهارم فصل در و

پنج



١ فصل

مقدماتͬ قضایای و تعاریف

مͬ�شوند. بیان داشت خواهیم نیاز آن�ها به کار ادامه در که اولیه�ای مفاهیم و تعاریف فصل این در

است. شده استفاده [٢٠ ،١۵ ،١۴ ،١٣ ،١٠] مراجع از بیشتر فصل این در

ͷتوپولوژی برداری فضای و ͷتوپولوژی گروه ١.١

:١ ͷتوپولوژی گروه .١.١.١ تعریف

وارون و ضرب اعمال هرگاه مͬ�نامیم ͷتوپولوژی گروه ͷی توپولوژی ͷی با را G گروه ͷی

هستند: زیر به�صورت وارون و ضرب اعمال باشند. پیوسته

ضرب :
G×G −→ G
(x, y) 7−→ x · y

وارون :
G −→ G
x 7−→ x−۱

ͬͽهمسای هر برای یعنͬ ضرب عمل ͬͽپیوست ،ͷتوپولوژی فضاهای بین ͬͽپیوست مفهوم به توجه با

وارون ͬͽپیوست .UV ⊆ W که دارد وجود y حول V و x حول U همسایͽͬ�های x · y حول W

.V −۱ ⊆ U که هست x حول V ͬͽهمسای ͷی x−۱ حول U ͬͽهمسای هر برای یعنͬ

باشند، پیوسته وارونش و خودش که ͷتوپولوژی فضاهای بین دوسویͬ تابع ͷی .٢.١.١ تعریف

مͬ�شود. نامیده ٢ همانریختͬ
١Topological Group
٢Homeomorphism

١



٢ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

باشد، ͷتوپولوژی گروهͬ G اگر .٣.١.١ قضیه

هستند. همانریختͬ زیر نͽاشتهای (١
G −→ G
x 7−→ a · x ,

G −→ G
x 7−→ x · a

هستند. باز مجموعه�های aU و Ua, U−۱ آن�گاه ،a ∈ G و باشد باز G در U اگر (٢

هستند. باز نیز UA و AU آن�گاه ،A ⊆ G و باشد باز G در U اگر (٣

� .(۲ · ۱) گزاره�ی [١٠] به شود رجوع برهان برای . برهان

هر بنابراین است. e حول ͬͽهمسای x−۱U باشد، x حول ͬͽهمسای U و x ∈ G اگر .۴.١.١ گزاره

ͬͽهمسای V = x−۱U که نوشت U = x(x−۱U) = xV به�صورت مͬ�توان را x حول ͬͽهمسای

است. e حول

� است. واضح قبل قضیه�ی طبق برهان . برهان

:١ ͷتوپولوژی برداری فضای .۵.١.١ تعریف

که دهیم قرار توپولوژی ͷی X روی اگر باشد. F میدان روی برداری فضای ͷی X فرضکنیم

باشند پیوسته · : F × X −→ X اسͺالر در ضرب و + : X × X −→ X برداری جمع اعمال

مͬ�نامیم. ͷتوپولوژی برداری فضای ͷی را X آن�گاه

مثل G از متمایز نقطه دو هر ازای به هرگاه مͬ�گویند هاسدورف را G فضای .۶.١.١ تعریف

.U ∩ V = ∅ که باشند موجود y حول V و x حول U )همسایͽͬ�های x ̸= y ) x , y

،ͬͺتوپولوژی فضای ͷی عنوان به هرگاه مͬ�گوییم فشرده را Gͷتوپولوژی گروه ͷی تعریف٧.١.١.

باشد. فشرده
١Topological Vector Space



٣ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

هر برای و بوده هاسدورف G هرگاه مͬ�گویند فشرده موضعاً را Gͷتوپولوژی گروه .٨.١.١ تعریف

در باشد. فشرده V̄ و V ⊆ U که باشد موجود x حول V ͬͽهمسای ،x ∈ G حول U ͬͽهمسای

ͬͽهمسای دارای e و بوده هاسدورف G هرگاه مͬ�گوییم فشرده موضعاً را Gͷتوپولوژی گروه واقع

باشد. فشرده بستار با

هار انتͽرال و اندازه ٢.١

:١ ریس نمایش قضیه .١.٢.١ قضیه

این در باشد Cc(X) بر مثبت خطͬ ͷتابع ͷی I و فشرده موضعاً هاسدورف فضای ͷی X اگر

مثبت اندازه ͷی و است بورل مجموعه�های شامل که است موجود X بر M جبر −σ ͷی صورت

مͬ�دهد، نمایش زیر مفهوم به را I که است Mموجود بر λ فرد به منحصر

∀f ∈ Cc(X) I(f) =

∫
X

fdλ,

.λ(K) <∞ باشد فشرده K اگر نیز و

� .(۱۴ · ۲) قضیه�ی [٢٠] به شود رجوع . برهان

موجود Cc(G) بر I خطͬ ͷتابع آن�گاه باشد فشرده موضعاً گروهͬ G کنید فرض .٢.٢.١ قضیه

که است

.I(f) > ۰ باشد، Cc(G) از ناصفری عضو f ≥ ۰ اگر ( الف

.I(Laf) = I(f) ( ب

مثبت عدد آن�گاه کند صدق (ب) خاصیت در که باشد ناصفری مثبت خطͬ ͷتابع J اگر به�علاوه

.J = cI که است موجود c > ۰

� .[١٠] به شود رجوع . برهان

١Riesz Representation Theorem



۴ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

که است موجود λ اندازه ͷی و جبر −σ ͷی ریس نمایش قضیه به توجه با .٣.٢.١ نتیجه

I(f) =

∫
f dλ,

دارد. را ریس نمایش قضیه�ی در مذکور خواص تمام λ که

نمایش λ اندازه�ی و Cc(G) بر چپ هار انتͽرال آمد دست به بالا در که را I ͷتابع .۴.٢.١ تعریف

مͬ�گوییم. چپ هار اندازه�ی را آن دهنده�ی

داریم: آن�گاه باشد G بر چپ هار اندازه λ و باشد فشرده موضعاً گروهͬ G اگر .۵.٢.١ قضیه

λ(G) <∞ اگر وتنها اگر است فشرده G

� .(۱۵ · ۹) قضیه�ی [١۴] به شود رجوع . برهان

،λ(G) < ∞ مͬ�دانیم باشد G بر چپ هار اندازه λ و باشد فشرده گروهͬ G اگر .۶.٢.١ تعریف

کنیم تعریف مͬ�توانیم حال

µ =
λ

λ(G)
,

مͬ�گوییم. شده نرمال هار اندازه یا G روی احتمال اندازه را µ که ،µ(G) = ۱ داریم نتیجه در که

.λ(G) = ۱ یعنͬ بͽیریم نظر در نرمال را هار اندازه مͬ�توانیم باشد فشرده G اگر بنابراین

هیلبرت فضای و LP فضای ٣.١

مͬ�نامیم. مزدوج را q, p آن�گاه ۱
p
+ ۱

q
= ۱ که باشند مثبتͬ حقیقͬ اعداد q, p هرگاه .١.٣.١ تعریف

یͺدیͽر مزدوج نیز ۱,∞را ولذا q → ∞ آن�گاه p→ ۱ اگر و ۱ < q <∞,۱ < p <∞ وضوح به

مͬ�نامند.

۱ ≤ p < ∞ اگر باشد، µ مثبت اندازه با دلخواه اندازه فضای ͷی X کنید فرض .٢.٣.١ تعریف

مͬ�کنیم تعریف زیر به�صورت را Lp فضای و Lp نرم باشد پذیر اندازه تابعͬ f : X −→ C و

∥f∥p =
(∫

X

|f |pdµ
) ۱

p
,

Lp(X,µ) = {f : X −→ C : ∥f∥p <∞}.



۵ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

پذیر اندازه f, g : X −→ [۰,∞) و ۱ < p < ∞ و باشند مزدوج q, p کنید فرض .٣.٣.١ قضیه

صورت، این در ∫باشند،
X

fgdµ ≤
(∫

X

f pdµ
) ۱

p
(∫

X

gqdµ
) ۱

q
,(∫

X

(f + g)pdµ
) ۱

p ≤
(∫

X

f pdµ
) ۱

p
+
(∫

X

gpdµ
) ۱

p
.

� .(۹ · ۳,۸ · ۳) قضیه�ی [٢٠] به شود رجوع . برهان

:L∞ فضای و L∞ نرم .۴.٣.١ تعریف

مͬ�شود. تعریف زیر به�صورت و است |f | اساسͬ سوپریموم ،||f ||∞

∥f∥∞ = inf{α : µ{x : |f(x)| > α} = ۰ },

L∞(µ) = {f : X −→ C : ∥f∥∞ <∞}.

کند صدق زیر خواص در که H ×H −→ C : (x, y) 7→ ⟨x, y⟩ به�صورت تابعͬ .۵.٣.١ تعریف

مͬ�شود. نامیده H مختلط برداری فضای روی داخلͬ ضرب شبه ͷی

∀x, y, z ∈ H,α, β ∈ C

باشد، خطͬ اول مولفه به نسبت (١

⟨αx+ βy, z⟩ = α⟨x, z⟩+ β⟨y, z⟩,

باشد، خطͬ مزدوج دوم مولفه به نسبت (٢

⟨x, αy + βz⟩ = ᾱ⟨x, y⟩+ β̄⟨x, z⟩,

, ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ (٣

.∀x ∈ H ⟨x, x⟩ ≥ ۰ (۴

.x = ۰ که دهد نتیجه ⟨x, x⟩ = ۰ هرگاه مͬ�گویند داخلͬ ضرب را داخلͬ ضرب شبه این



۶ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

داریم: آن�گاه باشد، H روی داخلͬ ضرب شبه ͷی ⟨, ⟩ اگر .۶.٣.١ قضیه

|⟨x, y⟩| ≤ ⟨x, x⟩⟨y, y⟩.

است. ١ شوارتز کشͬ نامساوی به موسوم نامساوی این

� .(۲ · ۴) قضیه�ی [٢٠] به شود رجوع . برهان

:٢ هیلبرت فضای .٧.٣.١ تعریف

تعریف اگر و شود تعریف داخلͬ ضرب ͷی H روی هرگاه مͬ�گوییم هیلبرت فضای ͷی را H

شود. همͽرا آن در کشͬ دنباله�ی هر یعنͬ باشد کامل نرم این با H آن�گاه ،∥x∥۲ = ⟨x, x⟩ کنیم

است. معروف قطبͬ اتحاد به زیر تساوی

⟨x, y⟩ = ۱

۴

[
∥x+ y∥۲ − ∥x− y∥۲ + i∥x+ iy∥۲ − i∥x− iy∥۲

]
.

اگر .⟨x, y⟩ = ۰ هرگاه است عمود y بر x مͬ�گوییم H هیلبرت فضای ͷی در .٨.٣.١ تعریف

داریم: A ⊆ H

A⊥ = {x ∈ H : ⟨x, y⟩ = ۰ ∀y ∈ A}.

معادلند. زیر گزاره�های آن�گاه باشد H در یͺه متعامد مجموعه ͷی E اگر .٩.٣.١ قضیه

است، پایه ͷی E (١

،E⊥ = {۰} (٢

،span E = H (٣

،∀x ∈ H, x =
∑
e∈E

⟨x, e⟩e (۴

،∀x, y ∈ H, ⟨x, y⟩ =
∑
e∈E

⟨x, e⟩⟨e, y⟩ (۵

است. موسوم نیز پارسوال تساوی به تساوی این ،∥x∥۲ =
∑
e∈E

|⟨x, e⟩|۲ (۶

� .[٢٠] به شود رجوع . برهان
١Cauchy-Schwarz Inequality
٢Hilbert Space



٧ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

اعضای ،x ∈ H هر برای آن�گاه Hباشد، هیلبرت فضای از بسته Mزیرفضایͬ اگر تعریف١٠.٣.١.

را P (x) = ẋ که P : H −→M عملͽر .x = ẋ+ ẍ که است موجود ẍ ∈M⊥ و ẋ ∈M یͺتای

است، زیر خواص دارای که Mمͬ�نامیم بر متعامد تصویر

،∀x ∈ H : ⟨P (x), x⟩ ≥ ۰ یا ۰ ≤ P و ||P || = ۱, P ∗ = P (١

،M = {x ∈ H : Px = x} واقع در ∀x ∈M : Px = x (٢

.M⊥ = {x ∈ H : Px = ۰} = kerP (٣

دوفضای V, U اگر مثلا́ است، برداری فضاهای بین نͽاشت ͷی ١ عملͽر ͷی .١١.٣.١ تعریف

عملͽر نیز و است شده ذکر برداری فضاهای بین عملͽر ͷی A : U −→ V آن�گاه باشند برداری

است. U برداری فضای روی عملͽر ͷی A : U −→ U

را T : U −→ V تابع باشند، F میدان روی برداری فضای دو V, U کنید فرض .١٢.٣.١ تعریف

باشیم، داشته c ∈ F هر و x, y ∈ U هر ازای به هرگاه مͬ�گوییم خطͬ تبدیل ͷی

T (cx+ y) = cT (x) + T (y).

مͬ�گوییم. خطͬ عملͽر ͷی را خودش به برداری فضای ͷی از خطͬ تبدیل هر

یعنͬ مͬ�نامیم ٢ جبر ͷی ∗,+ دوتایͬ عمل دو همراه به را A مجموعه�ی ͷی .١٣.٣.١ تعریف

باشد حلقه ͷی (A, ∗) و باشد برداری فضایͬ (A,+) صورتیͺه در است جبر ͷی (A,+, ∗)

کند، صدق زیر خواص در ∀a, b, c ∈ A,α ∈ C ، ∗ و

،a ∗ (b+ c) = (a ∗ b) + (a ∗ c) (١

،(a+ b) ∗ c = (a ∗ c) + (b ∗ c) (٢

،(αa) ∗ b = α(a ∗ b) (٣

.a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c (۴
١Operator
٢Algebra



٨ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

کامل دار نرم برداری فضای ͷی یعنͬ باناخ فضای ͷی ،||.|| نرم با که A جبر ͷی .١۴.٣.١ تعریف

همچنین، و شود

∥ab∥ ≤ ∥a∥ ∥b∥,

مͬ�شود. گفته ١ باناخ جبر ͷی

نامیده A برجبر ٢ برگشت ͷی کند صدق زیر خواص در که ∗ : A −→ A تابع .١۵.٣.١ تعریف

مͬ�شود.

،∀a, b ∈ A, ∀α, β ∈ C (αa+ βb)∗ = ᾱa∗ + β̄b∗ (١

،(ab)∗ = b∗a∗ (٢

.(a∗)∗ = a (٣

مͬ�نامیم. ٣ جبر −∗ باناخ ͷی را برگشت ͷی همراه به باناخ جبر ͷی .١۶.٣.١ تعریف

۴ جبر −C∗ ͷی A آن�گاه ||a∗a|| = ||a||۲ و باشد جبر −∗ باناخ ͷی ،A اگر .١٧.٣.١ تعریف

است.

۵ همریختͬ ͷی را هستند باناخ جبر دو هر A,B که φ : A −→ B خطͬ عملͽر .١٨.٣.١ تعریف

باشیم: داشته هرگاه مͬ�نامیم جبری

∀a, b ∈ A, φ(ab) = φ(a)φ(b).

مͬ�نامیم. A مشخصه�های یا A روی ۶ کاراکتر را φ : A −→ C جبری همریختͬ�های تمام

١Banach Algebra
٢Involution
٣Banach *-Algebra
۴C∗ −Algebra
۵Homomorphism
۶Character



٩ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

مثبت معین عملͽر ͷی را A : H −→ H عملͽر باشد هیلبرت فضای ͷیH اگر تعریف١٩.٣.١.

هرگاه مͬ�گوییم

∀u ∈ H, ⟨Au, u⟩ > ۰.

مͬ�گوییم. مثبت معین نیمه را فوق عملͽر باشد به�صورت≤ نامساوی اگر

روی کراندار مثبت معین نیمه عملͽر ͷی T اگر عملͽرها نظریه�ی و خطͬ جبر در تعریف٢٠.٣.١.

اگر است T دوم ریشه�ی B باشد، مختلط هیلبرت فضای ͷی

T = B∗B

. مͬ�دهیم نشان نیز T ۱/۲ با را B است. B عملͽر الحاقͬ B∗ که

ͷی را f : H ×K −→ C نͽاشت باشند، هیلبرت فضای دو K,H کنید فرض .٢١.٣.١ تعریف

مزدوج دوم مؤلفه�ی به ونسبت خطͬ اول مؤلفه�ی به نسبت هرگاه مͬ�گوییم ١ خطͬ ونیم ͷی فرم

باشد. خطͬ

هرگاه مͬ�گوییم کراندار را f فرم .٢٢.٣.١ تعریف

∃M > ۰ : ∀x ∈ H, ∀y ∈ K , |f(x, y)| ≤M∥x∥ ∥y∥.

|f(x, y)| ≤ ∥f∥ ∥x∥ ∥y∥ یعنͬ دهیم، مͬ نشان ∥f∥ با را Mهایͬ چنین اینفیمم

هرگاه مͬ�گوییم فشرده را T ∈ B(H) عملͽر باشد هیلبرت فضای ͷی H اگر .٢٣.٣.١ تعریف

مͬ�گوییم متناهͬ رتبه از را T عملͽر .B = {x ∈ H : ∥x∥ ≤ ۱} آن در که باشد فشرده T (B)

است. فشرده متناهͬ رتبه از عملͽر هر .dim(R(T )) <∞ هرگاه

H از کراندار خطͬ نͽاشتهای تمام گردایه�ی باشند، هیلبرت فضاهای H, K اگر .٢۴.٣.١ تعریف

B(H,K) مجموعه�ی .B(H,H) = B(H) همچنین مͬ�دهند. نشان B(H,K) با را K توی به

مͬ�باشد زیر به�صورت آن نرم که است نرمدار فضایͬ

∥T∥ = sup{∥T (x)∥ : ∥x∥ ≤ ۱}.
١Sesquilinear



١٠ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

فشرده عملͽرهای و مͬ�دهیم نشان K(H,K) با را K به H از فشرده عملͽرهای تمام مجموعه�ی

مͬ�دهیم. نشان K(H) با را H روی

عملͽرهای آن�گاه باشد کراندار خطͬ ونیم ͷی فرم ͷی f : H × K −→ C اگر .٢۵.٣.١ قضیه

که موجودند S ∈ B(H,K) و T ∈ B(H,K) به�فرد منحصر

∀x ∈ H, ∀y ∈ K, f(x, y) = ⟨Tx, y⟩ = ⟨x, Sy⟩.

مͬ�دهند. نمایش T ∗ با و نامند T عملͽر الحاقͬ را S این .∥f∥ = ∥T∥ = ∥S∥ وبه�علاوه

� .[١٠] به شود رجوع . برهان

است. الحاقͬ همان آن برگشت که است جبر -C∗ ͷی B(H) که داد نشان مͬ�توان .٢۶.٣.١ تذکر

مͬ�کنیم تعریف زیر به�صورت آنرا قدرمطلق جبر -C∗ ͷی در a عنصر هر برای .٢٧.٣.١ تعریف

|a| = (a∗a)
۱
۲ .

ͷی الحاقͬ برگشت با B(H) دیدیم همچنین .|a| = a داریم باشد مثبت ،a عنصر اگر به�وضوح

است. برقرار نیز نامنفͬ عملͽرهای برای تعریف این بنابراین است جبر -C∗

:١ یͺانͬ عملͽر .٢٨.٣.١ تعریف

Hباشد. روی کراندار خطͬ عملͽرهای تمام فضای B(H) و هیلبرت فضای ͷیH فرضکنید

یعنͬ باشد طولپا و پوشا ،ͷی به ͷی u : H −→ H هرگاه مͬ�نامیم یͺانͬ را u ∈ B(H) عملͽر

با U(H) آن�گاه بͽیریم نظر در B(H) در یͺانͬ عملͽرهای فضای را U(H) اگر .∥ux∥ = ∥x∥

از زیرمجموعه�ای U(H) مͬ�دهد. تشͺیل گروه ͷی است ترکیب همان که عملͽرها ضرب عمل

واقع، در است B(H) در بسته یͺه گوی

∀u ∈ U(H) : ∥u∥ = ۱.
١Unitary



١١ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

P : X −→ [۰,∞) نͽاشت X برداری فضای ͷی بر ١ نرم شبه ͷی از منظور .٢٩.٣.١ تعریف

که، است

،∀x, y ∈ X P (x+ y) ≤ P (x) + P (y) (١

.∀α ∈ F, ∀x ∈ X P (αx) = |α|P (x) (٢

.x = ۰ که شود نتیجه P (x) = ۰ از هرگاه مͬ�گوییم نرم ͷی را P نرم شبه

را زیر شرط باشند، X فضای بر نرمها شبه از ای خانواده {Pα}α∈Λ کنید فرض .٣٠.٣.١ تعریف

مͬ�گوییم، هاسدورف ∩شرط
α∈Λ

{x ∈ X : Pα(x) = ۰} = {۰}.

کند، صدق هاسدورف شرط در که باشد موجود X برداری فضای روی نرمها شبه از خانواده�ای اگر

عͺس مͬ�کند. تبدیل هاسدورف محدب موضعاً ͷتوپولوژی برداری فضای ͷی به را X آن�گاه

ͷتوپولوژی برداری فضای ͷی روی محدب موضعاً توپولوژی هر یعنͬ است درست نیز مطلب این

است. شده ایجاد مͬ�کند صدق هاسدورف شرط در که نرمها شبه از خانواده ͷی توسط هاسدورف

داریم: {Pα}α∈Λ نرمهای شبه توسط القایͬ توپولوژی در .٣١.٣.١ تذکر

، xi → x⇐⇒ ∀α ∈ Λ : limPα(xi − x) = ۰ (١

یعنͬ، است پیوسته توپولوژی این به نسبت Pα هر (٢

|Pα(xi)− Pα(x)| ≤ Pα(xi − x).

:٢ قوی عملͽری توپولوژی .٣٢.٣.١ تعریف

تعریف Px(T ) = ∥Tx∥ به�صورت را Px : B(H) −→ [۰,∞) نرم شبه x ∈ H هر برای

هاسدورف شرط در {Px}x∈H خانواده�ی مͬ�شود داده نشان است. نرم شبه Px وضوح به مͬ�کنیم.

را B(H) روی نرمها شبه از خانواده این توسط شده ایجاد محدب موضعاً توپولوژی مͬ�کند. صدق
١Seminorm
٢Strong Operator Topology



١٢ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

داریم: توپولوژی این در نامیم. مͬ قوی عملͽری توپولوژی

Ti −→ T ⇐⇒ ∀x ∈ H;Px(Ti − T ) −→ ۰

≡ ∀x ∈ H, ∥Tix− Tx∥ −→ ۰

⇐⇒ ∀x ∈ H Ti(x) −→ T (x).

داریم: همچنین است. نقطه�ای همͽرایͬ معادل مطلب این که

∀ x ∈ H : ∥Ti(x) −→ T (x)∥ < ∥Ti − T∥ ∥x∥.

از قوی�تر نرم توپولوژی یعنͬ قوی. عملͽری توپولوژی در Ti −→ T آن�گاه Ti
∥.∥−→ T اگر بنابراین

است. قوی عملͽری توپولوژی

:١ ضعیف عملͽری توپولوژی .٣٣.٣.١ تعریف

Px,y = |⟨Tx, y⟩| به�صورت را Px,y : B(H) −→ [۰,∞) نرم شبه x, y ∈ H هر برای

شرط در {Px,y}x,y∈H خانواده�ی مͬ�شود داده نشان است. نرم شبه Px,y وضوح به مͬ�کنیم، تعریف

روی نرمها شبه از خانواده این توسط شده ایجاد محدب موضعاً توپولوژی مͬ�کنند. هاسدورفصدق

داریم: توپولوژی این در مͬ�نامیم. ضعیف عملͽری توپولوژی را B(H)

Ti −→ T ⇐⇒ ∀x, y ∈ H Px,y(Ti − T ) −→ ۰

⇐⇒ |⟨Tix− Tx, y⟩| −→ ۰

⇐⇒ ∀x, y ∈ H⟨Tix, y⟩ −→ ⟨Tx, y⟩.

بر داد نشان مͬ�توان است. ضعیف�تر قوی، عملͽری توپولوژی از ضعیف عملͽری توپولوژی

یͺسان ضعیف عملͽری توپولوژی و قوی عملͽری توپولوژی ،U(H) یͺانͬ عملͽرهای فضای

هستند.

١Weak Operator Topology


