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چ΋یده

م�ͳدهیم نشان ،ͳیعن م�ͳدهیم؛ شرح خلاصه به�طور را ترتیب نظریه�ی دیدگاه پایان�نامه این در

را ͳکل وجودی قضایای ترتیب، نظریه�ی در ثابت نقطه قضایای از استفاده با چΎونه که

تعویض�پذیر خانواده�ای تقریباً-ثابت و ثابت مینیمال مجموعه�ی و مجموعه بزرگترین درباره

Έی بر تعریفشده (ͳانقباض مجموعه و (بسته بسته�ی مقدار مجموعه خود-نگاشت�های از

ͳبرخ عکس بΎیریم. نتیجه کراندار) و کامل Έمتری (فضای فشرده ͳ΋توپولوژی فضای

Έمتری) فشرده فضاهای از یΈمشخص�سازی آن �موجب به است. شده ثابت نتایج این از

ثابت نقطه قضیه�ی از فرمولبندی آخر، در م��ͳدهیم. ارائه کاربرد دو و م�ͳکنیم بیان کامل)

بیان شود، حذف X باناخ فضای از S زیر�مجموعه�ی تحدب شرط ͳوقت را ͳ΋کراسنوسلس

م�ͳکنیم.

ͳانقباض مجموعه مقدار نگاشت�هایمجموعه ثابت، مجموعه ثابت، نقطه واژگانکلیدی:

.ͳ΋کراسنوسلس ثابت نقطه قضیه�ی ،ͳغیر�انبساط نگاشت�های خود-متشابه، مجموعه�ی
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پیشΎفتار
مورد ͳریاض آنالیز از ͳمختلف شاخه�های در خود-نگاشت�ها از ثابت مجموعه�های

خود-متشابه مجموعه�ی Έی فرکتال هندسه�ی� در نمونه، برای م�ͳگیرد. قرار استفاده

م�ͳشود. تعریف انقباض�ها از ͳمتناه اجتماع تحت ثابت، فشرده� یΈمجموعه�ی به�صورت

نرمال صورت از نش یΈتعادل �حال�ͳکه در است. شده بیان بازی�ها نظریه�ی در دیΎر، مثال

(نگاشت خاص مقدار مجموعه خود-نگاشت Έی از ثابت نقطه�ی Έی به�صورت بازی

به�صورت شده گویا نقطه�ی بر�آمد�های از مجموعه�ای مشخصم�ͳشود، نش) مقدار مجموعه

است. مقدار مجموعه نگاشت این از ماکزیمال ثابت حاصلضرب مجموعه�ی Έی

نگاشت�های برای ثابت مجموعه نظریه�ی بیان به [١۴] ١در اک ٢٠٠۴ سال در

و خود-متشابه مجموعه�های وجود آن از کاربردی عنوان به و پرداخت مقدار مجموعه

در ٢٠٠٩ سال در آن از پس کرد. مطرح را بازی�ها در شده گویا نقطه�ی برآمدهای وجود

زیر�مجموعه�ی تحدب شرط ͳوقت ٢ ͳ΋کراسنوسلس ثابت نقطه قضیه�ی فرمولبندی به [١۵]

پرداخت. شود، حذف X باناخ فضای از S

مجموعه نگاشت�های برای ثابت مجموعه نظریه�ی بیان پایان�نامه، این ͳاصل هدف

بر ͳطبیع محدب ساختار فقدان دلیل به م�ͳباشد. نظریه این از کاربرد�هایی بیان و مقدار

نقطه� نظریه�ی یا ترتیب نظریه�ی طول در است بهتر نظریه این مجموعه�ها از مجموعه�ای

Ok١

Krasnoselskii٢
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د پیشΎفتار

یابد. گسترش Έمتری ثابت

است. شده تنظیم فصل پن; در نامه پایان این

م�ͳباشد. بعد فصل�های در شده گرفته ب΋ار و ساده مفاهیم به مربوط اول فصل

چΎونه که م�ͳدهیم نشان ،ͳیعن م�ͳدهیم؛ شرح را ترتیب نظریه�ی دیدگاه دوم فصل در

برای ثابت مجموعه�های وجود مطالعه�ی در م�ͳتواند ترتیب نظریه�ی در ثابت نقطه قضایای

شود. استفاده مقدار مجموعه خود-نگاشت�های

مشخص�سازی Έی و م�ͳکنیم بیان را تقریباً-ثابت و ثابت مجموعه خاصیت سوم فصل در

دارای کامل Έمتری فضای هر این�که مشاهده با م�ͳآوریم. به�دست فشرده فضاهای از

از مشخص�سازی Έی است، ͳانقباض مجموعه نگاشت�های برای ثابت مجموعه خاصیت

از دنباله Έی ثابت مجموعه�های از دنباله�ای رفتار و م�ͳکنیم، بیان کامل Έمتری فضاهای

کرد. خواهیم ͳبررس را بسته مقدار مجموعه نگاشت�های

م�ͳکنیم. بیان ثابت مجموعه نظریه�ی از کاربرد دو چهارم فصل در

شرط ͳوقت را ͳ΋کراسنوسلس ثابت نقطه� قضیه�ی فرمولبندی برای روش دو آخر فصل در

م�ͳکنیم. بیان شود، حذف X باناخ فضای از S � زیر�مجموعه�ی تحدب



١ فصل

قراردادها و اولیه مفاهیم

اثبات بدون م�ͳگیرد، قرار استفاده مورد ادامه در که قضایایی و ساده مفاهیم فصل این در

،[٨] ،[٧] ،[۵] ،[٢] ،[١] منابع از فصل این در که است ذکر به لازم است. شده آورده

است. شده استفاده [١٣] و [١١]

تمام مجموعه بیانگر c(X) ،X ͳ΋توپولوژی فضای هر برای پایان�نامه، این در قرار�داد:

فشرده� زیر�مجموعه�های تمام مجموعه بیانگر k(X) و X ͳغیر�ته بسته� زیر�مجموعه�های

مجموعه را (cb(X)) b(X) باشد، Έمتری فضای Έی (X, d) اگر م�ͳباشد. X ͳغیر�ته

م�ͳگیریم. نظر در X از (ͳغیر�ته کراندار و (بسته ͳغیر�ته کراندار زیر�مجموعه�های تمام

.R+ = [0,∞) و م�ͳگیریم نظر در ͳحقیق اعداد را R ،ͳطبیع اعداد را N هم�چنین

و x ∨ y ،x, y ∈ P هر برای باشد. مرتب جزئاً مجموعه�ای P کنید فرض :١ توجه

S زیر�مجموعه�ی هر برای هم�چنین است. inf{x, y} و sup{x, y} بیانگر ترتیب به x ∧ y

م�ͳباشند. inf S و supS بیانگر ترتیب به
∧
S و

∨
S ،P ∩از

A ،X زیر�مجموعه�های از A ͳغیر�ته گردایه�ی هر برای پایان�نامه، این در :٢ توجه

م�ͳباشد.
∪

A∈A A بیانگر
∪

A و
∩

A∈A A بیانگر



٢ قراردادها و اولیه مفاهیم .١ فصل

باشد. مرتب جزئاً مجموعه�ای (P,6) کنید فرض تعریف١.٠.١.

است. شب΋ه Έی P آن�گاه باشد، داشته وجود x, y ∈ P هر برای x∧ y و x∨ y اگر (i)

�کامل شب΋ه� Έی P آن�گاه باشد، داشته وجود S ⊆ P هر برای
∧
S و

∨
S اگر (ii)

م�ͳشود. نامیده

برای x ∧ y هرگاه گوییم ͳپایین �شب΋ه نیم را P مرتب جزئاً مجموعه�ی تعریف٢.٠.١.

باشد. داشته وجود x, y ∈ P هر

هر برای P در
∧
S به�طوری�که باشد مرتب جزئاً مجموعه�ای P کنید فرض .٣.٠.١ لم

هر برای P در
∨
S صورت این در باشد. داشته وجود P از S ͳغیرته زیرمجموعه�ی

حقیقت در دارد. وجود است، P در بالا کران دارای که P از S زیرمجموعه�ی

∨
S =

∧
{x ∈ P : ∀s ∈ S s ≤ x}

کنید. رجوع [٢] به اثبات.

مجموعه نگاشت Έی باشند. ͳغیرته مجموعه�هایی X, Y کنید فرض .۴.٠.١ تعریف

با را ͳنگاشت چنین م�ͳنگارد. 2Y \{∅} به�توی را X که است ͳتابع Y به X از مقدار

م�ͳنویسیم X از S زیر�مجموعه�ی هر برای و م�ͳدهیم نشان Γ : X ⇒ Y

Γ(S) =
∪
{Γ(x) : x ∈ S}

Έی XX در ͳتابع هر است. X بر مقدار مجموعه ͳخود-نگاشت Γ باشد، X = Y اگر

خود-نگاشت�ها و تکمقداری مقدار مجموعه خود-نگاشت�های است.(ما خود-نگاشت

م�ͳشود. نامیده Γثابت نقطه x ∈ Γ(x) به�طوری�که x ∈ X عنصر هر م�ͳگیریم.) ی΋سان را



٣ قراردادها و اولیه مفاهیم .١ فصل

مجموعه ͳنگاشت Γ : X ⇒ X و ͳ΋توپولوژی فضایی X کنید فرض .۵.٠.١ تعریف

Gr(Γ) := {(x, y) : y ∈ Γ(x)} هرگاه است، بسته گراف دارای Γ گوییم باشد. مقدار

باشد. X2 از بسته زیر�مجموعه�ای

است Γ(x) شامل که O باز مجموعه�ی هر و x هر برای اگر است، بالایی پیوسته نیم Γ

باشد. داشته وجود Γ(U) ⊆ O به�طوری�که x از U باز ͳΎهمسای

است Γ(x)∩O ̸= ∅ که O باز مجموعه�ی هر و x هر برای اگر است، ͳپایین پیوسته نیم Γ

باشد. داشته وجود Γ(t) ∩O ̸= ∅ ،t ∈ U هر برای به�طوری�که x از U باز ͳΎهمسای

باشد. ͳپایین پیوسته نیم و بالایی پیوسته نیم هرگاه است، پیوسته Γ

ͳغیرته زیرمجموعه�ی هر برای هرگاه است، (همبند) بسته Γ مقدار مجموعه نگاشت

Γ(x) هرگاه است، مقدار بسته Γ باشد. (همبند) بسته Γ(S) ،X از S (همبند) بسته

باشد. X از بسته زیر�مجموعه�ای

شرایط ͳ΋توپولوژی فضاهای بین Γ : X ⇒ Y مقدار مجموعه نگاشت برای .۶.٠.١ لم

معادل�اند: زیر

است. بالایی پیوسته نیم Γ (i)

.Y از V باز زیرمجموعه�ی هر برای است، باز {x ∈ X : Γ(x) ⊂ V } (ii)

.Y از F بسته زیرمجموعه�ی هر برای است، بسته {x ∈ X : Γ(x) ∩ F ̸= ∅} (iii)

کنید. رجوع [١] به اثبات.

�پیوسته نیم مقدار تحتیΈنگاشتمجموعه فشرده یΈمجموعه�ی تصویر قضیه٧.٠.١.

است. فشرده فشرده-مقدار، و بالایی

کنید. رجوع [١] به اثبات.



۴ قراردادها و اولیه مفاهیم .١ فصل

ͳ΋توپولوژی فضاهای بین φ : X ⇒ Y مقدار مجموعه نگاشت برای .٨.٠.١ قضیه

معادل�اند: زیر گزاره�های

است. ͳپایین پیوسته نیم x نقطه�ی در φ مقدار مجموعه نگاشت (i)

تور و {xα} تور از {xαλ
}λ∈Λ زیر�تور ،y ∈ φ(x) هر برای آن�گاه ،xα −→ x اگر (ii)

.yλ −→ y و yλ ∈ φ(xαλ
) ،λ ∈ Λ هر برای به�طوری�که دارد وجود Y در {yλ}λ∈Λ

کنید. رجوع [١] به اثبات.

شرط در T : X −→ X و کامل Έمتری فضای Έی X کنید فرض .٩.٠.١ قضیه

ρ(T (x), T (y)) ≤ ψ(ρ(x, y)) هر برای x, y ∈ X

هرگاه ،ͳیعن) راست از بالایی پیوسته نیم ψ : R+ −→ [0,∞) آن در که کند، صدق

این در .ψ(t) < t ،t > 0 هر برای و (lim supn−→∞ ψ(rn) ≤ ψ(r) آن�گاه ،rn ↓ r ≥ 0

.x ∈ X هر برای T n(x) −→ x0 و است x0 ی΋تای ثابت نقطه دارای T صورت

کنید. رجوع [٨] به اثبات.

Έمتری صورت این در باشد. Έمتری فضای Έی (X, d) کنید فرض تعریف١٠.٠.١.

به�صورت cb(X) روی هاسدورف

dH(A,B) = max
{
sup
x∈A

d(x,B) , sup
y∈B

d(y,A)
}

.d(x,B) = infy∈B d(x, y) و A,B ∈ cb(X) آن در که م�ͳشود، تعریف

مجموعه خود-نگاشت باشد. Έمتری فضای Έی (X, d) کنید فرض تعریف١١.٠.١.

ͳحقیق عدد و Γ(x) ∈ cb(X) ،x ∈ X هر برای هرگاه گوییم، ͳانقباض را X بر Γ مقدار

باشیم داشته x, y ∈ X هر برای به�طوری�که باشد، داشته وجود 0 ≤ k < 1

dH(Γ(x),Γ(y)) ≤ kd(x, y)



۵ قراردادها و اولیه مفاهیم .١ فصل

مقدار مجموعه خود-نگاشت آن�گاه باشد، k = 1 اگر م�ͳشود. نامیده Γ انقباض ثابت k

گوییم. ͳغیرانبساط را Γ

Έی روی بر که ،ͳانقباض مقدار مجموعه نگاشت هر نادلر١) (قضیه .١٢.٠.١ قضیه

است. ثابت نقطه دارای باشد، شده تعریف کامل Έمتری فضای

کنید. رجوع [١] به اثبات.

بسته زیرمجموعه�های از گردایه�ای F ،Έمتری XیΈفضای فرضکنید .١٣.٠.١ قضیه

در باشد. X از ͳغیرته d-کراندار و بسته زیرمجموعه�های از گردایه�ای Fd و X ͳغیرته

صورت این

باشد ͳکل� کراندار (F , τh) ⇐⇒ است ͳکل� ,X)کراندار d)

باشد کامل (Fd, τh) ⇐⇒ است ,X)کامل d)

باشد فشرده (F , τh) ⇐⇒ است ,X)فشرده d)

است. F بر هاسدورف Έمتری توپولوژی τh آن در که

کنید. رجوع [١] به اثبات.

م�ͳکنیم تعریف ،X مجموعه�ی از A ͳغیر�ته زیر�مجموعه�ی هر برای تعریف٠.١.١۴.

Au = {B ∈ 2X\{∅} : B ⊂ A} و Al = {B ∈ 2X : A ∩B ̸= ∅}

.Au = Al = ∅ آن�گاه ،A = ∅ اگر

کنید توجه هم�چنین .Au = 2A\{∅} ⊂ Al ،A ͳغیر�ته زیر�مجموعه�ی هر برای به�وضوح

داریم X از B و A زیر�مجموعه�های تمام برای که

Au ∩Bu = (A ∩B)u و (A ∩B)l ⊂ Al ∩Bl

Nadler١



۶ قراردادها و اولیه مفاهیم .١ فصل

مجموعه�ها از گردایه�ای باشد. ͳ΋توپولوژی فضای Έی X کنید فرض تعریف٠.١.١۵.

ش΋ل به

Gu
0 ∩Gl

1 ∩ · · · ∩Gl
n

توپولوژی برای پایه Έی تش΋یل Xهستند، باز زیرمجموعه�های G0, G1, . . . , Gn آن در که
٢ ویتوریس توپولوژی یا نمایی توپولوژی توپولوژی، این م�ͳدهند. X ͳتوان مجموعه بر

م�ͳشود. داده نشان τV با و م�ͳشود نامیده

ش΋ل به مجموعه�هایی توسط شده داده پایه�ی دارای که توپولوژی تعریف٠.١.١۶.

(Kc)u ∩Gl
1 ∩ · · · ∩Gl

n

هستند X ͳ΋توپولوژی فضای باز زیرمجموعه�های G1, . . . , Gn و فشرده K آن در که

م�ͳشود. نامیده ٣ فل توپولوژی

توپولوژی صورت این در باشد. متری��Έپذیر فضایی X کنید فرض .١٧.٠.١ قضیه

معادل�اند. k(X) بر هاسدورف Έمتری توپولوژی و ویتوریس

کنید. رجوع [١] به اثبات.

توپولوژی با فل توپولوژی آن�گاه باشد، متریΈفشرده XیΈفضای اگر .١٨.٠.١ قضیه

است. معادل k(X) بر هاسدورف Έمتری

کنید. رجوع [١] به اثبات.

اگر تنها و اگر است فشرده X باشد. ͳ΋توپولوژی فضایی X کنید فرض .١٩.٠.١ قضیه

صدق ͳمتناه مقط΄ شرط در که C مانند X بسته مجموعه�های از زیر�گردایه هر ازای به

است. ͳنا�ته
∩

c∈C c ،ͳیعن C؛ اعضای همه مقط΄ م�ͳکند

Vietoris٢

Fell٣



٧ قراردادها و اولیه مفاهیم .١ فصل

کنید. رجوع [١٣] به اثبات.

زیرمجموعه�های از گردایه�ای A و فشرده هاسدورف فضای Έی X اگر .٢٠.٠.١ قضیه

است. همبند
∩

A∈A A آن�گاه باشد، X همبند و بسته

کنید. رجوع [١٣] به اثبات.

Έی (Y, d) و دلخواه فضای Έی X کنید فرض (۴ͳول΋آس (قضیه .٢١.٠.١ قضیه

کند: صدق زیر شرایط در F ⊆ c(X, Y ) کنید فرض باشد. Έمتری فضای

است. همپیوسته X بر F (i)

است. نسبی فشرده� x ∈ X هر برای {f(x) : f ∈ F} (ii)

است. فشرده (F (بستار F صورت این در

است. Y به�توی X از پیوسته توابع تمام فضای بیانگر c(X, Y )

است. برقرار فوق� قضیه�ی عکس آن�گاه باشد، فشرده موضعاً X اگر

کنید. رجوع [۵] به اثبات.

دوسویی ͳتابع هرگاه گویند، همانریخت را Y Xو توپولوژی فضای دو تعریف٢٢.٠.١.

باشد. داشته پیوسته وارون و پیوسته f به�طوری�که باشد، داشته وجود f : X −→ Y مانند

نامند. ͳهمانریخت را f تابع

باشد بسته f ⇐⇒ است پیوسته f−1

باشد. X از زیرفضایی Y و ͳ΋توپولوژی فضای Έی X کنید فرض .٢٣.٠.١ تعریف

y ∈ Y هر برای f(y) = y به�طوری�که باشد، داشته وجود f : X −→ Y پیوسته�ی تابع اگر

م�ͳباشد. Y بروی X از درون�بری Έی f تابع و است، X درون�بر Έی Y گوییم آن�گاه

Askoli۴



٨ قراردادها و اولیه مفاهیم .١ فصل

برای اگر فقط و اگر گوییم محدب ی΋نواخت به�طور را X باناخ فضای تعریف٠.١.٢۴.

و ∥y∥ ≤ 1 ،∥x∥ ≤ 1 هرگاه به�طوری�که باشد داشته وجود δ(ϵ) ∈ (0, 1] ،ϵ ∈ (0, 2] هر

آن�گاه باشد، ∥x− y∥ ≥ ϵ ،x, y ∈ X هر برای

∥∥∥(x+ y)

2

∥∥∥ ≤ 1− δ(ϵ)

باناخ فضای Έی از بسته محدب زیرمجموعه�ی Έی C کنید فرض .٢۵.٠.١ تعریف

{ui} از x مجانبی مرکز Έی باشد. C در کراندار دنباله�ی Έی {ui} و محدب ی΋نواخت

به�طوری�که است، C در ی΋تایی نقطه�ی C در

lim sup
i

∥x− ui∥ = inf{lim sup
i

∥y − ui∥ : y ∈ C}

است. C در {ui} مجانبی شعاع r = inf{lim supi ∥y − ui∥ : y ∈ C} عدد

صورت این در باشند. نرمدار ͳخط فضاهای Y و X کنید فرض .٢۶.٠.١ تعریف

باشد. فشرده (F (X) (بستار F (X) هرگاه است، فشرده F : X −→ Y نگاشت

Y,X باناخ فضاهای بین نگاشت�هایی f, g, h : X −→ Y فرضکنید تعریف٢٧.٠.١.

که .g = f − h اگر فقط و اگر م�ͳشود، نامیده g نگاشت از فشرده اختلال Έی f باشند.

است. فشرده ͳنگاشت h آن در

ستاره�گون Xرا ͳحقیق (برداری) ͳفضایخط Aاز ͳغیرته مجموعه�ی تعریف٢٨.٠.١.

در x به x0 از خط پاره x ∈ A هر برای به�طوری�که باشد داشته وجود x0 ∈ A اگر گوییم،

.x ∈ A هر برای [x0, x] ⊆ A ،ͳیعن باشد؛ A

تعریف α خوشترتیب مجموعه�ی Έی به�صورت ترتیبی عدد Έی .٢٩.٠.١ تعریف

.ξ = {η ∈ α : η < ξ} ،α در ξ هر برای به�طوری�که م�ͳشود،



٩ قراردادها و اولیه مفاهیم .١ فصل

{x ∈ Γ : α < x} و α ∈ Γ اگر باشد. ترتیبی عدد Έی Γ کنید فرض تعریف٣٠.٠.١.

نشان α+1 با و گوییم α ͳتال را آن که است عضو کوچ΋ترین دارای آن�گاه باشد، ͳغیر�ته

م�ͳشود. نامیده ترتیبی حد�� نباشد، ͳتال که Γ از غیرصفری عنصر م�ͳدهیم.

آن�گاه باشد، ͳغیرنزول یا غیرصعودی و کراندار {xα}α∈Ω ⊆ R اگر .٣١.٠.١ قضیه

.xα = xβ ،α ≥ β هر برای به�طوری�که β دارد وجود

م�ͳباشد. نا�شمارا ترتیبی عدد نخستین بیانگر Ω

کنید. رجوع [٧] به اثبات.

خوشترتیب مجموعه�ای (A,≤) کنید فرض (ͳترا�متناه استقرای (اصل .٣٢.٠.١ قضیه

برای که P (y) ،x ∈ A هر برای اگر باشد. x درباره گزاره�ای P (x) ،x ∈ A هر برای و

P (x) ،x ∈ A هر برای آن�گاه است، برقرار P (x) که دهد نتیجه است، برقرار y < x هر

است. برقرار

کنید. رجوع [١١] به اثبات.

فضاها از خانواده�ای {Yα : α ∈ A } کنید فرض تیخونف۵) (قضیه .٣٣.٠.١ قضیه

باشد. فشرده Yα هر اگر فقط و اگر است، فشرده
∏

α Yα صورت این در باشد.

کنید. رجوع [۵] به اثبات.

Tychonoff۵



٢ فصل

نظریه�ی ثابتدر مجموعه قضایای

ترتیب

مجموعه�ی وجود ثابت، نقطه�ی وجود م�ͳکنیم، مشاهده ابتدا [١۴] از استفاده با فصل این در

در ثابت نقطه� قضایای چΎونه که م�ͳدهیم نشان سپس م�ͳدهد. نتیجه را ͳغیرته ثابت

خود- از ͳمعین انواع برای ثابت مجموعه�های وجود مطالعه�ی در م�ͳتواند ترتیب نظریه�ی

شود. استفاده تعویض�پذیر) (خانواده�های مقدار مجموعه نگاشت�های

ͳمقدمات مفاهیم تعاریفو ١.٢

م�ͳکنیم. شروع شد، خواهد استفاده نتایج در غالباً که ͳاساس مفهوم چند تعریف با ما

نگاشت دو ترکیب باشند. ͳغیرته مجموعه�هایی X, Y, Z کنید فرض .١.١.٢ تعریف

Υ ◦ Γ : X ⇒ Z مقدار مجموعه نگاشت Υ : Y ⇒ Z و Γ : X ⇒ Y مقدار مجموعه

جابجایی�اند Υ و Γ گوییم م�ͳشود. تعریف Υ ◦ Γ(x) := Υ(Γ(x)) به�صورت که م�ͳباشد،



١١ ترتیب نظریه�ی در ثابت مجموعه قضایای .٢ فصل

بر مقدار مجموعه خود-نگاشت�های از C ͳغیرته خانواده�ی و Γ ◦ Υ = Υ ◦ Γ هرگاه

k-امین و Γ1 := Γ گیریم باشد. جابجایی C عضو دو هر اگر است، تعویض�پذیر X

به�وضوح م�ͳکنیم. تعریف k = 2, 3, . . . هر برای Γk := Γk−1 ◦ Γ به�صورت را Γ تکرار

است. تعویض�پذیر خانواده�ای {Γk : k ∈ N}

م�ͳشود. نامیده Γثابت مجموعه باشد، S = Γ(S) به�طوری�که ،X از S زیر�مجموعه�� هر

ͳغیرته مجموعه�ای C اگر م�ͳدهیم. نشان Fix(Γ) با را Γثابت مجموعه�های تمام مجموعه

.C (S) = {Γ(S) : Γ ∈ C } م�ͳنویسیم باشد، X بر مقدار مجموعه خود-نگاشت�های از

،ͳیعن م�ͳدهیم؛ نشان Fix(C ) با را C عناصر مشترک ثابت مجموعه�های تمام مجموعه

Fix(C ) :=
∩

{Fix(Γ) : Γ ∈ C }

اینجا در است. مقدار مجموعه خود-نگاشت هر از ثابت مجموعه�ای ∅ تعریف طبق

مجموعه خود-نگاشت�های از ͳمختلف انواع برای ͳغیرته ثابت مجموعه وجود ͳبررس به

پرداخت. خواهیم مقدار

نقطه نظریه�ی بین ͳپل گزاره، این م�ͳکنیم. بیان را زیر گزاره�ی مسئله،� اولین عنوان به

م�ͳسازد. ثابت مجموعه�های و ثابت

مجموعه ͳخود-نگاشت Γ : X ⇒ X و ͳغیرته Xمجموعه�ای فرضکنید .٢.١.٢ گزاره

باشد داشته وجود A ⊆ Γ(A) به�طوری�که X در A ͳغیرته مجموعه�ی اگر باشد. مقدار

مجموعه دارای Γ آن�گاه باشد، داشته ثابت نقطه Γ اگر بنابراین .Fix(Γ) ̸= {∅} آن�گاه

است. ͳغیرته ثابت

فرض طبق اثبات.

A := {A ∈ 2X\{∅} : A ⊆ Γ(A)} ̸= {∅}

زیرا S ⊆ Γ(S) و S :=
∪

A ̸= ∅ بنابراین



١٢ ترتیب نظریه�ی در ثابت مجموعه قضایای .٢ فصل

Γ(S) = Γ(
∪

A ) =
∪
{Γ(A) : A ∈ A }

.S ⊆ Γ(S) بنابراین A ⊆ Γ(A) داریم ،A ∈ A هر برای چون و

را S∪{x} باشد، x ∈ Γ(S)\S فرضکنیم است. Γ ͳغیرته ثابت مجموعه S م�ͳکنیم ادعا

Γ(S∪{x}) ⊇ Γ(S) = Γ(S)∪{x} ⊇ S∪{x} و ∅ ̸= S∪{x} ⊇ S م�ͳگیریم. نظر در

در .Γ(S) ⊆ S پس است. تناقض Έی S ∪ {x} ⊆ S نتیجه در ،S ∪ {x} ∈ A بنابراین

م�ͳباشد. Γ ثابت مجموعه S نتیجه،

.x ∈ Γ(x) به�طوری�که دارد وجود x ∈ X �� نقطه�ی پس باشد، داشته ثابت نقطه Γ اگر حال

قسمت طبق نتیجه در ،{x} ⊆ Γ({x}) داریم، x ∈ Γ(x) این�که از و {x} ⊆ X م�ͳدانیم

است. ͳغیرته ثابت مجموعه دارای Γ اول،

مجموعه خود-نگاشت Έی برای ͳغیرته ثابت مجموعه وجود که م�ͳدهیم نشان حال

نم�ͳدهد. نتیجه را ثابت نقطه وجود لزوماً مقدار،

به�صورت را f : [0, 1] −→ [0, 1] خود-نگاشت .٣.١.٢ مثال

f(x) =

 1 x = 0

0 x ̸= 0

.f({0, 1}) = {0, 1} حال�ͳکه در است، ثابت نقطه فاقد نگاشت این بΎیرید. نظر در

X ͳغیرته ͳمتناه مجموعه�ی Έی بر Γ مقدار مجموعه خود-نگاشت هر .۴.١.٢ تذکر

است.) مجموعه�ای چنین Γ|X|−1(X) حقیقت (در است. ͳغیرته ثابت مجموعه دارای

این غیر در است. حل مسئله آن�گاه ،Γ(X) = X اگر باشد. | X |= n کنیم فرض

نتیجه در .Γ(X) $ X کنیم فرض صورت،

| Γ(X) |≤ n− 1



١٣ ترتیب نظریه�ی در ثابت مجموعه قضایای .٢ فصل

کنیم فرض �صورت، �این غیر در است. حل مسئله آن�گاه ،Γ(Γ(X)) = Γ(X) اگر

پس .Γ2(X) $ Γ(X)

| Γ2(X) |≤ n− 2

داشت خواهیم روند این ادامه�ی با

| Γn−1(X) |≤ 1

داریم است، ͳغیرته X چون

| Γn−1(X) |= 1

که م�ͳگیریم نتیجه Γ(X) ⊆ X رابطه�ی از ͳطرف از .Γn−1(X) = {a} کنیم فرض

Γn(X) = Γ(Γn−1(X)) ⊆ Γn−1(X)

داشت خواهیم نتیجه در

Γ(Γn−1(X)) = {a} = Γn−1(X)

م�ͳباشد. Γn−1(X) ثابت مجموعه دارای Γ بنابراین

ͳطبیع نگرش Έی نیست. ͳبدیه ثابت مجموعه وجود مسئله�ی باشد، ͳنامتناه X اگر

خود-نگاشت Έی به�صورت را مقدار مجموعه خود-نگاشت Έی که است این مسئله این

ͳبررس را نگاشت این ثابت نقاط سپس و بΎیریم نظر در مجموعه�ها از مناسبی مجموعه�ی بر

بهتر نگرش این مجموعه�ها از مجموعه�ای بر ͳطبیع محدب ساختار فقدان علت به کنیم.

گیرد. قرار استفاده مورد Έمتری ثابت نقطه نظریه�ی یا ترتیب نظریه�ی در است

م�ͳتواند ترتیب نظریه�ی در ثابت نقطه قضایای چΎونه که م�ͳدهیم نشان زیر بخش در ما

مجموعه خود-نگاشت�های از ͳمعین انواع برای ثابت مجموعه�های وجود مطالعه�ی در

شود. استفاده تعویض�پذیر) (خانواده�های مقدار



١۴ ترتیب نظریه�ی در ثابت مجموعه قضایای .٢ فصل

PX-نگاشت�هایمجموعه از ثابت مجموعه��های ٢.٢

مقدار

عنصر بزرگترین دارای هرگاه گوییم، بالایی را P مرتب جزئاً مجموعه�ی تعریف١.٢.٢.

باشد داشته وجود P در L ͳخط مرتب مجموعه�ی هر برای ∧L و بالایی P اگر باشد.

گوییم. کامل مرتب جزئاً مجموعه�ی Έی را P آن�گاه

داشته p ≽ q به�طوری�که p, q ∈ P هر برای هرگاه گوییم، ایزوتون را f ∈ P P نگاشت

باشیم

f(p) < f(q)

است. P بر ͳجزئ ترتیب ≽ که

هر برای به�طوری�که باشد ایزوتون ͳنگاشت f ∈ P P و کامل مرتب جزئاً مجموعه�ای P اگر

مرتب پیوسته� را f آن�گاه ،f(∧L) =
∧
{f(l) : l ∈ L} ،P در L ͳخط مرتب مجموعه�ی

گوییم.

م�ͳشوند: استفاده ثابت مجموعه�های مطالعه�ی برای زیر ثابت نقطه� قضایای

تعویض�پذیر خانواده�ای F و کامل مرتب جزئاً مجموعه�ای P اگر (i) .٢.٢.٢ قضیه

دارد وجود p ∈ P مینیمال عنصر آن�گاه باشد، P P در ایزوتون نگاشت�های از

.f ∈ F هر برای p = f(p) به�طوری�که

کنید. رجوع [٣] به اثبات.

باشد ایزوتون f ∈ P P و l عنصر بزرگترین با کامل مرتب جزئاً مجموعه�ای P اگر (ii)

بزرگترین آن�گاه باشد، مرتب پیوسته� f اگر است. ثابت نقطه بزرگترین دارای f آن�گاه

.
∧

n≥1 f
n(l) با است برابر f ثابت نقطه


