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ৎقدୌوণپاسࢂචاری:
استادفرهیخته زحمات از دانم ͳم لازم خود بر رسیده اتمام به نامه پایان این نΎارش ͳتعال حق لطف با که اکنون

خود ͳعلم های Έکم و ها ͳراهنمای با تحصیلم دوران طول در که علیمحمدی محسن دکتر آقای جناب ام

اینجانب باز روی با همواره مدت این تمام در ایشان نمایم. ͳقدردان و تشر صمیمانه نمودند مند بهره را اینجانب

مشاور استاد زحمات از همچنین دادند. نشان بنده به را ها پژوهش در موفقیت مسیر دلسوزی، با و پذیرفتند را

لطف و ͳراهنمای مورد را بنده ͳعلم مراحل در که ͳدوستان و عزیزان ͳتمام و جعفری حسین دکتر آقای جناب

دارم. را تشر و ͳقدردان کمال دادند قرار



چیده:

: ٢بعدی موج معادله نامه پایان این در
∂ttu(x, t)−∇.(C٢(x)∇u(x, t)) = ٠ t > ٠, x ∈ [٢(٠,١

u(x,٠) = u٠(x) x ∈ [٢(٠,١

∂tu(x,٠) = u١(x) x ∈ [٢(٠,١

گسسته حالت در ͳتقریب محاسبات با روش این گیرد. ͳم قرار مطالعه مورد فوریه سری΄ تبدیل روش توسط

ای شبه ͳتقریب محاسبات منظور به و نموده سازی گسسته Z٢ رابر فوریه عملΎرانتΎرال نمایش لذا است همراه

زنیم. ͳم تقریب را گام تعداد و کنیم ͳم تعریف را

حالت در را موج معادله سپس شویم، ͳم آشنا D و شوارتز فضاهای در فوریه تبدیل با ابتدا در نامه پایان این در

حل های های روش از ͳی انتها در و دهیم. ͳم قرار ͳبررس مورد را آن روشحل چند و نموده تعریف یΈبعدی

دهیم. ͳم قرار مطالعه مورد دهد ͳکاهشم را ͳمحاسبات گام تعداد که را فوریه سری΄ تبدیل روش نام به موج معادله

روش شوارتز، فضای ،ͳتقریب محاسبات فوریه، انتΎرال عملΎر فوریه، تبدیل موج، معادله کلماتکلیدی:

شبه. فوریه، سری΄ تبدیل
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پیشΎفتار

سری Έی مجموع ٢٨٧ق.م) - ارشمیدس(٢١٢ که ͳوقت باستان، یونان زمان به ͳنامتناه سری Έی مفهوم

گردد. ͳم باز برد، کار به ͳسهم Έی زیر مساحت ی محاسبه برای را ͳهندس

ͳریاض توسط بار arctan(x)،نخستین ، sin(x) ،ex مثل ͳتوابع برای ͳتوان های سری بسط هجدهم، قرن در

کار تیلور(١٧٣١-١۶٨۵) ͳلیسΎان دان ͳریاض و گردید، منتشر ماکلورن(١٧۴۶-١۶٩٨) اساتلندی، دان

Έی نمایش امان هجدهم قرن اواسط در داد. xتعمیم = ٠ از غیر دیΎری نقاط حول ͳتوان های سری به را او

(١٧٨٣-١٧٠٠)ͳبرنول شد. ͳم ͳتلق مهم بسیار ،ͳتوان سری از غیر ͳنامتناه های سری حسب بر مفروض تاب΄

با مرتعش، تار مساله جواب ظاهرا هستند ͳسینوس تواب΄ از ͳنامتناه سری Έی صورت به که ͳتوابع داد نشان

دان Έفیزی نوزدهم، قرن اوایل در باشند. ͳم ،ͳفیزی مفروضات توسط شده اعمال ͳریاض شرایط به توجه

تاب΄ Έی که داد نشان ͳگرمای رسانش روی بر خود مطالعات در و رسید ͳمشابه های نمایش به فوریه، فرانسوی،

اما بود، ͳریاض دقت فاقد فوریه کارهای از مقداری داد. بسط ͳسینوس سری Έی صورت به توان ͳم را دلخواه

زد. را شود ͳم شناخته او نام به Έاین که را ͳموضوع به ͳواقع جرقه نخستین که بود او حال این با

ͳمتناه بازه Έی از آمده بدست نتای; تعمیم برای ͳتلاش که شد ارائه فوریه توسط بار نخستین نیز فوریه انتΎرال

است. مانده جاویدان ابد تا ایفل برج روی بر او نام که است نفری ٧٢ از ͳی فوریه بود. ͳنامتناه بازه Έی به

داوران توسط دقت عدم خاطر به گردید، ارائه پاریس علوم ͳکادم آ به ١٨١١ ،١٨٠٧ سال در که او، های مقاله

نرسید. چاپ به زمان آن در نتیجه در و گرفت قرار انتقاد مورد

موارد که، نداریم آن بر ͳسع بنابراین است. فراوان و گسترده بسیار عمل در فوریه انتΎرال و تبدیل های کاربرد

داشت. خواهیم ها آن کاربرد گوناگون های جنبه به مختصری اشاره بله کنیم، بیان را ها انتΎرال این از استفاده

در کند. تبدیل باشد، حل قابل که تری آسان مساله به را شده داده مساله که است آن تبدیل روش ͳاصل هدف

روی انتΎرال تبدیل تاثیر شود. ͳم جبری شده، تبدیل مساله ثابت، ضرایب با ͳمعمول دیفرانسیل معادله مورد

Έی با ای مساله داشتن بنابراین و مستقل متغیرهای از ͳی ͳموقت کردن خارج ،ͳجزئ دیفرانسیل معادله Έی

است. کمتر متغیر

به آیند پدید مساله Έی حل روند در است ممن که ͳهای مشتق ی همه مورد در تواند ͳم ͳنمای فوریه تبدیل

معادلات مورد در که است آن بهتر شود، ͳنم اعمال مرزی شرط Ϳهی ها مشتق این تبدیل در چون اما رود. کار



جفهرستمطالب

لازم کراندار های جواب برای فقط معمولا مرزی شرط آنها در که رود کار به ͳنامتناه ی دامنه روی دیفرانسیل

است.

موج معادله ی درباره مختصری سپس گیرد، ͳم قرار ͳبررس مورد فوریه انتΎرال و تبدیل ابتدا نامه پایان این در

مسائل از ͳی که موج معادله روی بر FFT΄سری ی محاسبه روش به سپس ، داده توضی آن حل های روش و

پردازیم. ͳم است مرزی



١ فصل

ͳمقدمات قضایای و مفاهیم تعاریف،

ای پایه تعاریف ١.١

فضای و شوارتز فضای بر گذرا مروری ادامه در و پرداخته متداول های نمادگذاری و ͳاساس مفاهیم ͳبرخ به ابتدا

نمود. خواهیم مرزی مقدار مسائل از ͳتعریف و آنها به مرتبط قضایای Lpو فضای آنها، دوگان و D

دهیم: ͳم نمایش زیر صورت به که است ͳمنف غیر صحی اعداد از مجموعه Έی ، αاندیس چند •

α := {α١, α٢, ..., αn}.

و α! := α١!α٢!...αn! و |α| := α١ + α٢ + ...+ αnاهΎآن باشند، اندیس چند βوα اگر •

α + β := {α١ + β١ + α٢ + β٢ + ...+ αn + βn}.

و x = (x١, x٢, ..., xn) شود ͳم بیان بعدی n ͳاقلیدس فضای عنوان Rnبه •

باشند. ͳم Rn از ͳهای مولفه ξ = (ξ١, ξ٢, ..., ξn) و y = (y١, y٢, ..., yn)

آنΎاه: باشد چنداندیس Έی α و x ∈ Rn اگر •

xα := xα١١ x
α٢
٢ ...x

αn
n , ∂xk :=

∂

∂xk
, Dxk := −i∂xk ,



ای پایه تعاریف ح١.١

∂αx := ∂xα١١ ∂x
α٢
٢ ...∂x

αn
n , Dα

x := (−i)|α|∂αx

.i =
√
−١ که

: (دامنه) تعریف١.١.١.

و xi ∈ Rn که x = (x١, ..., xn) نقاط با بعدی ــ n ͳاقلیدس فضای Έی Rn کنید فرض

∥ x ∥٢=
N∑
i=١

x٢i

باشد. همبند و باز هرگاه گوییم دامنه Έی را Ω ⊂ Rn صورت این در باشد.

: (C(Ω)) تعریف٢.١.١.

ی دهنده نشان K ∈ N ، CK(Ω) دهیم. ͳم نشان C(Ω) با را Ω روی پیوسته تواب΄ ی همه ی مجموعه

است. پیوسته و موجود Ω روی آنها -ام K مرتبه تا مشتقات همه که هستند ͳتوابع

باشد. Ck(Ω)به ،متعلق K ͳطبیع عدد هر برای که است ͳتوابع ی همه کلاس C∞(Ω)

∥f∥∞ = supx∈Rn |f(x)| نرم با Rn مختلط کراندار پیوسته تواب΄ از مختلط ͳخط فضای Cb(Rn)

. باشد ͳم ∥.∥∞ کامل نرمدار فضای که

: ( باناخ نرمدار،فضای ͳفضایخط) تعریف٣.١.١.

نΎاشت با که X برداری فضای روی نرم هرگاه نامیم، نرمدار» ͳخط «فضای Έی را X برداری فضای

باشد: ذیل شرایط دارای م�ͳشود ͳمعرف

{
∥ . ∥: X → R
x→∥ x ∥

،x = ٠ اگر تنها و اگر ∥ x ∥= ٠ و x ∈ X هر برای ∥ x ∥⩾ ٠ (١

،α ∈ R هر و x ∈ X هر ∥برای αx ∥=| α |∥ x ∥ (٢

.x, y ∈ X هر برای ∥ x+ y ∥≤∥ x ∥ + ∥ y ∥ (٣



ای پایه تعاریف خ١.١

م�ͳباشد: Έمتری فضای Έی ذیل در شده تعریف متر تحت ، X نرمدار ͳخط فضای Έی است روشن

d(x, y) =∥ x− y ∥ ; ∀x, y ∈ X

هرگاه است، x ∈ X عنصر به همΎرا {xn} ⊂ X دنباله Έی نتیجه در

∥ xn − x ∥→ ٠ as n→∞.

.m,n→∞ که ͳوقت ∥ xm − xn ∥→ ٠ هرگاه است ͳکش دنباله Έی {xn} همچنین

ͳیعن باشد، (کامل) تام نرمش وسیله به شده تعریف متر با که است نرمدار ͳخط فضای Έی باناخ فضای

باشد. همΎرا X از نقطه�ای به نرمش وسیله به شده تعریف متر با X در ͳکش دنباله هر

تعریف١.١.۴.

آنΎاه باشد، تاب΄ f : X → Y و ، برداری فضای ΈیY و Έتوپولوژی فضای Έی X اگر

Supp f = {x ∈ X : f(x) ̸= ٠} = K

زیرمجموعه Έی آنها محمل که باشد ͳم Ω روی پیوسته تواب΄ نشان�دهنده C٠(Ω) نیز نامند. f محمل را

است. Ω از فشرده

: آزمون) (تاب΄ تعریف١.١.۵.

و f ∈ C∞(Ω) هرگاه ، نامند آزمون تاب΄ Έی را Ω ⊂ Rn ͳغیرته باز مجموعه روی شده تعریف ، f تاب΄

این مجموعه باشد. داشته قرار K در f محمل که طوری به باشد موجود ، K ⊂ Ω مانند فشرده مجموعه Έی

دهیم. ͳم نشان C∞
٠ (Ω) با را تواب΄



ای پایه تعاریف د١.١

: پذیر) اندازه تواب΄ و (مجموعه تعریف١.١.۶.

شود ͳم تعریف X پذیر اندازه زیرمجوعه بر Ω روی بر که است) ͳاشتΎن ͳعبارت به است(یا ͳتابع µ اندازه

است: زیر خصوصیات دارای و پذیرد ͳم [٠,∞] بین مقادیر و

µ(Φ) = ٠

µ(
∞∪
i=١

Ei) =
∞∑
i=١

µ(Ei)

از کدام هر اشتراک که هستند، Ω در ͳهای مجموعه از ͳشمارای تعداد E١, E٢, ... و ͳته مجموعه Φ اینجا در

Ω اعضای به و اندازه فضای (X,Ω, µ) به حالت این در هستند). مجزا ها (مجموعه است ͳته دیΎری با آنها

. شود ͳم گفته پذیر اندازه های مجموعه ،

یافته وسعت دستΎاه در مقادیرش و است شده تعریف X پذیر اندازه فضای بر که باشد ͳتابع f کنیم فرض

مجموعه هرگاه گوییم پذیر اندازه را تاب΄ اند. ͳحقیق اعداد

{x ∈ Rn|f(x) > a}

باشد. پذیر اندازه ͳحقیق aی هر ازای به

: (LP (Ω)فضای) تعریف٧.١.١.

شده تعریف و اندازه�پذیر تاب΄ Έی u همچنین ،١ ≤ p < ∞ و Rn در کراندار دامنه Έی Ω کنید فرض

م�ͳکنیم: تعریف باشد. Ω روی

∥ u ∥p=
(∫

Ω

| u(x) |p dx
)١
p

باشیم: داشته آنها برای که م�ͳگیریم ͳهایu همه از متشل را Lp(Ω) صورت این در

∥ u ∥p<∞.

برابر هم با جا، همه تقریباً طور به که م�ͳگیریم ͳی را ͳتوابع Lp(Ω) در م�ͳنامیم. u تاب΄ Lp نرم را ∥ u ∥p

هرگاه ،Lp(Ω) در u = ٠ گوییم باشد. صفر برابر نیستند، برابر هم با که ͳنقاط مجموعه اندازه ͳیعن باشند.



ای پایه تعاریف ذ١.١

علاوه به .cu ∈ Lp(Ω) آنΎاه c ∈ R و u ∈ Lp(Ω) اگر وضوح به .Ω در جا همه تقریباً طور به u(x) = ٠

داریم: u, v ∈ Lp(Ω) اگر

| u(x) + v(x) |p≤ (| u(x) | + | v(x) |)p ≤ ٢p−١(| u(x) |p + | v(x) |p),

است.[٢٠] برداری فضای Έی Lp(Ω) لذا .u+ v ∈ Lp(Ω) ͳیعن

: (Ω دامنه fروی تاب΄ ͳموضع پذیری (انتΎرال تعریف٨.١.١.

را باشد ͳمتناه و شده تعریف آنها انتΎرال که Ω روی شده تعریف پذیر اندازه تواب΄ همه مجموعه الف-

ͳیعن شویم ͳم مواجه هستند پذیر انتΎرال ͳموضع طور به که ͳتوابع با اوقات اغلب نامیم. ͳم پذیر انتΎرال تواب΄

پذیر انتΎرال Ω خود روی که ندارد ͳلزوم و هستند پذیر انتΎرال ، Ω از فشرده مجموعه زیر هر روی که ͳتوابع

است[٢٧]، ای شده شناخته مطلب دهیم. ͳم نشان L١
loc(Ω) با را ͳتوابع چنین همه مجموعه باشند،

{
C٠(Ω) ⊂ L١(Ω)

C(Ω) ⊂ L١
loc(Ω).

برای که طوری به Ω روی u پذیر اندازه و مقدار ͳحقیق تواب΄ از عبارتست Lploc(Ω) ،١ ≤ p ≤ ∞ برای ب-

باشیم: داشته Ω از K فشرده زیرمجموعه ∫هر
K

| u(x) |p dx <∞.

: (ͳاساس (سوپریمم تعریف٩.١.١.

ثابت Έی هرگاه است، کراندار ͳاساس طور به u گوییم باشد. Ω روی اندازه�پذیر تاب΄ Έی u کنید فرض

بزرگترین به باشد. برقرار Ω در جا همه تقریباً طور به | u(x) |≤ k رابطه که طوری به باشد داشته وجود k ∈ R

م�ͳدهیم: نمایش زیر نماد با را آن و م�ͳگوییم ͳاساس سوپریمم ͳهایk چنین (اینفیمم) پایین کران

ess sup
x∈Ω
| u(x) |= inf{k : µ({x :| u(x) | > k) = ٠}.



ای پایه تعاریف ر١.١

: (L∞(Ω)فضای)تعریف تعریف١٠.١.١.

نرم باشد. کراندار آنها ͳاساس سوپریمم که است پذیر اندازه تواب΄ همه از متشل برداری فضای L∞(Ω)

م�ͳشود تعریف زیر صورت به فضا این در

∥ u ∥∞= ess sup
x∈Ω
| u(x) | .

: هیلبرت) و ͳداخل فضایضرب ) تعریف١١.١.١.

x, y بردارهای از مرتب زوج هر به هرگاه نامیم، ͳداخل ضرب فضای Έی را H (ͳحقیق) برداری فضای

برقرار زیر قواعد که باشد شده مربوط چنان x, y ͳداخل حاصلضرب نام به ⟨x, y⟩ مانند ͳحقیق عدد Έی H در

باشد:

،⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ ؛ x, y ∈ H هر برای (١

باشیم: داشته x١, x٢, y ∈ H هر و λ١, λ٢ ∈ R هر برای (٢

⟨λ١x١ + λ٢x٢, y⟩ = λ١⟨x١, y⟩+ λ٢⟨x٢, y⟩

،⟨x, x⟩ ≥ ٠ ،x ∈ H هر برای (٣

.⟨x, x⟩ = ٠ اگر تنها و اگر x = ٠ (۴

:ͳیعن کرد، تعریف ⟨x, x⟩ ͳنامنف دوم ریشه را x ∈ H بردار نرم ͳیعن ،∥ x ∥ توان ͳم (٣) بنابر

∥ x ∥= ⟨x, x⟩
١
٢ ; ∀x ∈ H

برقرارند. (١٢.٢.١) تعریف در (٢) و (١) شرایط وضوح به صورت این در

∥ x+ y ∥≤∥ x ∥ + ∥ y ∥

فضای Έی Hͳداخل ضرب فضای لذا م�ͳباشد، برقرار نرمدار ͳخط فضای Έی موضوع اصول تمام بنابراین

م�ͳگویند. هیلبرت فضای Έی را آن باشد (کامل) تام ضرب فضای این هرگاه است. نیز نرمدار ͳخط



شوارتز فضای ز٢.١

: (Lpبودن کامل ) .١٢.١.١ قضیه

آنΎاه p = ٢ اگر علاوه به است، باناخ فضای Έی Rn در Ω دامنه هر و ١ ≤ p ≤ ∞ ازای به Lp(Ω)

م�ͳباشد: زیر ͳداخل ضرب با هیلبرت فضای Έی L٢(Ω)

⟨u, v⟩ =
∫
Ω

uv dx.

تعریف١٣.١.١.

کنیم: ͳم تعریف چنین را O و o باشند،برآورد مقدار -ͳحقیق g و f تاب΄ دو اگر

.x→∞ وقتیه ، f(x) = o(g(x))⇐⇒ limx→∞
f(x)
g(x)

= ٠ (آ)

.x→∞هوقتی ، f(x) = O(g(x))⇐⇒ limx→∞
f(x)
g(x)

<∞ (ب)

شوارتز فضای ٢.١

ایم. آورده داریم نیاز ها آن به بعد فصول در که را ͳمفاهیم ͳبرخ ادامه در

شود: ͳم تعریف ذیل قرار به شوارتز فضای تعریف١.٢.١.

S(Rn) = {f ∈ C∞(Rn) : ∥|f∥|α,β := supx∈Rn |xα∂βf(x)| ,αبرای∞> β ∈ Z+}

[١٠] .٢.٢.١ گزاره

باشد: ͳم ذیل های ͳویژگ دارای شوارتز فضای

است. ͳخط فضای S(Rn) -١



شوارتز فضای س٢.١

(∂α)(x) := ∂α(f(x)); ∂α : S(Rn) −→ S(Rn) α ≥ هر٠ برای -٢

xβ(f) := xβf(x); xβ : S(Rn) −→ S(Rn) β ≥ ٠ هر برای -٣

اند. ͳخط تواب΄

مثبت. CmΈی برای و m ∈ N هر برای |f(x)| ≤ Cm(١+ |x|)m آنΎاه باشد، f ∈ S(Rn) اگر -۴

دارد. تعلق S(R) به f(x) = xme−x
٢ تاب΄ .١ مثال

که داشت توجه ͳبایست باشد، ͳم کراندار xα∂βf(x) که داد خواهیم نشان (١.٢.١) تعریف به بنا حل.

ͳطرف از xα∂βf(x) = xα∂β(xme−x
٢
) لذا است. d

β

dxβ
همان ∂β از منظور S(R) فضای در

∂(xme−x
٢
) = mxm−١.e−x

٢
+ (−٢x)e−x٢xm

= m.xm−١e−x
٢
+ (−٢xm+١)e−x

٢

= e−x
٢
ای) .(چندجمله

لذا: است برقرار نیز ام −k جمله برای گوییم استقرا بنابر

xα∂β(xme−x
٢
) = e−x

٢
P (x).

بنابراین است. l درجه از ای چندجمله ، P (x) از منظور

xα∂β(xme−x
٢
) = xαe−x

٢
P (x) = e−x

٢
q(x).

تاب΄ |x| > Mͳیعن بزرگ xهای برای بطوریه باشد. ͳم l+ n درجه از چندجمله q(x) = xαP (x) که

پس ، است بیشتر q(x) از رشدش e−x٢



شوارتز فضای ش٢.١

|q(x)e−x٢ | ≤ ١ |x| > M

فشرده به را فشرده پس است پیوسته تاب΄ است فشرده -برل هاینه قضیه به بنا [−M,M ] q(x)در ͳطرف از

□ باشد. ͳم کراندار xα∂βf(x) بنابراین شود. ͳم کراندار فاصله این در تاب΄ برد نتیجه در و برد ͳم

:ͳیعن باشد ͳم همΎرا S(Rn) فضای در f به (fn) دنباله تعریف٣.٢.١.

.α, β اندیس چند دو هر برای n −→∞, که ͳوقت ∥|fn − f∥|α,β −→ ٠

:ͳیعن شود، ͳم نامیده S(Rn) فضای در ͳکش ،دنباله S(Rn) در (fn) دنباله تعریف٢.١.۴.

.α, β چنداندیس دو هر برای ،n,m که∞→− ͳوقت ∥|fn − fm∥|α,β −→ ٠

باشد. ͳم S(Rn)در همΎرا S(Rn) در ͳکش دنباله هر ͳیعن است، کامل S(Rn) .۵.٢.١ قضیه

دنباله Έی (fn) اینه فرض با باشد. ͳم برقرار d = ١ برای قضیه این که دهیم ͳم نشان ابتدا اثبات.

α, β چنداندیس دو هر ازای به بودن ͳکش تعریف به بنا باشد، S(R) در ͳکش

∥|fn − fm∥|α,β −→ ٠

همΎرا و ∥.∥∞ نرم با ͳکش دنباله Έی xα∂βfn(x) از دنباله هر دیΎر، عبارت به ، n,m که∞→− ͳوقت

و دیفرانسیل حساب ͳاساس ی قضیه طبق است. xα∂βg = gα,β داد خواهیم نشان حال باشد، ͳم gα,β تاب΄ به

انتΎرال

fn(x) = fn(٠) +
∫ x

٠
f ′
n(t)dt.



شوارتز فضای ص٢.١

لذا باشد ͳم R روی f ′
n = ∂fn → g٠,١ حقیقت در

g٠,٠ = g٠,٠ +

∫ x

٠
g٠,١(t)dt

شود ͳم نتیجه روند این ادامه با . g′٠,٠ = g٠,١ و است پذیر مشتق g٠,٠ اینرو از ، n → ∞ که ͳوقت

ینواست ∂βfn −→ g٠,β = ∂βg٠,٠ داریم، حال است. ∂βg٠,٠ = g٠,β و پذیر مشتق بار نهایت ͳب g٠,٠

ینواست xα∂βfn −→ gα,β ͳطرف از همΎراست. وار نقطه صورت به xα∂βfn(x) −→ xα∂βg٠,٠(x) و

اینرو از باشد، ͳم g٠,٠ ∈ S(R) لذا است gα,βکراندار که این به توجه با باشد. ͳم gα,β = xα∂βg٠,٠ لذا

است. کامل S(R) لذا بوده، S(R)در fn −→ g٠,٠

S(Rd) در ͳکش دنباله (fn) فرض به توجه با است، برقرار قضیه این نیز n = d برای هیم ͳم نشان حال

همΎراست. و بوده Cb(Rn) در ͳکش دنباله Έی xα∂βfn دنباله ، α, β چنداندیس دو هر برای لذا باشد، ͳم

ینواست. gα,β ∈ Cb(Rd) Rdبرای روی xα∂βfn −→ gα,β

است موجود ͳجزئ مشتقات ی (همه α١, β١ چنداندیس دو هر برای ، (x٢, x٣, ..., xd) داشتن نΎه ثابت با

و)

xα١١ ∂
β١
x١
fn(x١, x٢, ..., xd) −→ g(α٠,...,١,٠)(β٠,...,١,٠)(x١, x٢, ..., xd) = xα١١ ∂

β١
x١
g٠,٠(x١, x٢, ..., xd)

مشابه طور به ، x٢ −→ xα١١ ∂
β١
x١
fn(x١, x٢, ..., xd) گرفتن نظر در با

xα٢٢ ∂
β٢
x٢
xα١١ ∂

β١
x١
fn(x١, x٢, ..., xd) −→ g(α١,α٠,...,٢,٠)(β١,β٠,...,٢,٠)(x١, x٢, ..., xd)

= xα٢٢ ∂
β٢
x٢
xα١١ ∂

β١
x١
g٠,٠(x١, x٢, ..., xd)

.α٢, β٢ چنداندیس دو هر برای


