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چͺیده

استفاده با سهموی، مساله از مثال يك عنوان به را، گرما معادله مͺانͬ گسسته��سازی نيمه ابتدا پايان�نامه، اين در

پس ادامه در مͬ�دهيم. انجام پسرو اويلر روش با را مساله كامل گسسته�سازی سپس و متناهͬ عنصر روش از

تخمين بيان و گسسته كاملا و گسسته نيمه معادلات پسين خطای تحليل برای بيضوی بازسازی معرفͬ از

و دوگان و انرژی روش�های از استفاده با را پسين خطای تخمين�های دوگان، پيوسته مساله�ی برای پايداری

مͬ�آوريم. بدست بيضوی بازسازی با آن�ها تركيب

معادله پسين، خطای تخمین پایداری، تخمین متناهͬ، عنصر روش بيضوی، بازسازی : کلیدی کلمات
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مقدمه

جزئͬ ديفرانسيل معادلات عنوان به كه مشتقاتجزئͬ، معادلاتحاوی عددی حل برای زياد��ی روش�های

كه كرد، اشاره (FEM) ٢ متناهͬ عنصر روش به مͬ�توان جمله از دارند. وجود مͬ�شوند، معرفͬ (PDE) ١

شمار به ۴ بيضوی و ٣ سهموی معادلات ويژه به PDE تقريبی جواب�های يافتن برای مهم عددی روش يك

تكه�ای تابع يك وسيله�ی به جواب تقريب و مرزی مقدار مساله�ی ۵ تغييراتͬ فرم اساس بر روش اين مͬ�آيد.

مͬ�باشد. چندجمله�ای

عنصر روش خطای تخمين از نوعͬ مͬ�شوند. تقسيم دسته دو به متناهͬ عنصر روش خطای تخمين�های

علت مͬ�شود. ناميده ۶ پيشين خطای تخمين مͬ�باشد، مساله مجهول و دقيق جواب حسب بر كه متناهͬ

خطای تخمين مͬ�توان آن بر بنا كه مͬ�باشد، مساله تقريبی جواب به آن وابستگͬ عدم روش اين نامͽذاری

كرد. محاسبه تقريبی جواب محاسبه�ی از پيش را پيشين

جواب حسب بر كه مͬ�شود ناميده ٧ پسين خطای تخمين متناهͬ، عنصر روش خطای تخمين ديͽر نوع

به خطا كنترل و تقريبی جواب دقت بررسͬ برای تخمين اين مͬ�شود. بيان مساله معلوم داده�های و تقريبی

مͬ�رود. كار

توسط ١٩٩١ سال در خطͬ سهموی معادله�ی برای مهمͬ پيشرفت�های پسين، خطای تخمين�های زمينه�ی در

١Partial differential equations
٢Finite element method
٣Parabolic
۴Elliptic
۵Variatinal formulation
۶A priori error estimate
٧A posteriori error estimate

١



امͺان بار اولين برای ۴ نوچتو و ٣ ماكريداكيس سپس .[٨ و ٧] آمد وجود به ٢ جانسون و ١ اريͺسون

بيضوی بازسازی بعدها .[٢٠] كردند بررسͬ را انرژی تكنيك با آن تركيب و ۵ بيضوی بازسازی از استفاده

،٨ لاكيس ،٧ مولر ،۶ بارتلس توسط ديͽر روش�های يا انرژی روش با تركيب در تحليلͬ ابزار يك عنوان به

مسائل برای گوناگون، نرم�های به نسبت تخمين�ها كردن پيدا برای ١١ منوير و ١٠ ارن ماكريداكيس، ،٩ دملو

.[١٣ و ١١ ،۶ ،۵ ،٢] است شده برده كار به زمان به وابسته خطͬ غير و خطͬ سهموی

�بهينه مرتبه�ی تخمين�های آوردن بدست نمونه برای هستند، بررسͬ حال در موضوعات از بسياری وجود اين با

بر ١٢ تخمينگرها از آن�ها در كه ديͽر، مستقيم روش�های يا انرژی روش طريق از گوناگون نرم�های به نسبت

تخمين�هايی آوردن بدست همچنين مͬ�شود. استفاده خطا بيضوی قسمت كنترل برای ١٣ مانده غير پايه�ی

برد. نام مͬ�توان را گوناگون زمانͬ گسسته�سازی روش�های برای

برای پسين خطای تخمین تئوری در كه مفاهيمͬ و تعاريف بر مروری اول فصل در ابتدا پايان�نامه، اين در

مͺانͬ گسسته�سازی برای را متناهͬ عنصر روش سپس داشت. خواهيم مͬ�شوند، برده كار به سهموی مسائل

خطای تخمین يك آوردن بدست از پس و برده كار به صفحه در يعنͬ بعدی دو حالت در بيضوی مساله

معرفͬ با و آورده بدست جواب اين برای نيز را پسين خطای تخمین متناهͬ، عنصر روش جواب برای پيشين

استفاده خطا بيضوی قسمت كنترل برای آن از بعد فصل�های در تخمين�گر، يك عنوان به پسين تخمین اين

روشعنصر از استفاده با را مͺان متغير به نسبت تنها گرما معادله�ی گسسته�سازی ابتدا دوم فصل در مͬ�كنيم.

بيضوی بازسازی تكنيك و انرژی روش تركيب با بيضوی بازسازی عملͽر معرفͬ از پس و داده، انجام متناهͬ

كرده استفاده دوگان ͬͺكم مساله از فصل انتهای در مͬ�آوريم. بدست معادله اين برای را پسين خطای تخمين

سوم فصل در مͬ�آوريم. بدست گسسته نيمه مساله�ی برای را ديͽری پسين خطای تخمين آن از استفاده با و

١Kennet Eriksson
٢Claes Johnson
٣C. Makridakis
۴Nochetto
۵Elliptic reconstruction
۶S. Bartels
٧R. Muller
٨O. Lakkis
٩A. Demlow

١٠A. Ern
١١S. Meunier
١٢Estimator
١٣Nonresidual

٢



�زمانͬ گسسته�سازی پسرو اويلر روش از استفاده با و مͺانͬ گسسته�سازی متناهͬ عنصر روش از استفاده با

بازسازی تكنيك با دوگان و انرژی روش دو تركيب از استفاده با مجزا بخش دو در سپس و مͬ�دهيم انجام را

مͬ�آوريم. بدست گرما گسسته�ی كاملا معادله� برای را پسين خطای تخمين دو بيضوی،

٣



١ فصل

نیازها پیش و مقدمات

هدف اين برای مͬ�پردازيم. پسين خطای تخمين نياز مورد مقدماتͬ مفاهيم و تعاريف معرفͬ به فصل اين در

همچنین و ١ ریس نمایش قضيه�ی بيان به سپس كرده تعريف را برداری) (فضای خطͬ فضای مفاهيم ابتدا

Lp فضاهای جمله از تابعͬ، فضاهای معرفͬ از پس پايان در مͬ�پردازیم. ٢ لͺس-میلͽرام لم یعنͬ آن تعمیم

شده آورده مطالب مͬ�كنيم. ارائه را بيضوی مساله برای پسين و پيشين خطا�ی تخمين سوبولوف فضاهای و

مͬ�باشند. [٢١ و ١٩ ،١٢] مراجع از

خطͬ فضاهای ١.١

هرگاه مͬ�شود، ناميده برداری) (فضای خطͬ فضای ͷی V فضای

λu+ µv ∈ V, ∀u, v ∈ V, λ, µ ∈ R.

مͬ�باشد، B : V −→ W تابع يك ،V روی B خطͬ عملͽر باشند، خطͬ فضای دو W و V كنيم فرض

�طوریͺه به

B(λu+ µv) = λB(u) + µB(v), ∀u, v ∈ V, λ, µ ∈ R.

مͬ�شود. ناميده خطͬ تابعك ،L : V −→ R يعنͬ ،R برد با خطͬ عملͽر

مͬ�باشد. V خطͬ فضای ،V فضای از منظور فصل اين تمام در .١.١.١ تبصره

١Riesz representation theorem
٢Lax-Milgram lemma

۴



از يك هر به نسبت طوریͺه به مͬ�باشد، a : V × V −→ R تابع ͷی V روی a(·, ·) دوخطͬ فرم

يعنͬ باشد، خطͬ مؤلفه�هايش

∀u, v, w ∈ V, λ, µ ∈ R,

(i) a(λu+ µv,w) = λa(u,w) + µa(v, w),

(ii) a(w, λu+ µv) = λa(w, u) + µa(w, v).

اگر مͬ�شود گفته ١ متقارن a(·, ·) دوخطͬ فرم

∀v, w ∈ V, a(w, v) = a(v, w).

اگر است، ٢ مثبت معین و

∀v ∈ V, v ̸= ۰, a(v, v) > ۰.

باشيم داشته a(·, ·) دوخطͬ فرم برای اگر .٢.١.١ تذکر

∀v ∈ V, a(v, v) ≥ ۰.

مͬ�نامند. ٣ مثبت معين نيمه را آن آنگاه

V روی داخلͬ ضرب باشد، متقارن و مثبت معین V روی که a(·, ·) دوخطͬ فرم (١) .٣.١.١ تعریف

مͬ�شود. نامیده

مͬ�شود. نامیده داخلͬ ضرب فضای آن، روی شده تعریف داخلͬ ضرب با V خطͬ فضای (٢)

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به را آن متناظر نرم باشد، (·, ·) داخلͬ ضرب با داخلͬ ضرب فضای V اگر (٣)

∥v∥ = (v, v)
۱
۲ , ∀v ∈ V.

باشد زير ويژگͬ�های دارای طوريͺه به مͬ�باشد، ∥ · ∥ : V −→ R تابع V فضای روی نرم .۴.١.١ تعریف

(i) ∥v∥ > ۰, ∀v ∈ V, v ̸= ۰,

(ii) ∥v∥ = ۰, ⇐⇒ v = ۰.

(iii) ∥λv∥ = |λ|∥v∥, ∀λ ∈ R, v ∈ V,

(iv) ∥v + w∥ ≤ ∥v∥ + ∥w∥, ∀v, w ∈ V.

١Symmetric
٢Positive definite
٣Positive semidefinite

۵



عبارت به دوم، شرط استثنای به باشد برقرار نرم شرایط تمام اگر مͬ�شود نامیده ١ نرم نیم ͷی ،∥ · ∥ تابع

شود. صفر مͬ�تواند v ̸= ۰ بعضͬ برای ∥v∥ بنابراین ، ∥v∥ ≥ ۰, ∀v ∈ V دیͽر

مͬ�شود. ناميده مثلثͬ نامساوی نرم، تعريف در (iii) شرط

مͬ�شود. ناميده نرم�دار فضای آن، روی شده تعريف نرم با V فضای .۵.١.١ یادآوری

ثابت�های كه صورتͬ در هستند، معادل ∥ · ∥b و ∥ · ∥a نرم دو V نرم�دار فضای در (١) .۶.١.١ تعریف

طوریͺه: به باشند، داشته Mوجود و m مثبت

m∥v∥a ≤ ∥v∥b ≤M∥v∥a, ∀v ∈ V.

هم�ارزند. V روی نرم�های همه باشد، متناهͬ بعد با برداری فضای يك V اگر .٧.١.١ لم

باشد داشته Mوجود مثبت ثابت اگر مͬ�شود، ناميده ٢ كران�دار V فضای روی a(·, ·) دوخطͬ فرم (٢)

طوريͺه: به

∀v, w ∈ V, a(v, w) ≤M∥v∥∥w∥.

باشد، داشته وجود α مثبت ثابت اگر مͬ�شود، ناميده ٣ V-بیضوی ،V فضای روی a(·, ·) دوخطͬ فرم (٣)

طوريͺه: به

∀v ∈ V, a(v, v) ≥ α∥v∥۲
V .

كلͬ حالت در آن عكس اما مͬ�دهد. نتيجه را آن بودن مثبت معين دوخطͬ، فرم يك V-بیضوی خاصيت

نمͬ�باشد. برقرار

صورت به را نرم انرژی آنگاه باشد، V روی V-بیضوی و متقارن دوخطͬ فرم ͷی a(·, ·) كنيم فرض (۴)

مͬ�كنيم تعريف زير

∀v ∈ V, v ̸= ۰, ∥v∥a =
√
a(v, v).

١Semi norm
٢Bounded
٣V-elliptic

۶



داريم آنگاه باشد، نيز كران�دار a(·, ·) دوخطͬ فرم (۴) تعريف در اگر .٨.١.١ تذکر

α∥v∥۲
V ≤ a(v, v) = ∥v∥۲

a ≤M∥v∥V ∥v∥V = M∥v∥۲
V ,

داريم بالا رابطه�ی طرفين از گرفتن جذر با

√
α∥v∥۲

V ≤
√

∥v∥۲
a = ∥v∥a ≤

√
M∥v∥۲

V ,

نتيجه در

√
α∥v∥V ≤ ∥v∥a ≤

√
M∥v∥V . (١.١)

هستند. معادل V فضای روی ∥ · ∥V و ∥ · ∥a بنابراین

و است برقرار زير نامساوی باشد، (·, ·) داخلͬ ضرب با داخلͬ، ضرب فضای V اگر (١) .٩.١.١ یادآوری

.λ ∈ R آن در كه ،w = λv اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و مͬ�شود. ناميده کوشͬ-شوارتز نامساوی

|(w, v)| ≤ ∥w∥∥v∥, ∀v, w ∈ V.

هرگاه: گوییم، کوشͬ دنباله�ی ͷی را V در {vi}∞i=۱ دنباله�ی (٢)

lim
i,j−→∞

∥vi − vj∥ = ۰.

دیͽر عبارت به باشد. همͽرا آن در کوشͬ دنباله�������������������������������������������ی هر اگر مͬ�شود، نامیده ١ Vكامل نرم�دار فضای (٣)

طوریͺه: به باشد، داشته وجود v ∈ V

lim
i−→∞

∥vi − v∥ = ۰.

مͬ�شود. ناميده ٢ باناخ فضای كامل، نرم�دار فضای يك (١) .١٠.١.١ تعریف

مͬ�شود. ناميده ٣ هيلبرت فضای كامل، داخلͬ ضرب فضای (٢)

فضای نرم�دار خطͬ فضاهای همه�ی اما است، نرم�دار خطͬ فضای داخلͬ ضرب فضای هر .١١.١.١ تذکر

برقرار كلͬ حالت در آن عكس اما مͬ��باشد، باناخ فضای ͷی هیلبرت فضای هر لذا نیستند. داخلͬ ضرب

نيست.
١Complete
٢Banach space
٣Hilbert space

٧



فضای يكزير V۰ گوييم باشد، V فضای یͷزیر V۰ هیلبرتو یͷفضای V فرضکنیم متعامد: تصویر

{vj}∞j=۱ ⊂ V۰ اگر ديͽر عبارت به يا باشد، {vj}∞j=۱ ⊂ V۰ دنباله�های تمام حد شامل هرگاه است بسته

داخلͬ ضرب با هيلبرت فضای يك V۰ بنابراين مͬ�باشد. v۰ ∈ V۰ كه دهد نتيجه limj−→∞ vj = v۰ و باشد

است. V روی شده تعريف

صورت به یͺتایی طور به مͬ�توان را v ∈ V صورت اين در باشد، V از بسته فضای زیر ͷی V۰ کنیم فرض

نوشت زیر

v = v۰ + w,

�عبارت به مͬ�باشد، v به V۰ در عضو نزدیͺترین و یͺتا v۰ همچنين مͬ�باشد. v۰ ∈ V۰, w ∈ V ⊥
۰ آن در که

دیͽر

∥v − v۰∥ = min
u∈V۰

∥v − u∥.

متعامد تصوير را v۰ است. هیلبرت فضای نظريه در اساسͬ نتیجه�ای که مͬ�شود، نامیده ١ تصویر قضیه�ی این

مͬ�شود. داده نشان PV۰v نماد با و مͬ�ناميم V۰ در v ٢

نامیده Bکران�دار : V −→ W عملͽرخطͬ باشند، هیلبرت فضای V,Wدو کنیم فرض .١٢.١.١ تعریف

طوریͺه: به باشد، داشته Cوجود ثابت اگر مͬ�شود

∥Bv∥W ≤ C∥v∥V , ∀v ∈ V. (٢.١)

صورت به آن متناظر نرم

∥B∥ = sup
v∈V \{۰}

∥Bv∥W

∥v∥V
,

بنابراین مͬ�شود. تعریف

∥Bv∥W ≤ ∥B∥∥v∥V , ∀v ∈ V.

مͬ�كند. صدق (٢.١) رابطه�ی و كران�دار خطͬ عملͽر تعريف در كه است، C ثابت کوچͺترین ∥B∥ لذا

١Projection theorem
٢Orthogonal projection

٨



تابعك�های تمام مجموعه�ی صورت، به مͬ�شود داده نمايش V ∗ با كه V دوگان فضای .١٣.١.١ تعریف

مͬ�باشد زير صورت به آن متناظر نرم و مͬ�شود تعريف L : V −→ R كران�دار خطͬ

∥L∥V ∗ = sup
v∈V \{۰}

|L(v)|
∥v∥V

.

V ∗ لذا هست، نيز كامل آن روی شده تعريف نرم به توجه با و است، خطͬ V ∗ فضای كه داريم توجه

مͬ�باشد. باناخ فضای يك

منحصر خطͬ عملͽر V برداری فضای روی B مفروض خطͬ عملͽر هر برای فرضكنيم تعریف١.١.١۴.

باشيم داشته α, β ∈ V مقادير جميع ازای به طوريͺه به باشد داشته وجود V روی B∗ مانند فردی به

(
B∗(α), β

)
=

(
α,B(β)

)
,

.B∗ = B هرگاه است الحاقͬ خود B همچنين مͬ�نامند. الحاقͬ عملͽر را B∗ آنگاه

: نمایشریس .١۵.١.١ قضیه

،V روی L کراندار خطͬ تابعک هر برای لذا باشد، (·, ·) داخلͬ ضرب با هیلبرت فضای V که فرضکنیم

طوریͺه: به دارد وجود یͺتایی u ∈ V

(u, v) = L(v), ∀v ∈ V.

داریم همچنين و

∥L∥V ∗ = ∥u∥V .

طوریͺه: به u ∈ V دارد وجود L ∈ V ∗ هر برای دیͽر عبارتͬ به

(u, v) = L(v) ∀v ∈ V.

شود. رجوع [١٩] به اثبات برای اثبات.

: ریس نمایش قضیه�ی از کاربردی

طوریͺه: به است u ∈ V يافتن صورت به مساله�ای جواب كردن پيدا ما هدف اوقات گاهͬ

a(u, v) = L(v), ∀v ∈ V, (٣.١)

٩



و متقارن دوخطͬ فرم a(·, ·) و V فضای روی كران�دار خطͬ تابعك يك L هيلبرت، فضای يك V درآن كه

قضیه�ی پس است، V روی داخلͬ ضرب يك a(·, ·) بنابراين مͬ�باشند. مثبت معين نتيجه در و V-بیضوی

در v = u فرض با همچنين مͬ�دهد. نتیجه را u ∈ V يͺتای جواب وجود L ∈ V ∗ هر برای ریس نمایش

داریم: a(·, ·) دوخطͬ فرم V-بیضوی خاصیت به توجه با و (٣.١)

α∥u∥۲
V ≤ a(u, u) = L(u) ≤ ∥L∥V ∗∥u∥V .

داريم نتیجه در

∥u∥V ≤ C∥L∥V ∗ , C =
۱
α
.

است. انرژی تخمين از مثالͬ اين كه

جوابی وجود آنگاه باشد، V روی وکران�دار مثبت معین نامتقارن، دوخطͬ فرم a(·, ·) اگر .١۶.١.١ تذکر

مͬ�باشد. ریس نمایش قضیه�ی از تعمیمͬ که مͬ�شود،�� اثبات -میلͽرام لͺس لم از استفاده با (٣.١) برای یͺتا

: لͺس-ميلͽرام لم

-V و كران�دار دوخطͬ فرم يك a(·, ·) و كران�دار خطͬ تابعك يك L هيلبرت، فضای يك V كنيم فرض

طوريͺه: به دارد وجود يͺتا u ∈ V صورت اين در باشند V روی بیضوی

a(u, v) = L(v), ∀v ∈ V,

داریم همچنين و

∥u∥V ≤ C∥L∥V ∗ , C =
۱
α
.

فضا يك V = RN كنيم فرض متناهͬ: بعد با فضای در خطͬ معادلات برای جواب یͺتایی و وجود

يك A آن در كه مͬ�گيريم نظر در Au = b فرم به ماتريسͬ شͺل در خطͬ معادلات باشد، متناهͬ بعد با

u = A−۱b يͺتای جواب دارای معادله كه است واضح �باشند. بعدی N بردارهايی u, b و N ×N ماتريس

متناهͬ بعد که حالتͬ در بنابراین .det(A) = |A| ̸= ۰ يعنͬ باشد، نامنفرد A ماتريس كه صورتͬ در است،

داریم. لحظه همان در را جواب وجود آنگاه کنیم اثبات را یͺتایی اگر باشد،

١٠



توابع فضاهای ٢.١

Ck فضاهای ١.٢.١

که داریم توجه مͬ�كنيم. Mتعريف روی پیوسته توابع خطͬ فضای را C(M) فضای ،M ⊂ Rd برای

C(M̄) =
{
v ∈ C(M) | کران�دار v

}
,

متناظر نرم با مͬ�باشد، C(M) از خطͬ فضای زیر ͷی

∥v∥C(M) = sup
x∈M

|v(x)|.

زير صورت به C(M) مجموعه�ی متناظر نرم باشد، ( ١ (فشرده کراندار و بسته Mمجموعه�ای كه صورتͬ در

مͬ�شود تعريف

∥v∥C(M) = max
x∈M

|v(x)|.

مͬ�شود. نامیده ٢ نرم-ماكسيمم نرم، حالت این در

تعريف زیر صورت به را |α| مرتبه�ی از v تابع ٣ جزئͬ مشتق v : Rd −→ R تابع برای .١.٢.١ تعریف

مͬ�كنيم

Dαv =
∂|α|v

∂xα۱
۱ ...∂xαd

d

, (۴.١)

مرتبه�ی از و ۰ ≤ αi ∈ Z مولفه�های با مولفه�ای d ۴ چند-اندیس بردار ͷی α = (α۱, ..., αd) آن در که

مͬ�باشد. |α| =
∑d

i=۱ αi

عدد هر برای .۵ همبند و باز مجموعه�ی ͷی یعنͬ باشد، دامنه ͷی Ω ⊂ Rd کنیم فرض .٢.٢.١ تعریف

تعریف �باشند، مشتق�پذیر پیوسته طور به بار k که v توابع همه�ی خطͬ فضای را Ck(Ω), ،k ≥ ۰ صحیح

دیͽر �عبارتͬ به کنیم، مͬ

Ck(Ω) = {v | Dαv ∈ C(Ω), |α| ≤ k},

١Compact
٢Maximum-norm
٣Partial derivative
۴Multi-index
۵Connected and open set

١١



به Ck(Ω) در توابع همه مجموعه�ی صورت، به را Ck(Ω̄) باشد کران�دار دامنه�ی ͷی Ω ⊂ Rd کنیم فرض

ديͽر عبارت به مͬ�کنیم، تعریف ،|α| ≤ k همه برای Dαv ∈ C(Ω̄) طوريͺه

Ck(Ω̄) = {v ∈ Ck(Ω) | Dαv ∈ C(Ω̄), |α| ≤ k}.

و نرم است. (۴.١) در شده تعريف v تابع جزئͬ مشتق Dαv آن در همچنين مͬ�باشد. باناخ فضای ͷی كه

مͬ�كنيم. تعريف زير صورت به را آن متناظر نرم نيم

∥v∥Ck(Ω̄) = max
|α|≤k

∥Dαv∥C(Ω̄) = max
|α|≤k

max
x∈Ω̄

|Dαv(x)| = max
|α|≤k

sup
x∈Ω

|Dαv(x)|,

|v|Ck(Ω̄) = max
|α|=k

∥Dαv∥C(Ω̄) = max
|α|=k

max
x∈Ω̄

|Dαv(x)| = max
|α|=k

sup
x∈Ω

|Dαv(x)|.

Lp فضاهای ٢.٢.١

كلͬ�تر كه ،Ω در v = v(x) مانند توابعͬ انتگرال با اوقات گاهͬ باشد. دامنه ͷی Ω ⊂ Rd که کنیم فرض

كه را زير انتگرال v نامنفͬ تابع برای لذا مͬ�كنيم. كار نيستند، پيوسته لزوما يعنͬ هستند، C(Ω̄) توابع از

است. ريمان انتگرال همان ،v ∈ C(Ω̄) برای كه مͬ�كنيم، تعريف مͬ�شود ناميده ١ ͹لب انتگرال

IΩ(v) =
∫

Ω
v(x)dx, ∀v ∈ C(Ω̄).

مقدار مختلط یا حقیقͬ تابع همچنین ، IΩ(v) <∞ اگر انتگرالپذیرمͬ�باشد v نامنفͬ تابع .٣.٢.١ تعریف

باشد. انتگرالپذیر |v| اگر است انتگرالپذیر

مͬ�كنيم تعريف را زير نرم ابتدا ،Lp فضای معرفͬ برای .۴.٢.١ تعریف

∥v∥LP
= ∥v∥LP (Ω) =


( ∫

Ω |v(x)|pdx
) ۱

p , ۱ ≤ p <∞,

essΩ sup|v(x)|, p = ∞.

مͬ�شود تعريف زير صورت به ،Lp فضای حال

Lp = {v | ∥v∥LP
<∞ : اندازه�پذیر v}.

نادیده صفر اندازه�ی با مجموعه�های روی را مقادیر که مͬ�باشد، ٢ اساسͬ سوپریمم معنͬ به ess sup اينجا در

مͬ�گیرد.
١Lebesgue integral
٢Essential supremum

١٢



مͬ�باشد. باناخ فضای يك Ω ⊂ Rd دامنه�ی روی بر ،Lp (p ≥ ۱) فضای .۵.٢.١ نکته

مͬ�شود: تعريف زير صورت به L۲ تابعͬ فضای باشد، p = ۲ که حالتͬ برای .۶.٢.١ تذکر

L۲ =
{
v | (

∫
Ω
|v(x)|۲dx)

۱
۲ <∞

}
.

مͬ�باشد: زیر صورت به آن متناظر داخلͬ ضرب كه است، داخلͬ ضرب فضای ͷی فضا این

(v, w) =
∫

Ω
v(x)w(x)dx.

است، هيلبرت فضای يك زير متناظر نرم با L۲ فضای بنابراين

∥v∥ = ⟨v, v⟩
۱
۲ =

( ∫
Ω
|v(x)|۲dx

) ۱
۲
.

سوبولوف فضاهای ٣.٢.١

تعریف را سوبولوف سپسفضاهای و كرده بيان را ١ ضعيف جزئͬ مشتق مفهوم ابتدا فضاها این معرفͬ برای

مͬ�کنیم.

به مͬ�شوند، داده نمايش L۱
loc(Ω) با كه را انتگرالپذیر موضعͬ طور به توابع مجموعه�ی .٧.٢.١ تعریف

مͬ�كنيم تعریف زیر صورت

L۱
loc(Ω) =

{
v | v ∈ L۱(K), Ωͬدرون نقاط Kاز فشرده�ی مجموعه�ی زیر هر برای

}
v ∈ C۱(Ω̄) توابع همه مجموعه را C۱

۰ (Ω) فضای ،v ∈ C۱(Ω̄) و Ω ⊂ Rd کنیم فرض .٨.٢.١ تعریف

داریم: جزء به جزء گیری انتگرال از استفاده با مͬ�گيريم. نظر در مͬ�رسد، صفر به Ω مرز روی v آن در كه

∫
Ω

∂v

∂xi
ϕdx = −

∫
Ω
v
∂ϕ

∂xi
dx, ∀ϕ ∈ C۱

۰ = C۱
۰ (Ω).

به باشد داشته وجود w ∈ L۱
loc(Ω) تابع هرگاه گوييم، ضعیف جزئͬ مشتق دارای را v ∈ L۱

loc(Ω) تابع

∫طوریͺه:
Ω
v
∂ϕ

∂xi
dx = −

∫
Ω
wϕdx, ∀ϕ ∈ C۱

۰ (Ω).

١Weak partial derivative

١٣



باشد، v ∈ C۱(Ω) اگر كه داريم توجه است. شده داده نمایش w =
∂v

∂xi
با ضعیف جزئͬ مشتق آن در که

مͬ�باشد. كلاسيك جزئͬ مشتق همان و دارد وجود ضعيف جزئͬ مشتق آنگاه

داريم زير صورت به را ضعیف جزئͬ مشتق ،α چند-اندیسͬ بردار و v ∈ L۱
loc (Ω) تابع برای مشابه طور ∫به

Ω
vDαϕdx = (−۱)|α|

∫
Ω
wϕdx, ∀ϕ ∈ C

|α|
۰ .

مͬ�كنيم تعريف زير صورت به را Hk = Hk(Ω) تابعͬ فضای k ≥ ۰ برای حال

Hk = Hk(Ω) = {v ∈ L۲ | Dαv ∈ L۲, |α| ≤ k}.

مͬ�شود تعريف زیر صورت به فضا اين با متناظر داخلͬ ضرب

(v, w)k = (v, w)Hk =
∑
|α|≤k

∫
Ω
DαvDαwdx =

∑
|α|≤k

(
Dαv,Dαw

)
.

از عبارتست آن روی شده تعريف داخلͬ ضرب و فضا اين با متناظر نرم و

∥v∥k = ∥v∥Hk = (v, v)
۱
۲
Hk =

( ∑
|α|≤k

∫
Ω
(Dαv)۲dx

) ۱
۲
.

مͬ�باشد زير شͺل به نظير نرم نيم و

|v|k = |v|Hk =
( ∑

|α|=k

∫
Ω
(Dαv)۲dx

) ۱
۲
.

پس است، كامل فضای يك نيز Hk كه داد نشان مͬ�توان است، كامل فضای يك L۲ كه اين از استفاده با

مͬ�باشد. هيلبرت فضای يك

آن در كه مͬ�شود، تعريف H۱
۰ (Ω) =

{
v ∈ H۱(Ω)

∣∣ v |Γ = ۰
}
صورت به H۱

۰ (Ω) فضای .٩.٢.١ تذکر

است. Ω مرز دهنده نشان Γ

مͬ�شود. ناميده ١ سوبولوف فضاهای كه مͬ�باشند، كلͬ�تر توابع فضاهای از مثالͬ Hk فضاهای

Wرا k,p(Ω) سوبولوف فضای ،k نامنفͬ صحیح عدد و ۱ ≤ p ≤ ∞ ثابت برای اکنون .١٠.٢.١ تعریف

مͬ�كنيم تعريف زير صورت به

W k,p(Ω) = {u : Ω −→ R | u ∈ L۱
loc(Ω), Dαu ∈ Lp(Ω), |α| ≤ k}.

مͬ�باشد. u تابع ضعيف جزئͬ مشتق بيانگر Dαu آن در كه

١Sobolev Spaces

١۴


