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ͷی هستند. پارامترهایشان انتخاب در جواب�ها برای ابتدایی مرز شامل روش�ها این اما یافته�اند، توسعه فوریه
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کرد. جلوگیری ابتدایی مرز ͷی انتخاب از مͬ�توان کنیم، استفاده

اختلاف. قاعده ابتدایی، کران استانداردسازی، معکوس، گرمایی رسانش مساله کلیدی: واژه�های
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پیشگفتار

مͬ�توان جسم کل در را دمایی توزیع صورت این در باشد، معلوم جسم ͷی سطح در دمایی پیشینه اگر

موارد از بسیاری در اما مͬ�شود. نامیده مستقیم مساله ͷی اصطلاح در مساله�ای چنین کرد. محاسبه

درون نقطه چند یا ͷی در شده اندازه�گیری دمای روی از را جسم سطح دمایی پیشینه که داریم نیاز

دهه چند طول در خصوص به بود. خواهد معکوس مساله ͷی این صورت این در کنیم، تعیین جسم

مساله عنوان به داخلͬ اندازه�گیری�های از استفاده با سطحͬ شرایط زدن تقریب خاص حالت گذشته

است. شده شناخته حرارتͬ هدایت

شده نام�گذاری صورت این به خاص مساله این تنها اما دارند، وجود متعددی معکوس مسائل

دشوار بسیار معکوس مساله ͷی حل فرآیند هست. نیز پایان�نامه این اصلͬ موضوع واقع در و است

تقریبی روش�های از مسائلͬ چنین حل برای بنابراین نمͬ�آید. دست به دقیقͬ جواب معمولا و است

روش�هایی سیستم، شناسایی تصادفͬ، روش�های سازی، منظم تکنی�ͷهای تکراری، روش�های مانند:

روش�های یا و تلفیقͬ تکنی�ͷهای مͬ�کند، جست�و�جو جواب�ها زیر�����مجموعه�ی در را تقریبی جواب که

مͬ�کنیم. استفاده مستقیم عددی

معکوس گرمایی رسانش مساله جواب برای تکرار روش�های از رده�ای معرفͬ به ما پایان�نامه این در

و مͬ�پردازیم؛ لندوبر تکراری روش نیز و فوریه و تیخونف استاندارد�سازی روش�های از گرفتن ایده با

است. همͽرا نمایی صورت به ابتدایی و استنتاجͬ توقف قانون دو هر روشتحت این که مͬ�شود ثابت

شده، ارائه تکرار روش در تکرار، پارامترهای از مناسب انتخاب ͷی که مͬ�دهد نشان عددی مثال

جواب مͬ�دهد. دست به قبول قابل نتیجه ͷی و مͬ�کند ͷکم تکرار مراحل کاهش به زیادی حد تا

اما است. مستقیم مساله از سخت�تر بسیار آنالیزی صورت به معکوس حرارتͬ هدایت مساله به دادن

محیطͬ شرایط کردن مهیا و اندازه�گیری برای را بسیاری آزمایشͽاهͬ پاگیر و دست موانع مستقیم مساله

عبارتͬ به یا حرارتͬ، سنسور نصب برای جسم سطح ͬͺفیزی موقعیت اینکه جمله آن از مͬ�آورد. فراهم

١



سطح در سنسور توسط شده انجام اندازه�گیری�های دقت که، معنͬ این به نیست، مناسب ترموکوپل،

اطرافسطح در محیطͬ شرایط زیرا مͬ�کند. نامطمئن شدت به را محاسبات و است پایین بسیار جسم،

در بالا، دقت با را دمایی پیشینه که است بهتر لذا گذاشت. خواهد تاثیر اندازه�گیری�ها این بر جسم

بین که ناچاریم ما بنابراین بͽیریم. اندازه شده، عایق�کاری که سطحͬ روی بر یا جسم داخل مͺانͬ

دقیق جواب ͷی کنیم. انتخاب را ͬͺی آنالیزی نظر از سخت�تر مساله ͷی یا نادقیق اندازه�گیری�های

کند. کم هم با را اشͺالات این دوی هر تاثیر مͬ�تواند شده، مهار معکوس مساله برای

تقریب از، است عبارت IHCP مͬ�کنیم: تعریف صورت این به را معکوس گرمایی هدایت مساله

اندازه�گیری آن درون نقطه چند یا ͷی دمایی پیشینه که حرارتͬ، رسانای یͷجسم سطحͬ دمایی پیشینه

که دقتͬ همه با نیز داخلͬ دمای اندازه�گیری که است شده استفاده دلیل این به تقریب واژه است. شده

این اگر حتͬ همچنین، گذاشت. خواهد اثر محاسبات دقت بر این و بود خواهد خطا دارای باز دارد،

نقاط درباره اطلاعاتͬ دارای واقع در و است گسسته داده ͷی باشد، نیز دقیق شده اندازه�گیری دمای

کاست. خواهد محاسبات دقت از بودن گسسته این نتیجه در و است زمانͬ بازه از محدودی

٢



١ فصل

مقدمه

جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات ١-١

ͷی را باشد مستقل متغیر چند یا ͷی به نسبت مشتقاتش و وابسته متغیر ͷی شامل که معادله�ای هر

مͬ�شوند: تقسیم کلͬ دسته دو به دیفرانسیل معادلات مͬ�نامیم. دیفرانسیل معادله

١(ODEs) معمولͬ دیفرانسیل معادلات .١

٢(PDEs) جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات .٢

به زیر در که است جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات مسائل پیرامون پایان�نامه، این در اصلͬ بحث

و متغیره چند یا دو تابع ͷی شامل که دیفرانسیلͬ معادله هر مͬ�پردازیم. معادلات از دسته این معرفͬ

موسوم جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله ͷی به باشد، مستقل متغیرهای به نسبت تابع آن مشتقات

کرد. تعریف زیر به�صورت مͬ�توان را PDE ͷی دوبعدی حالت در است.

Auxx +Buxy + Cuyy +Dux + Euy + Fu+G = ٠ (١.١)

صورت: این در

B٢ − ۴AC < ٠ اگر گوییم بیضوی را (١.١) معادله .١

B٢ − ۴AC = ٠ اگر گوییم سهموی را (١.١) معادله .٢

١Ordinary Differential Equations
٢Partial Differential Equations

٣



B٢ − ۴AC > ٠ اگر گوییم هذلولوی را (١.١) معادله .٣

باشند. y و x از Gتوابعͬ و F ،E ،D ،C ،B ،Aضرایب هرگاه گوییم خطͬ را (١.١) معادله .۴

باشد زیر صورت به هرگاه گوییم شبه�خطͬ را (١.١) معادله .۵

Auxx +Buxy + Cuyy = F (x, y, u, ux, uy)

هستند. y و x از توابعͬ C و B ،Aضرایب آن، در که

است. موسوم (١.١) معادله غیرخطͬ صورت به شبه�خطͬ و خطͬ حالت جز به حالتͬ .۶

برخͬ در که مͬ�باشد معادله ͷی حل جزئͬ، مشتقات با دیفرانسیل معادلات مساله ͷی حل از هدف

باشد، (آغازین) اولیه نوع از فقط است ممͺن مساله ͬͺفیزی شرایط است. صادق ،ͬͺفیزی شرایط

مرزی نوع از مساله ͬͺفیزی شرایط اگر مͬ�گوییم. اولیه مقدار مساله مساله، این به صورت این در که

را، مساله باشد، مرزی و اولیه نوع از مساله ͬͺفیزی شرایط اگر و مرزی مقدار مساله باشد، (کرانه�ای)

خاصͬ دسته و مرزی و اولیه شرایط معرفͬ به بعدی بخش�های در مͬ�گوییم. اولیه-مرزی مقدار مساله

مͬ�پردازیم. سهموی مسائل از

زمان به وابسته مساله ͷی برای مرزی و اولیه شرایط ١-٢

اولیه شرط ١-٢-١

مͬ�باشد. فرآیند شروع لحظه در نظر مورد جسم در دما تعیین زمان، به وابسته یͷمساله برای اولیه شرط

مرزی شرایط ١-٢-٢

زیر دسته سه به مرزی شرایط مͬ�باشد. مرز روی بر حرارتͬ) (شار حرارتͬ جریان یا دما مرزی، شرایط

مͬ�شوند: تقسیم�بندی

دیریͺله) (مساله اول نوع مرزی شرایط .١

نیومن) مرزی (مساله دوم نوع مرزی شرایط .٢

روبین) مرزی (مساله سوم نوع مرزی شرایط .٣

۴



اول) (نوع مرز روی معلوم، دمای با مرزی شرط .١

و زمان از تابعͬ مͬ�تواند که باشند داده را مرزی سطح در دما مقدار مساله ͷی در است ممͺن

است. معروف دیریͺله مرزی شرط به شرط نوع این باشد، مͺان

دوم) (نوع جسم مرز روی بر معین، حرارتͬ شار با مرزی شرط .٢

مͺان از تابعͬ یا ثابت صورت به و باشد مشخص جسم مرز روی بر حرارتͬ شار توزیع هرگاه

گویند. نیومن مرزی شرط یا دوم نوع مرزی شرط باشد، دو هر یا و زمان و

سوم نوع مرزی شرط .٣

شرطͬ چنین باشد، مشخص حرارتͬ شار توزیع کران بقیه بر و دما مقدار کران از بخشͬ بر اگر

است. موسوم (آمیخته) روبین مرزی شرط به

سهموی مسائل ١-٣

مͬ�پردازیم. است، سهموی مسائل از دسته�ای که گرمایی هدایت مسائل معرفͬ به پایان�نامه این در

گرمایی هدایت مسائل ١-٣-١

یا ͬͺفیزی قوانین به توجه با کلͬ حالت در صلب، جسم ͷی در گرما انتقال بر حاکم اساسͬ معادله

مͬ�شود. فرمول�بندی زیر صورت به ریاضͬ قوانین از استفاده و طبیعͬ

k∆٢u+G(r, t) = (ρc)ut (٢.١)

یا جسم روی نقطه مختصات از تابعͬ است ممͺن که است جسم گرمایی هدایت ضریب k آن در که

جسم انرژی ,G(rشدت t) و جسم ویژه حرارتͬ ظرفیت c جسم، چͽالͬ ρ باشد، آن�ها دو هر یا و دما

حالت در ∆٢u هم�چنین مͬ�باشد. r = (x, y, z) نقطه در و t زمان در جسم به واردشده انرژی و

مͬ�شود تعریف زیر صورت به بعدی سه و دوبعدی ی�ͷبعدی،

∆٢u = uxx, بعدی ͷی

∆٢u = uxx + uyy, دوبعدی

∆٢u = uxx + uyy + uzz, بعدی سه

ریاضͬ، بزرگ دانشمندان توسط که مͬ�باشد ͷفیزی ریاضͬ مسائل مهمترین از ͬͺی (٢.١) معادله

اولیه شرایط همراه به معادله این حل با که طوری به مͬ�گیرد، قرار استفاده مورد ... و شیمͬ ،ͷفیزی

۵



هدایت مساله هر مͬ�گردد. رفع صنعت در موجود مسائل و مشͺلات از مهمͬ بسیار بخش مرزی، و

زیر صورت به مرزی شرایط و اولیه شرط با بعدی ͷی حالت در کراندار و بسته ناحیه�ای برای گرمایی

مͬ�شود بیان

kuxx +G(x, t) = (ρc)ut, ٠ < x < l, t > ٠

u(x,٠) = f(x), ٠ ≤ x ≤ l,

u(٠, t) = g(t), یا − kux(٠, t) = ϕ(t), t ≥ ٠,

u(l, t) = q(t), یا − kux(l, t) = ψ(t), t ≥ ٠,

(٣.١)

معروف گرما مساله به است شده ناشͬ انتقال مساله سازی مدل از آن�که جهت به (٣.١) مساله اگرچه

توضیحاتͬ است لازم معکوس، و مستقیم گرمایی هدایت مسائل تعریف از پیش ادامه، در است. شده

کنیم. ذکر معکوس مسائل پیرامون را

معکوس مسائل ۴-١

شاخه�های در که دلیل این به مͬ�باشد. مهندسͬ و علوم در مسائل مهمترین جزء معکوس مسائل امروزه

شیمͬ، هوافضا، ،ͷانیͺم مهندسان مثال عنوان به دارند. متعددی کاربردهای مهندسͬ و علوم گوناگون

معکوسمواجه مسائل با خود مسائل حل در شاخه�ها دیͽر و آمار ،ͷفیزی علم متخصصین ریاضͬ�دانان،

مͬ�شوند.

مͬ�نامند معکوسیͺدیͽر را مساله دو معکوس، مسائل زمینه متخصصدر و ریاضͬ�دان کلر٣ دید از

تعریف این طبق بر باشد. دیͽر مساله اطلاعات از بخشͬ یا تمام نیازمند آن�ها از ͬͺی فرمول�بندی هرگاه

دسته دو به مͬ�توان را گرمایی هدایت مسائل مͬ�نامند. معکوس را دیͽری و مستقیم را مسائل از ͬͺی

خواص هندسه، دارند، بیشتری کاربردهای که مستقیم مسائل در کرد. تقسیم معکوس و مستقیم

ناحیه داخل در دما محاسبه مسائل این در هدف هستند. معلوم مرزی و اولیه شرایط ،ͬͺترموفیزی

عوض در و بوده نامعلوم اطلاعات این از تعدادی معکوس، گرمایی هدایت مسائل در مͬ�باشد، حل

معلوم است، مرز روی یا و حل ناحیه داخل در شده اندازه�گیری دماهای معمولا که اضافͬ اطلاعات

مͬ�باشند.

دسته سه به مͬ�توان را کاربردها این دارند، مختلفͬ کاربردهای معکوس گرمایی هدایت مسائل

متغیر ͷی تعیین هدف شناخت، و کنترلͬ مسائل در کرد. تقسیم شناخت و طراحͬ کنترلͬ، مسائل

٣Keller
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ͷی روی دما یا و گرمایی هدایت ضریب تعیین مانند نیست، ممͺن آن مستقیم اندازه�گیری که مͬ�باشد

اندازه�گیری شامل معمولا طراحͬ مسائل نمͬ�باشد. ممͺن آن روی دماسنج مستقیم دادن قرار که سطح

ͷی تعریف�کننده هدف، تابع ͷی طریق از طرح ͷی کردن بهینه معمولا مسائل این در بلͺه نیستند

است. معکوس مساله

مفید اطلاعات استنباط و استخراج با ارتباط در بررسͬ و بحث معکوس، مسائل حوزه�های از ͬͺی

سیستم�های از مͬ�باشد. نفوذی سیستم�های در ناحیه ͷی درون محدود و ناسازگار اندازه�گیری�های از

به میله ͷی مثال عنوان به کرد. اشاره رسانش یا هدایت شیوه به گرما انتقال مͺانیزم به مͬ�توان نفوذی

نمونه، این در بͽیرید، نظر در را است شده عایق�بندی آن یͷطرف و معلوم اولیه دمای دارای که ،l طول

حسͽرهای نمͬ�توان میله، دیͽر طرف در میله سطح وضعیت بودن نامناسب یا و سخت شرایط دلیل به

میله داخلͬ نقطه ͷی در دما محاسبه به بلͺه داد، قرار میله انتهایی سطح روی بر مستقیم طور به را دما

خواهیم مواجه معکوس گرمایی هدایت مساله ͷی با حالتͬ چنین در مͬ�پردازند. سنسور۴ از استفاده با

است. سطح مرزی شرط تخمین مساله، این تحلیل از هدف که شد

هدایت ضریب مانند گرما خواص برآورد برای معکوس گرمایی هدایت مسائل تحلیل از هم�چنین

مͬ�شود. استفاده گرمایی ویژه ظرفیت و گرمایی

گرمایی هدایت مساله اما مͬ�گردد، حل شده داده نتایج به توجه با مستقیم گرمایی هدایت مساله

شناخته پیامدهای و نتایج از باید آن حل برای که است وابسته معلول و علت ارائه و نتایج به معکوس

تخمین و اندازه�گیری موارد، از بسیاری در شد بیان که همان�طور یافت، دست ناشناخته علل به شده

روی از علت تخمین به مجبور لذا مͬ�باشد، غیرممͺن موارد برخͬ در حتͬ یا و نیست ممͺن مستقیم

طور به نمͬ�توان را داغ خیلͬ سطح ͷی در حرارت درجه مثال برای مͬ�باشیم. فرآیند نتایج مشاهدات

قرار تشعشع سپر زیر را حسͽرها معمولا دلیل همین به آ�ورد دست به حسͽرها از استفاده با مستقیم

مͬ�زنند. تخمین معکوس تحلیل روش به را داغ سطح دمای و مͬ�دهند

معکوس و مستقیم گرمایی هدایت مسائل تعریف ١-۴-١

مستقیم گرمایی هدایت مساله

مجهول u(x, t) تابع تنها اگر مͬ�باشند. موجود مرزی و اولیه شرایط در مختلفͬ توابعͬ (٣.١) مساله در

باشند، معلوم (٣.١) معادله در ضرایب هم�چنین و مرزی و اولیه شرایط در توابع بقیه و باشد فوق مساله

است. ۵(DHCP ) مستقیم گرمایی هدایت مساله ͷی مساله،

۴Sensor
۵Direct Heat Conduction Problem

٧



معکوس گرمایی هدایت مساله

ͷی را آن باشند، مجهول دیͽری توابع u(x, t) تابع از غیر به (٣.١) گرمایی هدایت مساله در اگر

گویند. معکوس گرمایی هدایت مساله

مساله تعریف ۵-١

مختصاتͬ اول ربع در کناره�ای سهموی معادله ͷی عنوان به مͬ�توان را معکوس گرمایی هدایت مساله

مͬ�گیریم نظر در مختصاتͬ اول ربع در را گرمایی هدایت مستقیم مساله ابتدا گرفت. نظر در

ut = a(x)uxx + b(x)ux + c(x)u, x > ٠, t > ٠,

u(x,٠) = ٠, x ≥ ٠,

u(٠, t) = f(t), t ≥ ٠. (۴.١)

هستند، زیر شرایط با توابعͬ c و b ،a آن در که

α١ ≤ a(x) ≤ α٢, c(x) ≤ ٠, x ∈ (R+) (۵.١)

که مͬ�کنیم فرض و مͬ�دهیم نشان ∥ · ∥ با را L٢(R) نرم همیشه راحتͬ برای ادامه در

a(x) ∈ C٢(R+), b(x) ∈ C١(R+), c(x) ∈ C(R+). (۶.١)

.[١۴ ،۴] باشد کراندار ∥u(x, t)∥است لازم جواب یͺتایی برای

f(t) که کنیم فرض مͬ�کنیم. توجه مختصاتͬ اول ربع در حرارتͬ هدایت معکوس مساله به اینک

تعیین g(t) = u(١, t) اضافه شرط داشتن با ٠ ≤ x < ١ برای را u(x, t) مͬ�خواهیم و نباشد معلوم

کنیم

ut = a(x)uxx + b(x)ux + c(x)u, x > ٠, t > ٠,

u(x,٠) = ٠, x ≥ ٠,

u(١, t) = g(t), t ≥ ٠. (٧.١)

را بزرگͬ بسیار خطای مͬ�تواند g ورودی داده در ͷکوچ اختلال ͷی است، وضع بد شدت به مساله این

به نسبت که حالتͬ در فقط را مساله ما این�جا در شود[٨]. موجب x ∈ [٠,١) برای u(x, t)جواب در

g(t) = u(١, t) ،f(t) = u(٠, t) ،u(x, t) همچنین مͬ�گیریم. نظر در دارد، (R)L٢قرار در t متغیر

٨



برای را آن�ها که صورت این به مͬ�دهیم، گسترش را مͬ�شویم مواجه آن�ها با ادامه در که توابعͬ سایر و

است پیوسته t = ٠ در گسترش این لذا ،u(x,٠) = ٠ که آن�جا از مͬ�گیریم. نظر در صفر ،t < ٠

gδ(t) ∈ L٢(R) شده اندازه�گیری داده برای مͬ�کنیم فرض است. مناسب مساله کردن آنالیز برای و

باشیم داشته

∥gδ − g∥ ≤ δ. (٨.١)

مͬ�گیرند نظر در زیر صورت دو از ͬͺی به ،f(t) نامعلوم تابع برای را ابتدایی کران ͷی معمولا

∥f∥ ≤M (٩.١)

یا

∥f∥p ≤M, p > ٠, (١٠.١)

مͬ�شود. تعریف ،Hp(R) سوبولف۶، فضای در f نرم ∥f∥p آن در که

∥f∥p := (

∫ ∞

−∞
(١ + ξ٢)p|f̂(ξ)|٢dξ)

١
٢ , (١١.١)

است. زیر صورت به f(t) فوریه تبدیل که

f̂(ξ) =
١√
٢π

∫ ∞

−∞
e−iξtf(t)dt. (١٢.١)

مͬ�شود. تعریف زیر صورت به ،Hp(R) سوبولف، فضای ،p ≥ ٠ برای .١.۵.١ تعریف

Hp(R) := {f(t), t ∈ R :

∫ ∞

−∞
(١ + ξ٢)p|f̂(ξ)|٢dξ <∞, ξ ∈ R}.

و p = ٠ قراردادن با دانست. ،L٢(R) از زیرفضایی عنوان به مͬ�توان را ،Hp(R) سوبولف، فضای

است. L٢(R) همان واقع در H٠(R) که مͬ�یابیم در ،٧ پارسوال تساوی به توجه با

بود. خواهد هیلبرت فضای ͷی زیر داخلͬ ضرب تعریف با سوبولف، فضای

(f, g)Hp =

∫ ∞

−∞
(١ + ξ٢)pf̂(ξ)ĝ(ξ)dξ, ξ ∈ R

بود. خواهد زیر صورت به سوبولف، فضای برای داخلͬ ضرب این توسط شده القا نرم لذا و

∥f∥p = (

∫ ∞

−∞
(١ + ξ٢)p|f̂(ξ)|٢dξ)

١
٢ .

۶Sobolev Space
٧Parseval

٩



تساوی به توجه با آن�گاه باشد، داشته قرار Hp(R) سوبولف فضای در f(t) تابع ،p ≥ ٠ برای اگر

مرحله�ی تا آن مشتقات و f(t) که در�مͬ�یابیم فوریه، تبدیل برای مشتق قضیه همچنین و پارسوال

شرایط دارای f(t) تابع باشد، بزرگتر p چه هر لذا و هستند کراندار L٢(R) نرم با p مساوی یا کوچͺتر

بود. خواهد کننده�تری محدود

اساسͬ لم چند ۶-١

در که است عددی روش�های نظری اساس واقع در که مͬ�کنیم اشاره لم تعدادی به بخش این در

مͬ�شود. استفاده آن�ها از روش�ها این همͽرایی اثبات در و مͬ�شوند معرفͬ بعد بخش�های

کرانه�ای مقدار با معمولͬ دیفرانسیل معادله برای جواب ͷی v(x, ξ) کنیم فرض ([۴]) .١.۶.١ لم

باشد زیر

iξv(x, ξ) = a(x)vxx + b(x)vx + c(x)v, x > ٠, ξ ∈ R,

v(٠, ξ) = ١,

lim
x→∞

v(x, ξ) = ٠, ξ ̸= ٠; (١٣.١)

که کنیم فرض باشد. کراندار مͬ�کند، میل ∞ سمت به x وقتͬ v(x, ξ) که داریم نیاز ،ξ = ٠ برای

صورت این در باشد؛ u چون جوابی دارای (۴.١) مساله

u(x, t) =
١√
٢π

∫ ∞

−∞
eiξtv(x, ξ)f̂(ξ)dξ, x > ٠, (١۴.١)

و

û(x, ξ) = v(x, ξ)f̂(ξ). (١۵.١)

علاوه به

ĝ(ξ) = v(١, ξ)f̂(ξ) (١۶.١)

و

û(x, ξ) =
v(x, ξ)

v(١, ξ)
ĝ(ξ). (١٧.١)

١٠


