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پیشگفتار

کاربرد غیره و تولید ریزي برنامه مالی، ریزي برنامه جمله از فراوانی موارد در خطی کسري ریزي برنامه
شود. می گرفته نظر در خطی تابع دو نسبت ریزي برنامه نوع این در دارد.

برنامه در واقع در است. هدفی چند خطی کسري مسائل براي دوگان نظریه بررسی نامه پایان این هدف
و گیرد می نظر در را خطی کسري هدف تابع چندین گیرنده تصمیم هدفی، چند خطی کسري ریزي

کند. بهینه را اهداف این همه که است این وي هدف
اي ملاحظه قابل پیشرفت هدفی، چند سازي بهینه مسائل در دوگان نظریه گذشته، سال پنجاه طول در
شده شناخته خوبی به خطی، ریزي برنامه مسائل در دوگان هاي تکنیک اهمیت است. کرده تجربه را

باشد. می اولیه مسئله به توجه با دوگان هاي جواب تفسیر شک، بدون آنها، مهمترین که است
است: شده تنظیم فصل سه در نامه پایان این

کسري مسئله معرفی به سپس و کنیم می مرور را آن دوگان و خطی ریزي برنامه ،ابتدا اول فصل در
برنامه براي حل روش یک همچنین پردازیم. می هدفی چند خطی کسري مسئله و هدفی تک خطی
کسري ریزي برنامه براي حل روش یک و متغیر تغییر روش عنوان تحت هدفی، تک خطی کسري ریزي

دهیم. می ارائه زبانی متغیر روش عنوان تحت هدفی، چند خطی
معرفی هدفی تک خطی کسري مسئله یک دوگان آوردن بدست براي روش چندین دوم فصل در
می اثبات به را قوي دوگان قضیه و ضعیف دوگان قضیه جمله از دوگان هاي قضیه و کنیم می

رسانیم.[۴,۷,۱۰,۲۱,۲۲]
دو در هدفی چند کسري مسئله براي دوگان مسئله یک فارکاس، لم از استفاده با آخر، فصل در سرانجام

[13] کنیم. می بیان خطی غیر و خطی حالت



1 فصل

مقدمات

دوگان و تکهدفی خطی ریزي برنامه کلی حالت 1-1
دست آن، حل و ریاضی سازي مدل از استفاده بدون و شوند می تر پیچیده روز هر واقعی دنیاي مسائل
و مهم هاي بخش از یکی خطی، ریزي برنامه بود. خواهد ممکن نا مسائل این اغلب در جواب به یابی
به واقعی دنیاي مسائل از بسیاري که این کنار در است. ریاضی ریزي برنامه در بخش مهمترین شاید
آن تبدیل از نیز خطی غیر مسائل حل براي هستند، بندي فرمول قابل خطی ریزي برنامه مسائل صورت

شود. می استفاده خطی ریزي برنامه مسائل به ها
است هایی محدودیت گرفتن نظر در با خطی تابع یک سازي بهینه هدف خطی، ریزي برنامه مسائل در
محدب وجهی چند یک ، ها آن شدنی ناحیه شوند. می نوشته خطی معادلات نا و معادلات صورت به که
حاصل اند، شده تعریف خطی ي نامعادله یک توسط یک هر که فضا، نیم متناهی تعداد اشتراك از و است
است وجهی چند از وجود) صورت اي(در نقطه یافتن دنبال به خطی ریزي برنامه الگوریتم یک گردد. می

باشد. دارا را مقدار کمترین یا بیشترین نقطه، آن در هدف تابع که
مسئله اولین شد.کانترویچ مطرح 1939 سال در 1 کانترویچ توسط بار اولین براي خطی ریزي برنامه
و ارتش هاي هزینه کاهش منظور به دوم، جهانی جنگ طول در سال1939، در را خطی ریزي برنامه
در 2 دانتزیک ب. جرج که زمانی تا ماند باقی محرمانه روش، این برد. کار به دشمن به خسارت افزایش

1Leonid Cantorovich
2George Bernard Dantzing
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2 مقدمات .1 فصل

براي جوابی عنوان به را دوگان نظریه 1 نیومن وون جان و کرد منتشر را سیمپلکس روش ،1947 سال
نمود. اعمال ها بازي ي نطریه زمینه در را آن و مطرح عددي سازي بهینه

داد: نمایش توان می زیر کلی فرم به را خطی ریزي برنامه مسئله هر

(p) Min z(x) = cTx

s.t Ax ⩾ b (1-1)

x ⩾ ۰

ماتریسی A و Rm از برداري b ، Rn از بردارهایی xT = (x۱, . . . , xn) و cT = (c۱, . . . , cn) آن در که
محدودیت�هاي همه�ي که گونه�اي به است x۱, x۲, . . . , xn مقادیر یافتن مسئله، هدف می�باشد. m× n

هزینه ضرایب را c۱, c۲, . . . , cn ضرایب آورد. فراهم z(x) براي را مقدار بهترین و کرده برآورده را مذکور
گویند. تصمیم متغیرهاي را x۱, x۲, . . . , xn و

مسئله�ي دوگان را آن که دارد وجود نیز دیگر خطی یکمسئله�ي خطی، برنامه�ریزي مسئله�ي هر با متناظر
است: زیر صورت به (p) اولیه�ي مسئله�ي به توجه با دوگان، مسئله�ي کلی فرم . t∗۰ > می�نامیم۰ اصلی

(D) Max u(y) = yb

s.t. yA ⩽ c (2-1)

y ⩾ ۰

می�شود. نامیده دوگان تصمیم بردار که است Rm از برداري y آن در که
ارزشی با اطلاعات آن�ها از که دارد وجود مفیدي روابط اولیه، مسئله�ي و دوگان مسئله�ي جواب�هاي بین

است: آمده زیر در اختصار به مسئله دو روابط آید. می دست به اولیه مسئله�ي به راجع

است. اولیه مسئله�ي دوگان، دوگان .1.1-1 قضیه

کمینه مسئله�ي دلخواه شدنی جواب هر ازاي به هدف تابع مقدار ( ضعیف دوگان (قضیه .2.1-1 قضیه
بیشینه�سازي مسئله�ي دلخواه شدنی هرجواب ازاي به هدف تابع مقدار مساوي یا بزرگتر همواره، سازي،

1John Von Neumann



3 مقدمات .1 فصل

است.

cx۰ = y۰b که نحوي به باشند دوگان و اولیه مسائل شدنی ترتیبجواب�هاي به y۰ و x۰ اگر .3.1-1 قضیه
هستند. نظیرشان مسائل بهینه�ي جواب�هاي y۰ و x۰ آنگاه ،

دیگري آنگاه باشد، داشته نامتناهی هدف تابع مقدار دوگان، یا اولیه مسائل از یکی اگر .4.1-1 قضیه
ندارد. شدنی جواب

هر آنگاه باشد، داشته بهینه جواب دوگان یا اولیه مسائل از یکی اگر دوگان) قوي (قضیه .5.1-1 قضیه
است. مساوي آن�ها بهینه�ي هدف تابع مقادیر و دارند بهینه جواب مسئله دو

است: صحیح زیر عبارات از یکی دقیقا دوگان) اساسی (قضیه .6.1-1 قضیه
هستند؛ cx∗ = y∗b با y∗ و x∗ بهینه�ي جواب�هاي داراي مسئله دو (۱

است؛ نشدنی دیگري که حالی در نامتناهی، هدف تابع مقدار با مسئله یک (۲
است. نشدنی مسئله دو هر (۳

جواب�هاي y∗ = (y∗۱, . . . , y
∗
m) و x∗ = (x∗۱, . . . , x

∗
n) کنید فرض زاید) مکمل (قضیه .7.1-1 قضیه

اگر: تنها و اگر هستند بهینه y∗ و x∗ آنگاه باشند. دوگان و اولیه مسائل دلخواه شدنی

y∗i (a
ix∗ − bi) = ۰ , i = ۱, . . . ,m و (cj − y∗aj)x

∗
j = ۰ , j = ۱, . . . , n

آن کاربردهاي و خطی کسري ریزي برنامه معرفی 2-1
به که است ریاضی ریزي برنامه گسترده دامنه از خاصی حالت (LFP ) خطی کسري ریزي برنامه مسئله

شد.[10] معرفی 2 کوپر و 1 چارنز توسط سال1962 در بار اولین مدون، طور
و است مسائل از اي گسترده طیف کردن فرموله براي نیرومند ابزار یک خطی کسري ریزي برنامه
کرد. بندي فرمول خطی کسري ریزي برنامه مسائل صورت به توان می را واقعی دنیاي مسائل از بسیاري
مساله بودن خطی البته است. مشهود اقتصاد در خصوص به مختلف هاي شاخه LFP)در ) کاربردهاي
دنیاي مسائل همه که جا آن از شود. واقع توجه مورد بیشتر و بوده تر ساده آن با برخورد شود می موجب

1charnes
2cooper



4 مقدمات .1 فصل

است. توجه مورد خطی غیر ریزي برنامه LFP)عنوان ) لذا شود، نمی توصیف بودن خطی قالب در واقعی
را آن با شدن فرموله قابلیت که واقعی دنیاي وسیع دامنه جهت به خطی غیر ریزي برنامه از شاخه این

است. کرده جلب خود به را محققان از بسیاري توجه دارند
هاي گیري تصمیم و مالی ریزي برنامه مسائل در خطی کسري خصوص به کسري هاي ریزي برنامه

: کرد اشاره زیر هاي نمونه به توان می جمله از هستند. کاربرد داراي مدیریت
بازده: سازي بیشینه (الف) .

واحد هر از امده دست به سود pj کنیم می فرض همچنین کند می تولید کالا نوع n شرکتی کنیم فرض
واحد یک تولید است. خروجی حجم از مستقل مقدارش که باشد شرکت ثابت سود p۰ و ام j نوع کالاي
تولیدي هاي فعالیت به مقدارش که است d۰برابر شرکت ثابت هزینه و دارد بر در dj برابر اي هزینه jام
کنیم می فرض شود. پرداخته باید کالا تولید عدم صورت در حتی شرایطی هر در و ندارد بستگی شرکت
کالاي از واحد یک تولید براي i منبع هزینه سهم aij و باشد شرکت دسترس در منبع امین iحجم bi
کل هزینه به کل سود نسبت تا کند تولید کالا هر از واحد چند بگیرد تصمیم باید شرکت باشد. ام j نوع
مساله هدف است.تابع j = ۱,۲, ..., n ازاي به ام j کالاي خروجی xjحجم تصمیم شود.متغیر بیشینه

شود: می تعریف شرکت کل هاي هزینه به شرکت کل سود نسبت صورت به

(P ) Max Q(x) =
P (x)

D(x)
=

∑
j pjxj + p۰∑
j djxj + d۰

s.t.
n∑

j=۱

aijxj ⩽ bi

xj ⩾ ۰

i = ۱, . . . ,m

j = ۱, . . . , n

وري(تولید) بهره سازي (ب)بیشینه
زمان به هزینه نسبت سازي کمینه (ج)
ورودي به خروجی سازي بیشینه (د)



5 مقدمات .1 فصل

ها وام مجموع به خارجی هاي وام سازي کمینه (ه)
.

تکهدفی خطی کسري ریزي برنامه مسئله 3-1
کنیم: می بندي فرمول زیر صورت به را هدفی تک خطی کسري ریزي برنامه

(P ) max Z(x) =
cTx+ α

dTx+ β

s.t x ∈ S = {x ∈ Rn | Ax ⩽ b,x ⩾ ۰} (3-1)

ضرایب ماتریس A ∈ Rm×n ماتریس و منابع بردار b ∈ Rmو dT ∈ Rnو cT ∈ Rnو x ∈ Rn آن در که
پایان این در شود. می تعریف خطی تابع دو قسمت خارج صورت به مسئله هدف تابع است. تکنولوژیکی

کنیم. می فرض کراندار اي مجموعه را S نامه
بودن محدب دلیل به شود، برآورده هدف تابع براي مخرج بودن صفر مخالف شرط چنانچه 1.2-1 تذکر
و مثبت همواره یا هدف تابع مخرج این بنابر داشت. نخواهد علامتی تغییر مخرج شدنی، جواب فضاي
باشد منفی مخرج (اگر گرفت. نظر در مثبت همواره را مخرج توان می پس بود خواهد منفی همواره یا

یعنی: کنیم) می ضرب منفی یک در را مخرج و صورت

∀x ∈ Rn dT + β > ۰

S ناحیه راسی نقطه یک حداقل باشد داشته بهینه جواب (3-1) خطی کسري مساله اگر .1.3-1 قضیه
است. مسئله بهینه جواب که دارد وجود

شود. مراجعه [۱۸] مرجع به اثبات.

را ها آن از تعدادي ابتدا که دارد وجود روش چندین خطی کسري ریزي برنامه مسئله حل براي
به توانید می بیشتر مطالعه براي دهیم. می شرح کامل طور به را آنها از یکی سپس و بریم می نام
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از: عبارتند ها روش این کنید. مراجعه مراجع[۱,۶,۲۶]
متغیر. تغییر 1.روش

هندسی. 2.روش
محدب. سیمپلکس 3.روش

خطی. کسري ریزي برنامه مسئله حل براي گومري2 و گیلمور1 4.الگوریتم
پارامتري. 5.روش

مجاور. راس روش .6
هدف. تابع کردن بهنگام روش .7

تانتاوي3. 8.روش

متغیر تغییر روش 1-3-1
کسر مخرج اینکه فرض شد[۵].با مطرح 1962 سال در کوپر و چارنز توسط بار اولین متغیر تغییر روش
LFPمسئله حل براي را کوپر و چارنز متغیر تغییر روش است، مثبت S ناحیه نقاط تمام در هدف تابع

دهیم: می قرار ابتدا دهیم. می ارائه (3-1)

t =
۱

dTx+ β

شود: می نوشته زیر صورت به (3-1) مسئله هدف تابع متغیر تغییر این اعمال با

Z = cTx+ αt

کنیم: می اعمال را زیر متغیر تغییر حال

Y = tx

1Gilmor
2Gomery
3Tantavi
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شود: می نوشته زیر صورت به (1-3) مسئله لذا

min cTY + αt

s.t AY − bt = ۰

dTY + βt = ۱

Y ⩾ ۰, t ⩾ ۰

(4-1)

شده ذکر هاي متغیر تغییر اعمال با است این توجه قابل باشند.نکته می t ∈ R ،Y ∈ Rn آن در که
n + ۱ به n از مذکور مسئله متغیرهاي تعداد و m + ۱ به m از (3-1) مسئله هاي محدودیت تعداد
است. حل قابل سیمپلکس روش با که است خطی ریزي برنامه مسئله یک (4-1) یابد.مسئله می افزایش

بود. خواهد t > ۰ آنگاه (1-4)باشد، مسئله شدنی جواب (y, t) اگر .2.3-1 قضیه

شود. مراجعه [2] مرجع به اثبات.

کسري مسئله بهینه ∗Xجواب =
Y ∗

t∗
آنگاه باشد (4-1) مسئله بهینه جواب (Y ∗, t∗) اگر .3.3-1 قضیه

است. (3-1) خطی

شود. مراجعه [2] مرجع به اثبات.

بگیرید: نظر در را زیر مسئله . مثال



8 مقدمات .1 فصل

max z =
۸x۱ + ۶x۲ − ۵

−۴x۱ + ۲x۲ − ۴۰

s.t x۱ + x۲ ⩽ ۱۰

۳x۱ − ۵x۲ ⩽ ۶

x۱,x۲ ⩾ ۰

کنیم: می حل را زیر خطی مسئله بنابراین . (−۴x۱ + ۲x۲ − ۴۰ < شدنی(۰ ناحیه از x هر براي

max Z = −۸y۱ − ۶y۲ + ۵t

s.t y۱ + y۲ − ۱۰t ⩽ ۰

۳y۱ − ۵y۲ − ۶t ⩽ ۰

۴y۱ − ۲y۲ + ۴۰t = ۱

y۱,y۲ ⩾ ۰, t ⩾ ۰

خطی کسري مسئله بهینه جواب لذا است. (y∗۱, y∗۲, t∗) = (۰, ۰,
۱

۴۰
صورت( به مسئله این بهینه جواب

برنامه مسئله حل متغیر، تغییر روش در آنکه خلاصه .است Z∗ =
۱

۸
هدف مقدار ,x∗۱)با x∗۲) = (۰, ۰)

در و بوده کارا کاملا مذکور روش گیرد. می صورت ارز هم مسئله یک حل طریق از خطی کسري ریزي
خطی کسري ریزي برنامه مسئله باشد، بهینه جواب داراي متناظر خطی ریزي برنامه مسئله که صورتی

بود. خواهد چنین نیز
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هدفی چند خطی کسري ریزي برنامه مسئله 4-1
بهینه را نسبت چندین باید که شود می رو به رو مسائلی با (DM) گیرنده تصمیم یک واقعی، جهان در
به خروجی هزینه، به سود هزینه، به خروجی هاي نسبت باید تولیدي شرکت یک در مثال براي کند.

شوند. بهینه غیره و کارگران
هر کسر مخرج و صورت اگر است. هدف تابع چندین داراي که داریم سروکار اي مسئله با مواقع این در

شود. می نامیده (MOLFP ) هدفی چند خطی کسري مسئله مسئله، آن گاه آن باشند خطی دو
شود: می نوشته زیر صورت به هدفی چند خطی کسري ریزي برنامه مسئله یک عمومی فرم

min(max) Z(x) = (Z۱(x), Z۲(x), ..., Zk(x))

s.t x ∈ S = {x ∈ R | Ax ⩽ b,x ⩾ ۰} (5-1)

و است محدب و کراندار مجموعه یک S بطوریکه

Zi(x) =
Ni(x)

Di(x)
=
cTi x+ αi

dTi x+ βi
, i = ۱, . . . , k k ⩾ ۲

cTi , d
T
i ∈ Rn, αi, βi ∈ R

. dTi x+ βi > ۰ ، i هر براي کنیم می فرض هدفی تک ریزي برنامه مسئله همانند
ضعیف و قوي کاراي بهینه جواب شود بهینه هدف تابع چند باید همزمان (MOLFP ) مسئله در چون

کنیم. می تعریف را آنها زیر در که شود می معرفی

باشدکه: نداشته وجود اي x هیچ اگر فقط و اگر شود می نامیده قوي کاراي x̄ ∈ S نقطه .1.4-1 تعریف
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∀i, Ni(x)

Di(x)
⩾ Ni(x̄)

Di(x̄)

باشیم: داشته iیک حداقل براي و
Ni(x)

Di(x)
>
Ni(x̄)

Di(x̄)

نداشته وجود اي x ∈ S هیچ اگر فقط و اگر شود می نامیده ضعیف کاراي ، x̄ ∈ S نقطه .2.4-1 تعریف
که: باشد

∀i, Ni(x)

Di(x)
>
Ni(x̄)

Di(x̄)

شده بررسی آنها از تعدادي مرجع[2] در دارد. وجود متفاوتی هاي روش (MOLFP ) مسئله حل براي
از: عبارتند ها روش این و است
آرمانی ریزي برنامه 1-روش

تیلور سري 2-روش
زبانی متغیر 3-روش

تعاملی 4-روش
فازي ریزي برنامه 5-روش

دهیم. می شرح را زبانی متغیر روش حال

زبانی متغیر روش 1-4-1
که روش این .[16] کرد بیان 1983 سال در لوهانجولا1 که می�پردازیم روشی معرفی به بخش این در
چون اما است. معروف زبانی متغیرهاي روش یعنی نام همین به می�شود بیان زبانی متغیرهاي براساس
روش داتا2 1992 سال در نداشت، وجود آمده بدست بهینه جواب کارایی براي تضمینی روش این در

.[9] می�کند تضمین را بهینه جواب کارایی که کرد بیان زبانی متغیرهاي از استفاده با را دیگري
بیان را داتا روش لوهانجولا، روش بیان از پس و می�کنیم تعریف را زبانی متغیر ابتدا بخش، این در ما

می�کنیم. حل روش دو هر با را مثالی ادامه در و می�کنیم
بیشتر هستند مبهم و نادقیق آنها مقادیر که متغیرهایی از اي محاوره استدلال�هاي در و طبیعی زبان در ما

1Luhanjula
2Dutta


