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پیش�گفتار

این در ما کار ͳاصل زمینه ،ͳماتریس هم�جبرهای فضای برم�ͳآید، جلد روی عنوان از که همان�طور
همراه به ،C ͳخط-κ فضای از است عبارت ،κ میدان روی هم�جبر Έی بود. خواهد پایان�نامه

شرایط که ،ε : C −→ κ هم�ی΋ه و ∆ : C −→ C ⊗ C هم�ضرب نگاشت�های

(IC ⊗ ∆)∆ = (∆ ⊗ IC)∆, (IC ⊗ ε )∆ = ( ε⊗ IC)∆ = IC ,

بتوان که است، آن از گسترده�تر نظریه، این توسیع و هم�جبرها نظریه کاربرد م�ͳسازند. برآورده را
این در حاصل پیشرفت�های و نتایج اخیر، سال�های در نمود. خلاصه�اش پایان�نامه Έی مقدمه در
کامپیوتر، علوم که شده�اند، بدل ͳمختلفپژوهش زمینه�های تحقیقاتدر برای مناسبی ابزار به گستره،
این از نمونه�هایی جمله�اند. آن از اقتصاد و ͳزیست علوم ،ͳ΋پزش صنایع پرواز، ͳامنیت سیستم�های

ببینید. [٢۵] و [۶] در م�ͳتوانید را کاربردها

جمله از آن، به مربوط اولیه تعاریف و هم�جبر مفهوم با دوم، فصل از دوم و اول بخش در
هم�جبر، چند از مثال�هایی به همچنین شد. خواهیم آشنا هم�جبری، ریختارهای و سوئیدلر نمادگذاری
این که درم�ͳیابیم هم�جبر، Έی تعریف به ͳنگاه با کرد. خواهیم اشاره توجه�اند، مورد بیشتر که
Έی تعریف برای که است خاطر همین به و دارد جبرها تعریف با ͳدوگان رابطه ͳنوع تعریف
پایان�نامه، این طول در داشت. خواهیم جبرها نظریه در متناظر تعریف به ͳنگاه نخست هم�جبر،
شود، توجه جبرها مقوله با تعاریف ͳدوگان پیوند به هم�جبری، ͳاصل تعاریف در است، شده ͳسع
نظریه به ͳوابستگ بدون و مستقل کاملا موارد، اغلب در حاصل، نتایج و ͳاصل قضایای اثبات اما
م�ͳنمایاند، رخ ͳزمان هم�جبرها نظریه مهم و مثبت خصوصیات درحقیقت، م�ͳگیرد. صورت جبرها
مورد را نظریه دو این بین موجود ͳدوگان رابطه و بنگریم جبرها ساختار با ساختار این ͳ΋نزدی به که
دوگان ͳمتناه بعد در دقیق�تر، عبارت به است. ی�Έسویه ͳنامتناه بعد در البته که دهیم، قرار توجه
وضوح این از ͳدوگان مساله ،ͳنامتناه بعد در اما بود. خواهد دیΎر مفهوم مفهوم، دو این از Έهری
ساختارهای سوی به را ما همواره هم�جبری، ساختارهای دوگان گرچه نیست. برخوردار ͳسادگ و
و داشت نخواهد هم�جبری ساختاری لزوما ͳنامتناه بعد با جبرهای دوگان اما م�ͳدهد، سوق جبری

پ



مورد جبرها، سایه از بیرون و مستقل صورت به� هم�جبرها، نظریه م�ͳشود سبب که است ͳویژگ همین
م�ͳبرند، سود مفیدی و مثبت خصوصیات از هم�جبرها ͳنامتناه بعد در واق΄، در گیرد. قرار توجه
اشاره ،٣.٢.٢ قضیه جبرها، ͳاساس قضیه به م�ͳتوان جمله آن از و بی�بهره�اند آن�ها از جبرها که
قرار توجه مورد را مفهوم دو این بین ͳدوگان رابطه تفصیل، به دو، فصل از سوم بخش در کرد.
است.٢ نفرت از مملو گاه و دارد ͳدوست از نشان گاه ،[٢۵] در ژاکوب١ تعبیر به که پیوندی م�ͳدهیم،

هم�جبر ماتریس�هاست. هم�جبر فضای معطوف پایان�نامه این در ما توجه از ͳمهم بخش
هم�ی΋ه�ای و هم�ضرب نگاشت�های همراه به ͳحقیق ماتریس�های فضای از است عبارت ماتریس�ها،

زیر ضابطه�های با ترتیب، به که،

e
ij
7−→

n∑
k=۱

e
ik
⊗ e

kj
, e

ij
7−→ δ

ij
,

مفهوم به پرداختن از پس سوم، فصل در م�ͳشود. داده نمایش M c
n(R) نماد با و م�ͳشوند تعریف

همین البته و داده�ایم اختصاص ماتریس�ها هم�جبر ͳمعرف به را دوم بخش هم�جدایی�پذیر، هم�جبرهای
فصل ͳپایان قسمت در است. هم�جدایی�پذیر هم�جبر Έی ماتریس�ها هم�جبر م�ͳکنیم ثابت که جاست
مرتبه از ماتریس�های هم�جبر ،C هم�جبر برای شد. خواهیم آشنا هم�جبری ماتریس�های هم�جبر با سوم،
تانسوری ضرب از حاصل فضای از عبارتست و م�ͳشود داده نمایش M c

n(C) نماد با ،C روی n
.M c

n(C) = C ⊗M c
n(κ) دیΎر بیان به ،κ میدان روی n× n ماتریس�های هم�جبر و C هم�جبر

شده تعریف نگاشت�های همان�� که هم�ی΋ه�ای و هم�ضرب با است Mهم�جبری c
n(κ) که داریم توجه

م�ͳگیرد. κ دلخواه میدان را ͳحقیق اعداد میدان جای که تفاوت این با هستند، M c
n(R) برای

بین هم�ارزی رابطه ͳنوع بدانیم که م�ͳشویم، ͳماتریس هم�جبرهای فضای اهمیت متوجه بیشتر ͳزمان
ی΋دیΎر به را مقوله دو این که دارد، وجود هم�جبرها روی ماتریس�ها هم�جبر و هم�جبرها فضای
م�ͳدهیم. ارجاع [٣١] و [١٩] به را خواننده هم�ارزی نوع این با بیشتر آشنایی برای م�ͳسازد. مرتبط
دلخواه هم�جبرهای فضای با ͳمستقیم ارتباط هم�جبرها، روی ماتریس�ها هم�جبر بحث ترتیب، این به
و مهم نقش از نمونه�هایی دارد. بحث این فوق�العاده اهمیت از نشان موضوع این که م�ͳکند، پیدا

ببینید. [٣٠] و [۴] در م�ͳتوانید را ͳماتریس هم�جبرهای سودمند

شناسایی سوی به ما راه چراغ ماتریس�ها، هم�جبر فضای برای سوم فصل در حاصل نتایج
دوگان پیداست، نامش از که همان�طور هم�اشتقاق، مفهوم بود. خواهد هم�جبر این روی هم�اشتقاق�ها
هم�اشتقاق Έی را (C,∆, ε) هم�جبر روی f ͳخط نگاشت جبرهاست. بحث در اشتقاق مفهوم

١B. Jacobs
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اگر گویند، C روی
∆f = (IC ⊗ f + f ⊗ IC)∆.

و اشتقاق مفاهیم بین ͳدوگان رابطه ͳبررس به هم�اشتقاق، مفهوم با آشنایی ضمن چهارم، فصل در
ͳویژگ که م�ͳدهیم نشان و م�ͳشویم آشنا ͳدرون هم�اشتقاق�های با آن از پس م�ͳپردازیم. هم�اشتقاق
مفاهیم بین ͳدوگان رابطه است. ͳدوگان مفهوم Έی نیز هم�اشتقاق�ها و اشتقاق�ها بودن ͳدرون
با مفهوم دو این پیوند که کرد، لمس خوبی به م�ͳتوان ͳزمان را ͳدرون هم�اشتقاق و ͳدرون اشتقاق
نوس٣ ،١٩٧۴ سال در دهیم. قرار توجه مورد را هم�جدایی�پذیر هم�جبرهای و جدایی�پذیر جبرهای
این با را A جبر و کردند بیان ،A جبر روی اشتقاق هر بودن ͳدرون برای ͳمعادل شرط اژانگورن۴ و
ثابت را قضیه�ای دوی۵ ،١٩٧٨ در نامیدند. جدایی�پذیر باشد، ͳدرون آن روی اشتقاق هر که ͳویژگ
(C,∆, ε) هم�جبر است. ͳدرون C هم�جدایی�پذیر هم�جبر روی هم�اشتقاق هر م�ͳداد نشان که نمود،

به�طوری�که باشد، موجود τ : C ⊗ C → κ ͳخط نگاشت هرگاه گویند، هم�جدایی�پذیر را

(IC ⊗ τ)(∆ ⊗ IC) = (τ ⊗ IC)(IC ⊗ ∆), τ∆ = ε.

به وابسته که جدایی�پذیر جبرهای تعریف برخلاف هم�جدایی�پذیر، هم�جبرهای اولیه تعریف گرچه
دوی، و نوس قضایای ͳکل صورت اما است، هم�اشتقاق مفهوم از مستقل اشتقاق�هاست، مفهوم
،١٩٨٠ در م�ͳسازد. نمایان خوبی به را ͳدرون هم�اشتقاق و ͳدرون اشتقاق مفاهیم بین ͳدوگان رابطه
شرط سولوتار٨، و ٧ͳفارینات ١٩٩٨ در و داد توسیع C-هم�جبرها فضای به را دوی قضیه ناکاییما۶
،٢٠٠٧ سال در که بودند ورکرویسه١٠ و ٩ͳکاوت این اما افزودند. دوی قضیه به دیΎری معادل
هم�جبرها نظریه در دیΎری مفاهیم با را ͳقبل مفاهیم و کردند بیان جدیدی معادل شرایط با را قضیه
مورد بحث از دور قضایای و تعاریف از بسیاری نیازمند آن�ها به پرداختن البته که ساختند، مرتبط

ماست. نظر
ثابت چهار، فصل از دوم بخش در تا م�ͳکند یاریمان که است قضیه�ای همان دوی، قضیه هرحال به
روی هم�اشتقاق�های شناسایی برای را راه و است ͳدرون ماتریس�ها هم�جبر روی هم�اشتقاق هر کنیم
ماتریس�ها هم�جبر روی هم�اشتقاق�ها شناسایی به چهارم، فصل ادامه در م�ͳسازد. هموار هم�جبر این
ماتریس�ها، هم�جبر پایه عناصر روی f هم�اشتقاق اثر ͳونگΎچ شدن مشخص برای اما م�ͳپردازیم.
مؤلفه�های بین رابطه و صفر مؤلفه�های و بدانیم f ͳماتریس نمایش در را cij

mp
مختصات است لازم
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۴M. Ojanguren
۵Y. Doi
۶A. Nakajima
٧M. A. Farinati
٨A. Solotar
٩L. El Kaoutit
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طور به را، f ͳخط نگاشت بودن هم�اشتقاق شرط منظور، این برای کنیم. تعیین دقت به را ناصفر
معادل تساوی به که م�ͳدهیم، قرار ͳبررس مورد ماتریس�ها هم�جبر برای خاص،

n∑
m,p,k=۱

c
kj

mp
e

n(i−۱)+m,n(k−۱)+p
+ c

ik

mp
e

n(m−۱)+k,n(p−۱)+j
=

n∑
m,p,k=۱

c
ij

mp
e

n(m−۱)+k,n(k−۱)+p
,

است، ͳدرون ماتریس�ها هم�جبر روی اشتقاق هم� هر که حقیقت، این به توجه با واق΄، در م�ͳانجامد.
یΈهم�اشتقاق f اگر که کرد، خواهیم ثابت کمΈآن به و مشخصنمود را صفر مؤلفه�های م�ͳتوان
به�طوری�که دارند، وجود ،۱ ≤ k ≤ n ،cij

kj
و cij

ik
ͳحقیق اعداد آن��گاه باشد، ماتریس�ها هم�جبر روی

f(e
ij
) =

n∑
k=۱

(c
ij

ik
e

ik
+ c

ij

kj
e

kj
),

فصل در که تساوی�هایی با روابط این دارد. وجود ناصفر احتمالا مؤلفه�های بین ͳمنظم رابطه و
هم�اشتقاق�های ساختار ترتیب، این به دسترسند. در کامل، طور به و ͳروشن به دید، خواهیم چهارم
یافته�ها ͳبررس به ،ͳمثال ارائه با ادامه، در و کرد خواهیم تعیین دقت به را ماتریس�ها هم�جبر روی

پرداخت. خواهیم ۴ × ۴ ماتریس�های هم�جبر برای
هم�جبری ماتریس�های هم�جبر روی هم�اشتقاق�ها فضای به را خود توجه چهارم، فصل ͳپایان بخش در
هم�جبر روی هم�اشتقاق�های شامل ،ͳل جبر که م�ͳکنیم ثابت بخش این در واق΄، در م�ͳکنیم. معطوف
روی n مرتبه از ماتریس�ها هم�جبر روی هم�اشتقاق�های شامل ،ͳل جبر از زیرجبری با ،C دلخواه
روی هم�اشتقاق�های به عناصرش ساختار ͳوابستگ خاطر به را، زیرجبر این است. ی΋ریخت ،C
روی هم�اشتقاق�های ترکیب ͳبررس به این، بر علاوه م�ͳدهیم. نمایش ،

(
Coder(C)

)♯ نماد با ،C
م�ͳدهیم نشان دقیق�تر، عبارت به پرداخت. خواهیم باشد، ͳمتناه بعد با هم�جبری C ͳوقت ،M c

n(C)

عضو ͳهم�اشتقاق مجموع صورت به ،M c
n(C) روی هم�اشتقاق هر ،ͳمتناه بعد با C κ-هم�جبر برای

بود. Mخواهد c
n(C) روی ͳدرون ͳهم�اشتقاق و

(
Coder(C)

)♯
ابتدا منظور، این برای ماتریس�هاست. هم�جبر روی ∗-هم�اشتقاق�های ͳبررس بعدی، هدف
را (C,∆, ε) ͳخط-∗ هم�جبر باشد. یΈ∗-هم�جبر م�ͳتواند ماتریس�ها هم�جبر آیا که دید خواهیم

باشیم داشته c ∈ C هر برای هرگاه م�ͳنامیم، ∗-هم�جبر Έی

∆(c∗) =
∑

c∗
(۱)

⊗ c∗
(۲)
,

ͳبرگشت نگاشت پنجم، فصل از اول بخش در .∆(c) =
∑
c

(۱)
⊗c

(۲)
سوئیدلر نمادگذاری در ͳوقت

ج



دقیق�تر، عبارت به بود. خواهد یΈ∗-هم�جبر آن تحت ماتریس�ها هم�جبر که کرد تعریفخواهیم را
است. ∗-هم�جبر Έی م�ͳشود، تعریف زیر صورت به� که ∗ برگشت نگاشت Mتحت c

n(R)

∗ : M c
n(R) −→M c

n(R), e
ij
7−→ e∗

ij
, e∗

ij
= (−۱)

i+j

e
n+۱−i,n+۱−j

.

روی ∗-هم�اشتقاق Έی f هم�اشتقاق اینکه برای که م�ͳدهیم نشان دوم، بخش در آن، از پس
کافیست Mباشد، c

n(R) ∗-هم�جبر

(−۱)
i+j

c
n+۱−i,n+۱−j

mp
= (−۱)

m+p

c
ij

n+۱−m,n+۱−p
, m, p = ۱, . . . , n ,

ماتریس�ها هم�جبر روی هم�اشتقاق�های برای را شرط این بˈه�علاوه هستند. f مؤلفه�های cijها

mp
ͳوقت

تعریف M c
n(R) روی ͳهم�اشتقاق پنجم، فصل پایان در م�ͳکنیم. ͳبررس n = ۲,۳,۴ ازای به

نیست. ∗-هم�اشتقاق Έی شده تعریف برگشت نگاشت تحت که کرد، خواهیم

خلاصه�ای و تاریخچه شامل هستید، آن مطالعه مشغول که ͳبخش پیش�گفتار، ،ͳکل ͳنگاه در
برهان، از نظر صرف را، ͳمقدمات قضایای و تعاریف اول، فصل در است. پایان�نامه بعدی فصول از
شامل دوم، فصل بپردازند. ͳاصل فصول به ی΋سان ͳنگاه با خواننده و نویسنده تا م�ͳکنیم، بیان
قضایای کردن دنبال برای خواننده تا است، جبر مفهوم با آن ͳدوگان رابطه و هم�جبر مفهوم ͳمعرف
تعاریف مختصری به�جز انتهایی، فصل سه اما و باشد نداشته پیش�نیاز منابع ͳبررس به نیازی ͳاصل
کتاب�نامه و نمایه بخش دو با پایان�نامه این هستند. جدید تعاریف و قضایا دربرگیرنده نیاز، مورد

یافت. خواهد پایان هستند، مراج΄ و الفبایی فهرست شامل ترتیب، به که،
مقاله�شان از نسخه�ای برای دوی، یوکیو از را ͳقدردان و سپاس مراتب م�ͳدانیم لازم خود بر انتها، در

باشیم. داشته نمودند، ارسال برایمان ژاپن اکایامای١١ دانشΎاه از پست، توسط که،

١١Okayama

چ



١ فصل

پیش�نیازها و مقدمات

پایان�نامه این مطالعه جهت نیاز، مورد ͳمقدمات قضایای و تعاریف تجمیع فصل، این در ͳاصل هدف
باشد. نداشته پیش�نیاز منابع به مراجعه به نیازی ،ͳاصل قضایای کردن دنبال برای خواننده تا است،

است. شده صرف�نظر برهان�ها بیان از کلام، اطاله از پرهیز جهت البته

١



ͳفضاهایخط ١.١

شدن ی΋سو جهت صرفا این و م�ͳپردازیم، مربوط اح΋ام و ͳمقدمات تعاریف بیان به بخش، این در
شد. خواهند تکرار بارها پایان تا که است، ͳواژگان و نمادها به نویسنده و خواننده نگاه

اولیه تعاریف ١.١.١

روی ١ͳخط فضای Έی E مجموعه بΎیرید. نظر در را κ میدان و E مجموعه تعریف١.١.١.
،α ∈ κ و x, y ∈ E برای ،αx عددی ضرب و x + y جم΄ اعمال اگر م�ͳشود، نامیده κ میدان

که باشند، شده تعریف طوری

جم΄، معکوس عنصر و ،۰ ͳیعن جم΄، ͳهمان عنصر و باشد جابجایی و شرکت�پذیر جم΄، .١
باشند. موجود ،x ∈ E هر برای ،−x ͳیعن

باشد، موجود ،۱ ∈ κ ͳیعن ضرب، ͳهمان عنصر و باشد شرکت�پذیر و ͳپخش عددی، ضرب .٢
.x ∈ E هر برای ،۱x = x که

است. κ میدان روی ͳخط فضای Έی ،ͳخط فضای Έی از منظور پس، این از

ͳخط فضای از زیرمجموعه�ای ،S = {x۱, x۲, . . . , xℓ} مجموعه کنید فرض .٢.١.١ تعریف
را آن و م�ͳشود داده نمایش ،Span(S) نماد با S اعضای ͳخط ترکیبات همه مجموعه باشد. ،E

دیΎر به�عبارت م�ͳنامند، S مجموعه پدیدآورد٢

Span(S) =
{ ℓ∑

i=۱

αixi; αi ∈ κ, xi ∈ S
}
.

.١.١.١ ملاحظه

آن�گاه ،Span(S) = E اگر است. κ میدان روی ͳخط فضای Έی ،Span(S) مجموعه •
فضای S م�ͳگوییم دراین�صورت، بود. خواهد S اعضای از ͳخط ترکیب Έی E عضو هر

م�ͳآورد. پدید را E ͳخط

تساوی نتیجه تنها اگر م�ͳنامند، ٣ͳخط مستقل را S = {x۱, x۲, . . . , xℓ} مجموعه •

α۱x۱ + α۲x۲ + . . .+ αℓxℓ = ۰,

١linear space
٢span
٣linearly independent

٢



وابسته را S غیراین�صورت، در باشد. α۱ = α۲ = . . . = αℓ = ۰ ͳیعن ،ͳبدیه جواب
م�ͳنامند. ۴ͳخط

هرگاه م�ͳنامند، E برای ۵ یΈپایه� را E ͳخط فضای از S ͳخط مستقل زیرمجموعه Έی •

Span(S) = E.

زیرمجموعه هر و بود خواهد E برای پایه�ای ،E از ماکسیمال ͳخط مستقل زیرمجموعه هر
باشد، داشته عضوی n پایه�ای E ͳخط فضای اگر دارد. قرار پایه Έی در ͳخط مستقل
یافت ͳمتناه اندازه با مجموعه�ای هیچ اگر است. n برابر E ͳخط فضای بعد۶ گویند آن�گاه

است. ͳنامتناه E بعد آن�گاه آورد، پدید را E که نشود،

ترکیب Έی ،E از x عضو هر آن�گاه باشد، E ͳخط فضای از پایه�ای ،{u۱, . . . , un} اگر •
دیΎر عبارت به است. پایه عناصر از منحصربه�فرد ͳخط

x = α۱u۱ + α۲u۲ + . . .+ αnun, αi ∈ κ, ۱ 6 i 6 n.

م�ͳگویند. پایه به نسبت x مختصات٧ را (α۱, . . . , αn) تایی n

ضرب و جم΄ با S اگر بΎیرید. نظر در را E ͳخط فضای از S زیرمجموعه .٣.١.١ تعریف
م�ͳنامیم. E از یΈزیرفضا٨ را S آن�گاه باشد، ͳخط فضای Έی ،E عددی

Έی خود م�ͳشود، تعریف زیر صورت به� که ،E ͳخط فضای از ،S۲ و S۱ زیرفضاهای مجموع
است. E زیرفضای

S۱ + S۲ = {s۱ + s۲ : s۱ ∈ S۱, s۲ ∈ S۲}.

E ͳخط فضای زیرفضاهای از خانواده�ای ،{Eγ : γ ∈ Γ} کنید فرض کل�ͳتر، حالت Έی در
برای اگر م�ͳشود، نامیده مستقیم٩ جم΄ Έی ،

∑
γ∈Γ

Eγ = Span
(∪

γ∈Γ
Eγ

)
مجموع باشد.

باشیم داشته ،δ ∈ Γ هر
Eδ ∩ Span

(∪
γ ̸=δ

Eγ

)
= {۰} .

۴linearly dependent
۵basis
۶dimension
٧coordinate
٨subspace
٩direct sum

٣



عضو هر م�ͳشود. استفاده
⊙

γ∈Γ
Eγ نماد از ،Span

(∪
γ∈Γ

Eγ

)
نمایش برای حالت این در

ش΋ل به
(⊙

γ∈Γ
Eγ

)
− {۰}

n∑
i=۱

xγi
, xγi

∈ Eγi
− {۰}, ۱ 6 i 6 n,

باشد. γi ̸= γj ،i ̸= j برای ،ͳوقت است،

١٠ͳدکارت حاصل�ضرب آن�گاه باشد. مجموعه�ها از خانواده Έی {Eγ : γ ∈ Γ} کنید فرض
باشد، ͳخط-κ فضاهای از خانواده�ای خانواده، اگر م�ͳشود. داده نمایش

∏
γ∈Γ

Eγ با خانواده
واق΄ در و است ͳمختصات عددی ضرب و جم΄ اعمال به نسبت ͳخط یΈفضای ،

∏
γ∈Γ

Eγ آن�گاه
م�ͳباشد. خانواده مستقیم حاصل�ضرب

،T : E −→ F نگاشت بΎیرید. نظر در را κ میدان روی F Eو ͳخط فضاهای تعریف١.١.۴.
باشیم داشته x, y ∈ E و α, β ∈ κ هر برای اگر م�ͳشود، نامیده ١١ͳخط-κ

T (αx+ βy) = αTx+ βTy.

.٢.١.١ ملاحظه

ͳخط نگاشت م�ͳنامیم. ͳخط را ͳخط-κ نگاشت باشد، مشخص بحث مورد میدان اگر •
ی΋ریخت١٣ را F و E حالت این در م�ͳشود. نامیده ١٢ͳریخت΋ی ،T : E −→ F دوسویی

.E ∼= F م�ͳنویسیم و م�ͳخوانیم

L(E,F ) نماد با را F ͳخط فضای به E ͳخط فضای از ͳخط نگاشت�های مجموعه •
است. κ میدان روی ͳخط فضای Έی L(E,F ) فضای م�ͳدهیم. نمایش

ترکیب آن�گاه .T ∈ L(F,G) و S ∈ L(E,F ) و باشد ͳخط فضای Έی G کنید فرض •
م�ͳشود. داده نمایش TS به��صورت معمولا که است، L(E,G) از عضوی ،T و S از T ◦S
م�ͳدهیم. نمایش ،IE نماد با را E روی ͳهمان نگاشت و L(E) م�ͳنویسیم ،L(E,E) برای
هر و E جبری١۴ دوگان فضای را E× م�ͳکنیم، مشخص E× نماد با را L(E, κ) فضای

١٠Cartesian product
١١κ-linear
١٢isomorphism
١٣isomorphic
١۴algebraic dual space

۴



م�ͳنامیم. E روی ١۵ͳخط یΈتابعک را آن عضو

،λ ∈ F× برای .T ∈ L(E,F ) و باشند ͳخط فضاهایی F و E کنید فرض تعریف١.١.۵.
م�ͳشود تعریف زیر صورت به T×λ نگاشت

(
T×λ

)
(x) = λ

(
Tx
)
, x ∈ E.

م�ͳشود. نامیده T جبری١۶ دوگان نگاشت T× نگاشت .T× ∈ L(F×, E×) و T×λ ∈ E×

م�ͳشوند. بیان پنجم فصل تعاریف بر مقدمه�ای عنوان به بعدی، تعریف دو

نگاشت باشد. ͳحقیق ͳخط فضای Έی E کنید فرض تعریف١.١.۶.

∗ : E −→ E, x 7−→ x∗,

و x, y ∈ A هر برای ͳیعن باشد، برگشت�پذیر و ͳخط هرگاه م�ͳنامند، E روی یΈبرگشت١٧ را
باشیم داشته ،α ∈ R

(x+ y)∗ = x∗ + y∗, (αx)∗ = αx∗, (x∗)∗ = x.

م�ͳشود. نامیده ١٨ͳخط -∗ فضای Έی ،∗ برگشت با E ͳخط فضای

Έی ،T : E → F ͳخط نگاشت باشند. ͳخط-∗ فضای دو F و E فرضکنید تعریف٧.١.١.
.T (x∗) =

(
T (x)

)∗ باشیم داشته ،x ∈ E هر برای هرگاه م�ͳشود، نامیده ١٩ͳخط-∗ نگاشت
و E فضاهای و است ͳریخت΋ی-∗ Έی T آن�گاه باشد، دوسویی T ͳخط-∗ نگاشت اگر به�علاوه

هستند. ∗-ی΋ریخت ،F

١۵linear functional
١۶algebraic dual map
١٧involution
١٨∗-linear space
١٩∗-linear map

۵



ͳفضاهایخط تانسوری حاصل�ضرب ٢.١.١
٢٠ͳخط-n را زیر نگاشت بΎیرید. نظر در را F,En, . . . , E۱ ͳخط فضاهای تعریف٨.١.١.

گویند

T :
n∏

i=۱

Ei −→ F,

نگاشت ،i = ۱, . . . , j − ۱, j + ۱, . . . , n که ،xi ∈ Ei هر و ۱ 6 j 6 n هر برای اگر

x 7−→ T (x۱, . . . , xj−۱, x, xj+۱, . . . , xn), Ej −→ F,

باشد. ͳخط

نماد با را F به
∏n

i=۱
Ei از ͳخط-n نگاشت�های مجموعه .٣.١.١ ملاحظه

Ln(E۱, . . . , En;F ),

.Ln(E,F ) م�ͳنویسیم ،E۱ = . . . = En = E که ͳخاص حالت در و م�ͳدهند نمایش
نگاشت ،n = ۲ ͳوقت است. κ میدان روی ͳخط فضای Έی خود ،Ln(E۱, . . . , En;F )

م�ͳنامند. ٢١ͳدوخط را

(ı, F ) مرتب زوج را ،En, . . . , E۱ ͳخط فضاهای تانسوری٢٢ حاصل�ضرب .٩.١.١ تعریف
برقرار زیر عام خاصیت و ،ı ∈ Ln(E۱, . . . , En;F ) و ͳخط فضایی F ͳوقت م�ͳکنیم، تعریف

است:
G به F از T منحصربه�فرد ͳخط نگاشت ،S ∈ Ln(E۱, . . . , En;G) هر و G ͳخط فضای برای

م�ͳنویسیم F ͳخط فضای برای .S = T ◦ ı به�طوری�که باشد، موجود

n⊗
i=۱

Ei یا E۱ ⊗ . . .⊗ En,

عنوان به را ،
⊗n

i=۱
Ei آن، بر علاوه .x۱ ⊗ . . . ⊗ xn م�ͳنویسیم ،ı(x۱, . . . , xn) برای و

م�ͳگیریم. نظر در ،En, . . . , E۱ تانسوری حاصل�ضرب

٢٠n-linear
٢١bilinear
٢٢tensor product

۶



.۴.١.١ ملاحظه

ͳریخت΋ی حد در و دارد وجود همیشه ،٩.١.١ تعریف در شده ͳمعرف تانسوری حاصل�ضرب •
ی΋تاست.

صورت به ضرب مورد ͳخط فضاهای زمینه میدان مطلب، شدن روشن و تاکید برای ͳگاه •
م�ͳشود. مشخص تانسوری حاصل�ضرب علامت اندیس

کار به را ،
⊗n

i=۱
Ei جایΎزین عبارت ،

(⊗ℓ

i=۱
Ei

)
⊗
(⊗n

i=ℓ+۱
Ei

)
نمایش برای •

م�ͳبریم.

ش΋ل به م�ͳتوان را ،
⊗n

i=۱
Ei از z عنصر هر •

z =
m∑

j=۱

x۱,j
⊗ x۲,j

⊗ . . .⊗ x
n,j
,

.x
i,j

∈ Ei ،۱ ≤ j ≤ m و ۱ ≤ i ≤ n برای ͳوقت داد. نمایش ،ͳطبیع mΈی برای
ͳخط مستقل را ،{x

i,j
: ۱ ≤ j ≤ m} مجموعه�های از Έهری م�ͳتوان ،z ̸= ۰ برای

کرد. فرض

بΎیرید. نظر در را ،κ میدان روی ،F و E ͳخط فضاهای ([۴.٣.١ روابط ،١۴]) .١.١.١ ح΋م�
برقرارند ،E ⊗ F در آمده، ادامه در که ویژگ�ͳهایی

z؛ ∈ F ،x, y ∈ E ،(x+ y) ⊗ z = x⊗ z + y ⊗ z .١

,y؛ z ∈ F ،x ∈ E ،x⊗ (y + z) = x⊗ y + x⊗ z .٢

.α ∈ κ ،y ∈ F ،x ∈ E ،α(x⊗ y) = (αx) ⊗ y = x⊗ (αy) .٣

از بسیاری بودن تعریف خوش در ͳاساس ͳنقش زیر، ح΋م که دید خواهیم بعدی فصول در
این از نمونه�هایی م�ͳکند. ایفا دارند، تانسوری حاصل�ضرب به وابسته ساختاری که نگاشت�هایی

است. مشاهده قابل ١.٢.٢ مثال و ٣.١.٢ ،٢.١.٢ ،١.٢.١ قسمت�های در مطلب

ͳدوخط نگاشت و باشند ͳخط فضاهایی F و E کنید فرض ([٢٧ صفحه ،١۴]) .٢.١.١ ح΋م�
موجود T : E ⊗ F −→ G منحصربه�فرد ͳخط نگاشت بΎیرید. نظر در را S : E × F −→ G

به�طوری�که است،
T (x⊗ y) = S(x, y), x ∈ E, y ∈ F.

داریم آن�گاه باشند. ͳخط فضاهایی F و E کنید فرض ([٢٧ صفحه ،١۴]) .٣.١.١ نتیجه

(E ⊗ F )× ∼= L(E,F ; C) ∼= L(E,F×).

٧



جبرها ٢.١

کاربرد م�ͳآیند. کار به آینده فصول در که م�ͳپردازیم، جبرها نظریه در ͳمفاهیم بیان به بخش، این در
است. طرح مورد قضایای و تعاریف ͳپیوستگ سبب�ساز بعدی، فصول در بخش این مطالب

اولیه تعاریف ١.٢.١

نگاشت اگر م�ͳشود، نامیده κ میدان روی یΈجبر٢٣ ،A ͳخط-κ فضای تعریف١.٢.١.

m : A× A −→ A, (a, b) 7−→ a.b,

باشیم داشته ،a, b, c ∈ A هر برای به�طوری�که باشد، موجود

a.(b.c)؛ = (a.b).c .١

+a)؛ b).c = a.c+ b.c ،a.(b+ c) = a.b+ a.c .٢

.(αa).b = a.(αb) = α(a.b) .٣

.١.٢.١ ملاحظه

ͳجبرخط شده، تعریف جبر کامل نام و م�ͳشود نامیده شرکت�پذیری٢۴ خاصیت ،(۱) ͳویژگ •
است. جبر نوع همین جبر، از ما منظور پس این از که است، κ میدان روی شرکت�پذیر

ͳدوخط نگاشت Έی m نگاشت م�ͳبریم. به�کار a.b عبارت به�جای را ،ab عبارت معمولا •
µ : A ⊗ A −→ A ͳخط نگاشت به�علاوه است. گرفته نام ضرب٢۵ نگاشت که است،

به�طوری�که است، موجود

µ(a⊗ b) = ab, a, b ∈ A,

چΎونه که دید خواهیم ،٢ فصل در م�ͳشود. نامیده القایی٢۶ ضرب نگاشت ،µ نگاشت
م�ͳکند. یاریمان جبرها مفهوم به متفاوت نگاه Έی ارائه در µ نگاشت

م�ͳخوانیم. مختلط جبر را آن ،κ = C اگر و ͳحقیق جبر را A آن�گاه ،κ = R اگر •

٢٣algebra
٢۴associativity
٢۵product
٢۶induced product

٨



،a ∈ A هر برای به�طوری�که باشد، موجود A جبر در ۱
A
ناصفر عنصر اگر .٢.٢.١ تعریف

م�ͳشود. نامیده A جبر ی΋ه٢٨ عنصر ۱
A
و ٢٧ͳان΋ی جبر Έی A آن�گاه ،۱

A
a = a۱

A
= a

است، موجود η : κ −→ A ͳخط نگاشت آن�گاه باشد، ͳان΋ی جبر Έی A اگر .٢.٢.١ ملاحظه
.η(α) = α۱

A
،α ∈ κ هر برای به�طوری�که

برای اگر گویند، جبری٢٩ ریختار Έی را B جبر به A جبر از ψ ͳخط نگاشت تعریف٣.٢.١.
باشیم داشته ،a, b ∈ A هر

ψ(ab) = ψ(a)ψ(b).

م�ͳنامند. جبری ͳریخت΋ی را آن آن�گاه باشد، دوسویی ψ نگاشت این، بر علاوه اگر

،A جبر در ضرب ترتیب کردن معکوس از حاصل جبر بΎیرید. نظر در را A جبر تعریف٢.١.۴.
م�ͳشود. داده نمایش Aop نماد با و دارد نام A جبر مخالف٣٠ جبر

جبر از زیرجبر٣١ Έی باشد، جبر Έی A ضرب با که A جبر از زیرمجموعه�ای تعریف٢.١.۵.
م�ͳشود. نامیده A

نگاشت و است A جبر میدان همان ،A جبر از B زیرجبر میدان که داریم توجه .٣.٢.١ ملاحظه
است. B زیرجبر به A ضرب نگاشت تحدید آن ضرب

(راست) چپ ایده�آل Έی A از J ͳخط زیرفضای بΎیرید. نظر در را A جبر .۶.٢.١ تعریف
.A.J+J.A ⊆ J اگر م�ͳشود، نامیده یΈایده�آل٣٢ و (J.A ⊆ J)A.J ⊆ J اگر م�ͳشود، نامیده

ضرب همراه به ،A/J ͳخارج�قسمت فضای بΎیرید. نظر در را A جبر از J ایده�آل تعریف٧.٢.١.
است جبر Έی زیر،

(a+ J)(b+ J) = ab+ J, a, b ∈ A.

م�ͳنامند. ٣٣ͳخارج�قسمت جبر را جبر این

ͳخارج�قسمت جبر بعد اگر گویند، ٣۴ͳهم�متناه ایده�آل Έی را A جبر از J ایده�آل تعریف٨.٢.١.
باشد. ͳمتناه A/J

٢٧unital
٢٨unit
٢٩algebra morphism
٣٠opposite
٣١subalgebra
٣٢ideal
٣٣quotient
٣۴cofinite
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ϕ هسته اگر گویند، نمایانگر٣۵ ͳخط تابعک Έی را A جبر از ϕ ͳخط تابعک تعریف٩.٢.١.
باشد. ͳهم�متناه ایده�آل Έی شامل

عنصر اگر م�ͳشود، نامیده ٣۶ͳمدول A از J ایده�آل بΎیرید. نظر در را A جبر تعریف١٠.٢.١.
ایده�آل Έی A از J ایده�آل .A(۱

A
− u) + (۱

A
− u)A ⊂ J به�طوری�که باشد موجود u ∈ A

باشد. ماکسیمال عنصر Έی A ایده�آل�های خانواده در J اگر م�ͳشود، نامیده ماکسیمال٣٧

تعریف زیر به�صورت J خارج�قسمت٣٨ بΎیرید. نظر در را A جبر از J ایده�آل تعریف١١.٢.١.
م�ͳشود

J : A = {a ∈ A : aA ⊂ J}.

م�ͳشود. نامیده اولیه٣٩ ایده�آل Έی ماکسیمال ͳمدول چپ ایده�آل Έی خارج�قسمت

نامیده A رادی΋ال۴٠ A اولیه ایده�آل�های اشتراک بΎیرید. نظر در را A جبر .١٢.٢.١ تعریف
.rad(A) = {۰} اگر گویند، نیم�ساده۴١ Aرا جبر م�ͳدهند. نمایش rad(A) نماد با را آن و م�ͳشود

A ایده�آل�های تنها A و ۰ به�علاوه، و A۲ ̸= ۰ اگر گویند، ساده۴٢ را A جبر .١٣.٢.١ تعریف
باشند.

شد. خواهیم آشنا جبرها تانسوری حاصل�ضرب با بعدی، ح΋م در

A کنید فرض و بΎیرید نظر در را An, . . . , A۱ جبرهای ([١١.٣.١ ح΋م ،١۴]) .١.٢.١ ح΋م�
دارد، وجود A روی آمده، ادامه در که منحصربه�فردی، ضرب آن�گاه باشد.

⊗n

i=۱
Ai ͳخط فضای

است جبر Έی آن همراه به A و

(a۱ ⊗ . . .⊗ an)(b۱ ⊗ . . .⊗ bn) = a۱b۱ ⊗ . . .⊗ anbn, ai, bi ∈ Ai, ۱ ≤ i ≤ n.

آن�گاه باشد، Ai ی΋ه عنصر ei اگر است. جابجایی A آن�گاه باشند، جابجایی An, . . . , A۱ اگر
است. An, . . . , A۱ جبرهای تانسوری حاصل�ضرب A جبر است. A ی΋ه عنصر e۱ ⊗ . . .⊗ en

آمد. خواهند کار به ادامه، در هم�اشتقاق�ها، و اشتقاق�ها فضای شناخت برای بعدی، تعریف دو

٣۵representative
٣۶modular
٣٧maximal
٣٨quotient
٣٩primitive
۴٠radical
۴١semisimple
۴٢simple
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در را [., .] : A×A −→ A دوتایی۴٣ عمل با κ میدان روی A ͳخط فضای تعریف٢.١.١۴.
هر برای [., .] دوتایی عمل اگر م�ͳشود، نامیده ۴۴ͳل یΈجبر [., .] همراه به A فضای بΎیرید. نظر

باشد داشته را زیر ویژگ�ͳهای ،α, β ∈ κ و a, b, c ∈ A

,a]؛ αb+ βc] = α[a, b] + β[a, c] و [αa+ βb, c] = α[a, c] + β[b, c] (i

,a]؛ a] = ۰ (ii

.[a, [b, c]] + [b, [c, a]] + [c, [a, b]] = ۰ (iii

محدود ͳل جبر Έی را ͳخط-κ فضایی روی ͳخط نگاشت�های از ͳدستگاه تعریف٢.١.١۵.
دوتایی عمل عددی، ضرب تفریق، جم΄، اعمال به نسبت هرگاه گویند، ۴۵ͳخط نگاشت�های از شده

است. اول عددی یا صفر برابر ،p = char(κ) ͳوقت باشد، بسته pام توان گرفتن و ͳل جبر

بعدی، تعریف دید. خواهیم هم�اشتقاق�ها و اشتقاق�ها بحث در را ͳل جبر Έی از نمونه�هایی
دید. خواهیم پنجم فصل در که ͳتعریف نخستین بر است زمینه�ای پیش

روی یΈبرگشت ،Aروی یΈبرگشت ساده�تر بیان به� یا جبری۴۶، یΈبرگشت تعریف٢.١.١۶.
.(ab)∗ = b∗a∗ باشیم داشته ،a, b ∈ A هر برای به�طوری�که است، ͳخط فضای Έی عنوان به A

م�ͳشود. نامیده ∗-جبر۴٧ Έی ،∗ برگشت با A جبر

و a = ۰ دهد نتیجه a∗a = ۰ ،a ∈ A برای اگر دارد، نام سره۴٨ A ∗-جبر تعریف١٧.٢.١.
دهد نتیجه

∑n

i=۱
a∗i ai = ۰ ،۱ ≤ i ≤ n ،ai ∈ A برای اگر است، سره۴٩ بسیار

a۱ = . . . = an = ۰.

باشد. داشته را نظیر خاصیت (A, ∗) ∗-جبر هرگاه گویند، سره بسیار یا سره را ∗ برگشت نگاشت

Έی A⊗B آن�گاه باشند. ∗-جبر دو B و A فرضکنید ([۴.١٠.١ ح΋م ،١۴]) .٢.٢.١ ح΋م�
،(a ⊗ b)∗ = a∗ ⊗ b∗ تساوی در ،b ∈ B و a ∈ A برای که ͳبرگشت نگاشت با است، ∗-جبر

م�ͳکند. صدق

۴٣binary operation
۴۴Lie algebra
۴۵restricted Lie algebra of linear transformations
۴۶algebra involution
۴٧∗-algebra
۴٨proper
۴٩very proper
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ماتریس�ها جبر ٢.٢.١

فضای Mm,n(E) ،m,n ∈ N برای باشد. ͳخط فضای Έی E کنید فرض تعریف١٨.٢.١.
م�ͳشود. تعریف ،E عضو درایه�های با ،m× n ماتریس�های شامل ͳخط

.۴.٢.١ ملاحظه

م�ͳشود داده نمایش زیر صورت به ،Mm,n(E) عضو Έی •

(x
ij
) = (x

ij
)

۱≤i≤m,۱≤j≤n
= (x

ij
: ۱ ≤ i ≤ m,۱ ≤ j ≤ n).

،i ̸= j برای اگر و م�ͳشود نوشته ،Mn(E) صورت به ،Mn,n(E) آن�گاه ،m = n اگر •
م�ͳشود. نامیده قطری۵٠ (x

ij
) ∈Mn(E) ماتریس ،x

ij
= ۰

است. n۲ بعد با مختلط Mnجبری بنابراین و Mn(C)است Mnجبر از منظور پس، این از •

جبر Έی زیر، ضرب نگاشت با ،Mn(A) آن�گاه باشد. جبر Έی A کنید فرض تعریف١٩.٢.١.
است

(a
ij
)(b

ij
) = (

n∑
k=۱

a
ik
b

kj
).

م�ͳنامند. ۵١A روی n مرتبه از کامل ͳماتریس جبر را جبر این

.۵.٢.١ ملاحظه

باشد، ۱
A
آن قطر روی درایه�های که قطری ماتریس آن�گاه باشد، ͳان΋ی جبر Έی A اگر •

م�ͳدهیم. نمایش En نماد با را آن که Mn(A)است، برای ی΋ه عنصر Έی

م�ͳنامیم. ۵٢ͳحقیق ماتریس�های جبر Mn(R)را آن�گاه باشد، A = R اگر •
۵٣ کرونکر دلتای نگاشت همان δ

ij
نگاشت پایان�نامه، طول در همین�طور و بعدی تعریف در

بود. خواهد صفر برابر این�صورت غیر در و Έی برابر ،i = j برای که است،

A عناصر از ،{E
ij

: ۱ 6 i, j 6 n} مجموعه بΎیرید. نظر در را A جبر .٢٠.٢.١ تعریف
باشیم داشته اگر م�ͳشود، نامیده ،۵۴A برای n اندازه از ͳماتریس ی΋ه�های یΈدستگاه

E
ij
E

kℓ
= δ

jk
E

iℓ
, ۱ ≤ i, j, k, ℓ ≤ n.

۵٠diagonal
۵١full matrix algebra of order n over A
۵٢real matrix algebra
۵٣Kronecker delta
۵۴system of matrix units of size n for A
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و ۱ آن ,i)ام j) درایه که باشد، ͳماتریس ،۱ ≤ i, j ≤ n برای ،e
ij
کنید فرض .١.٢.١ مثال

برای ͳماتریس ی΋ه�های دستگاه Έی ،{e
ij

: ۱ 6 i, j 6 n} آن�گاه است. ۰ درایه�هایش بقیه
ی΋ه�های دستگاه م�ͳنامند. استاندارد۵۵ ͳماتریس ی΋ه�های دستگاه را دستگاه این است. Mn(R)

است. ͳحقیق ماتریس�های جبر برای پایه�ای استاندارد، ͳماتریس

جبر Έی ،κ میدان هر و ͳطبیع n هر برای ،Mn(κ) جبر ([۵١.٣.١ ح΋م ،١۴]) .٣.٢.١ ح΋م�
است. ساده

آن�گاه باشد، ͳمتناه بعد با نیم�ساده و مختلط جبری A اگر ([٩.۵.١ قضیه ،١۴]) .۴.٢.١ قضیه
است. ی΋ریخت مختلط ͳماتریس جبرهای از ͳمتناه مستقیم جم΄ Έی با

ی΋ه�های دستگاه Έی {E
ij

: ۱ 6 i, j 6 n} و ∗-جبر Έی A کنید فرض تعریف٢١.٢.١.
باشیم داشته دستگاه این عضو هر برای اگر باشد. A برای ͳماتریس

E∗
ij

= E
ji
, ۱ ≤ i, j ≤ n,

م�ͳنامیم. A برای ۵۶ͳماتریس-∗ ی΋ه�های دستگاه Έی را دستگاه این آن�گاه

X 7−→ X∗ نگاشت .X∗ = (α
ji
) دهید قرار و X = (α

ij
) ∈Mn کنید فرض مثال٢.٢.١.

سره بسیار مختلط ماتریس�های کامل جبر روی برگشت این هرچند است. Mn روی برگشت Έی
M۲را روی زیر برگشت مثال، برای نیست. سره که دارد وجود جبر این روی هم ͳبرگشت اما است،

بΎیرید نظر )در
α β

γ δ

)
7−→

(
δ −β
−γ α

)
.

Mnاست. روی سره برگشت تنها ∗ م�ͳبینیم، بعدی ح΋م در که همان�طور واق΄، در

آن�گاه باشد. Mn روی سره برگشت Έی † کنید فرض ([٨.١٠.١ لم ،١۴]) .۵.٢.١ ح΋م�
است. ∗-ی΋ریخت ،(Mn, ∗) با (Mn, †)

ͳمتناه بعد با سره ناصفر یΈ∗-جبر (A, ∗) فرضکنید ([٩.١٠.١ ح΋م ،١۴]) .۶.٢.١ قضیه
است. ∗-ی΋ریخت ،Mn۱

⊙ . . .⊙Mnℓ
با A ،n۱, . . . , nℓ ∈ N به�ازای آن�گاه باشد.

۵۵standard
۵۶∗-matrix units
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