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. اوٖٙٛ وٝ تٝ ِؽف اٚ وار ا٘ذٚسی تٝ ٔٗ تخؾيذٚردٌار یىسا را وٝ زٛفيك دا٘ؼعداط خز  

ٞای اعساد ٌزا٘مذر إٞٙاییدا٘ٓ زا اس ر، تزخٛد لاسْ ٔی٘أٝ تٝ خایاٖ رعيذٜ اعرٗ خایاٍٖ٘ارػ ای

 .شاری وٌٙٓٔحٕذ تالز واؽا٘ی عداطلای دوسز عيذ غٙاب آ

  



  ش

 

 

 چکیذُ

 

 

ٕا٘ی ٔؽاِؼٝ ٞای ٕٞٛار ریتز خٕيٙٝتا ؼَٛ ضاتر  یٟی٘ا تذتزداری ويّيًٙ  یٞا  ذاٖئ، در ایٗ خایاٖ ٘أٝ

 ٘ٝ ی ٔٛضز)ِٚییػُٕ ؼِٛدا تذعر آٔذٜ اسويّيًٙ  تزداری ٞایٞای ٌٛ٘اٌٛ٘ی اس چٙيٗ ٔيذأٖطاَ ؽٛد.ٔی

 ؽٛد.دادٜ ٔیٞای ریٕا٘ی تز تزخی خٕيٙٝ 1Sآساد( 

، ٔؼزفی تزداری ويّيًٙ  یٞا ذاٖئ  ٕا٘ی تزای خذیزػٞای ریخٕيٙٝ ٞای خٕيذٌی تز دیرتزخی ٔحذٚ

ا٘ی تزای ٔؾخص ٞا تز یه خٕيٙٝ ریٕتزداری ويّيًٙ تا تزخی ٚیضٌی ٔيذاٖ ٚغٛد یه د. در ادأٝؽٛٔی

 [9] ٚ  [2] ٞایٔزغغ زؾزیح  ایٗ خایاٖ ٘أٝ تٝٚد. ر ؾسيٗ تىار ٔیٞای ایٙٞای فزد تؼذی ٚ خٕيٙٝوزٜوزدٖ 

 .خزداسد ٔی

 

ٞای خٕيٙٝ ٞای ایٙؾسيٗ،ٞای ٕٞذیظ زخر، خٕيٙٝٔيذاٖ تزداری ويّيًٙ، خٕيٙٝ:  ّای کلیذیٍاشُ

 .خٕيذٌی ریچی عاعاوی،
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 پیش گفتار

 

 

 

ٚ وارتزد ٞای فزاٚا٘ی  اعردارای إٞير تغياری ٞای تزداری وٝ ؽار آٟ٘ا در ٞز ٘مؽٝ ؼِٛدایی تاؽذ ٔيذاٖ

 Wilhelm) تزداری تٝ افسخار ریاظيذاٖ إِٓا٘ی، ٚیّّٟٓ ويّيًٙ ٞای. چٙيٗ ٔيذاٖدشیه داريدر ریاظياذ ٚ ف

 1923)-Karl Joseph Killing (1847 ،)٘أٙذ یذاى برداری کیلیٌگه. 

ٔؽاِؼٝ ؽذٜ اعر، ٕٞچٙيٗ ٞٙذعٝ  ٞای سیادیٔزغغی تزداری ويّيًٙ )تٝ ٚیضٜ تا ؼَٛ ضاتر( در ٞا ذاٖئ 

 ٌغسزدٜ تزرعی ؽذٜ اعر  تٝ ؼٛرخذیز٘ذ، تزداری ويّيًٙ ٔی  ذاٖئٞای ریٕا٘ی وٝ خٕيٙٝ

 -Kٞای ٔا٘ٙذ خٕيٙٝ عاخسارٞای ٞٙذعی  یخٞای تزداری ويّيًٙ تا ؼَٛ ضاتر تٝ ؼٛر ؼثيؼی در تز ٔيذاٖ

 .ؽٛد یٔٞای عاعاوی ظاٞز عایا ٚ خٕيٙٝ

تا ؼَٛ ضاتر تز یه خٕيٙٝ ریٕا٘ی ٚغٛد دارد، اس  ًٙيّيوی تزداری ٞا ذاٖئی سیادی تزای ٚغٛد ٞا ٔا٘غ

),(ی تز خٕيٙٝ ریٕا٘ی ٟی٘ا تذی تزداری ويّيًٙ ٞا ذاٖئغّٕٝ ایٙىٝ تا ٚغٛد  gM خٕيذٌی ریچی ،M

 تاؽذ. زٛا٘ذ یٕ٘ٔٙفی 

عی ٚیضٌی ٞا ٚ وارتزدٞای ٔيذاٖ ٞای رتٝ تزوٙذ را زؾزیح ٔی  [2]  ٚ[9]  ٔزغغ ٞای وٝ ایٗ خایاٖ ٘أٝ

 دارای عٝ فصُ اعر. ٚ خزداسدتزداری ويّيًٙ ٔی

ٔيذاٟ٘ای تزداری  ،ٔؼزفی خٕيٙٝ ٞای ٕٞذیظ زخرخزداسد، اس غّٕٝ ٘ياسٞا ٔی فصُ اَٚ تٝ تياٖ خيؼ

 .عایا ٚ عاعاوی-Kٞای عایا، خٕيٙٝ ،ويّيًٙ
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ٞای دارای ٔحذٚدذ ٞای خٕيذٌی تز خٕيٙٝ تزخی فصُ، در ایٗ خزداسد ٔی [9]   ٔزغغفصُ دْٚ تٝ زؾزیح 

خٕيٙٝ  تزیه ٔيذاٖ تزداری ويّيًٙ یىٝ   ؽٛد اٌزاتسذا ضاتر ٔیؽٛد.  ٖ تزداری ويّيًٙ تزرعی ٔیٔيذا

),( وأُ ریٕا٘ی gM ٚMx  ٝ21 ٍ٘اؽر تحزا٘ی یه ٘مؽ/),( g ٞای ، خٕيذٌی تزؽی تز صفحٝتاؽذ

),(ؽٛد خٕيٙٝ ریٕا٘ی وأُی اعر. ٚ تا تٟزٜ تزدٖ آٖ ٘سيػٝ ٔی٘ا ٔٙف x)(ؽأُ تزدار  gM   تا خٕيذٌی

ؽٛد ٞز ٔيذاٖ تزداری ويّيًٙ تز یه ٕٞچٙيٗ ضاتر ٔی ی ٘ذارد.ٟی٘ا تذریچی ٔٙفی، ٔيذاٖ تزداری ويّيًٙ 

),(ی سٚظ تؼذی فؾزدٜخٕيٙٝ ریٕا٘ی وأُ  gM .در ادأٝتا خٕيذٌی تزؽی ٔطثر دارای ٘مؽٝ زىيٗ اعر 

تز خٕيٙٝ وأُ  1Sٔٛضز ٚ زمزیثاً آساد ؽٛد اٌز یه ػُٕ ٕٞٛار،  ضاتر ٔی،  "ٚدعّی"تا آٚردٖ لعيٝ ای اس 

),(تزٌذاؽر وٝ gٔسزیىی چٖٛ زٛاٖ ٔی M، تز دادٜ ؽذٜ تاؽذریٕا٘ی  gM  ًٙیه ٔيذاٖ تزداری ويّي

زٛاٖ تٝ یه ٔيذاٖ تزداری ٔطاَ ٞای اس خٕيٙٝ ٞایی را وٝ تا ایٗ رٚػ ٔی خظ اس آٖ .یىٝ  ٚغٛد داؽسٝ تاؽذ

 ؽٛد، ٔا٘ٙذ وزٜ ٞای فزد تؼذی. ويّيًٙ یىٝ ٔػٟش وزد تياٖ ٔی

تا تٟزٜ تزدٖ اس ٚغٛد یه ٔيذاٖ تزداری ويّيًٙ تا  فصُخزداسد. در ایٗ  ٔی  [2]  ٔزغغفصُ عْٛ تٝ زؾزیح 

تزخی ٚیضٌی ٞا تز یه خٕيٙٝ ریٕا٘ی، ؽزغ ٞای وافی تزای ایٙىٝ آٖ خٕيٙٝ تا وزٜ فزد تؼذی یا یه 

د ٞز خٕيٙٝ وأُ، ٕٞذیظ ؽٛتخؼ اَٚ ایٗ فصُ ضاتر ٔی در .ؽٛدیٙؾسيٗ ؼِٛدا تاؽذ را ارائٝ ٔیخٕيٙٝ ا

زخر، عادٜ ٕٞثٙذ تا خٕيذٌی تزؽی ٔطثر وٝ یه ٔيذاٖ تزداری ويّيًٙ ٘اصفز تا ؼَٛ ضاتر تز آٖ ٔٛغٛد 

ؽٛد ٚغٛد یه تاؽذ وٝ تزدار ٚیضٜ ػٍّٕز ریچی تاؽذ، تا یه وزٜ فزد تؼذی ؼِٛداعر. در تخؼ دْٚ ضاتر ٔی

ٕيٙٝ ریٕا٘ی تا زا٘غٛر ریچی ٔٛاسی وٝ خٕيذٌی تزؽی ٔيذاٖ تزداری تزداری ويّيًٙ تا ؼَٛ ضاتر تز یه خ

دٞذ. ٞای ؽأُ آٖ ٔيذاٖ تزداری ويّيًٙ ٔطثر تاؽذ، یه خٕيٙٝ ایٙؾسيٗ را تذعر ٔیزٟٙا تز صفحٝ

ؽٛد وٝ تا آٖ یه خٕيٙٝ ریٕا٘ی وأُ  وٝ تز آٖ یه ٔيذاٖ تزداری ويّيًٙ تاؽذ، ؽزؼی تياٖ ٔی عزا٘ػاْ

 ؽٛد.تا فعای الّيذعی ؼِٛدا ٔی
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 پیش ًیاز -1 فصل

 

 

 

 

 

 ٍ قضیه ها ها فیتعر -1-1

     [5]    1-1-1 تعریف 

),(اٌز  gM ای يچيٛز -یه خٕيٙٝ ریٕا٘ی تا ٕٞٛعسار ِٛی  ،تاًسَر خویذگی ریواًیتاؽذ M  ٗچٙي

 ؽٛد یٔزؼزیف 

ZZZZYXR XYYXYX  ],[),(
 

MTwvتاؽذ وٝ تا تزدارٞای  pدر ٘مؽٝ  Mیه صفحٝ ٕٔاط تز  ٚ اٌز  p,  ،خویذگی زِٛيذ ؽٛد

 ؽٛد یٔچٙيٗ زؼزیف   ٝ صفحٝ٘غثر ت Mبرشی 

2),(),(),(

).),((
),()(

wvgwwgvvg

wvwvRg
wvKK




 

یادآٚری،
 

)(K ٜتغسٍی تٝ خایٝ ٚیض },{ wv .اس آٖ ٘ذارد
 

 [5]  2-1-1 قضیِ 

),(خٕيٙٝ ریٕا٘ی  gM  ضاتر  دارای خٕيذٌی تزؽیc اعر اٌز ٚ زٟٙا اٌز  

}),(),({),( YZXgXZYgcZYXR  
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   [5]  3-1-1 تعریف 

MCf)(ر تزای ٍ٘اؽ   گرادیاىٔيذاٖ تزداری f ٔيذاٖ تزداری ٞٓ ارس ٔسزیىی ،df  اعر ٚ تاf  یا

f grad  ٜیؼٙی ،ؽٛد یٕٔ٘ایؼ داد 

))(),( MXXfXdfXfg X(
 

   [5]  4-1-1 تعریف 

},,{ فزض وٙيذ nee 1  (یه ٔيذاٖ وٙػی )یىٝ ٔسؼأذ( تز خٕيٙٝ ریٕا٘ی,( gM  دیَرشاًس آٍ٘اٜتاؽذ 

),(تٝ صٛرذ  Vٔيذاٖ تزداری   ie eVgdivV
i

),(٘ٛع  اس Aٚ دیٛارص٘ظ زا٘غٛر ٔسمارٖ  2  ٗچٙي

 ؽٛد  یٔزؼزیف 

).,)(())(( XeAXdivA iei
  

  [5]    5-1-1 تعریف 

MCf)(زاتغ  ّسیاى   ؽٛد یٔچٙيٗ زؼزیف 

).( fHessf  

   [5]    6-1-1 تعریف 

MCf)(زاتغ  لاپلاسیي   ؽٛد یٔچٙيٗ زؼزیف 

).( fdivf  

    [5]  7-1-1 تعریف 

},,{ فزض وٙيذ nee 1  (یه ٔيذاٖ وٙػی )یىٝ ٔسؼأذ( تز خٕيٙٝ ریٕا٘ی,( gM   ٜتاًسَر تاؽذ آٍ٘ا

 ؽٛد  یٔچٙيٗ زؼزیف  خویذگی ریچی

 ),),((),( ii eYeXRgYXRic 
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   [2]     8-1-1  ٍگسارُ تعریف

 ؽٛد یٔاعر وٝ چٙيٗ زؼزیف  (9،9)یه ٔيذاٖ زا٘غٛری ٔسمارٖ ٘ٛع  Q ،عولگر ریچی

 











ii

ii

eeXRXQ

YeeXRgYXRicYXQg

YQXgYXRic

),()(

),),((),()),((

),(),(

 

   [5] 9-1-1 تعریف 

),(خٕيٙٝ ریٕا٘ی  خٕيذٌی ػذدی gM  ؽٛد یٔچٙيٗ زؼزیف 

 ),( ii eeRicS 

   [5]   11-1-1 قضیِ 

),(خٕيٙٝ ریٕا٘ی  تز gMٓداری divRicdS 2. 

   [1]  11-1-1 قضیِ )گریي( 

),(اٌز  gM  ٚ ٜیه خٕيٙٝ ریٕا٘ی فؾزد)MX X( ، ٜآٍ٘ا 
M
divX . 

   [1]  12-1-1 ًتیجِ 

),(اٌز  gM ٚ ٜیه خٕيٙٝ ریٕا٘ی فؾزد )(MCf   ٜآٍ٘ا 
M

f . 

 تزٞاٖ

 اس لعيٝ ٌزیٗ داریٓ

 
MM

fdivf )( 
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   [5] 13-1-1 تعریف 

),(خٕيٙٝ ریٕا٘ی  gM  ٘أٙذ ٞزٌاٜ خویٌِ ایٌشتیي را یهcgRic   ٖوٝ در آc  یه ػذد حميمی ضاتر

 .اعر

 [5]  14-1-1 ًکتِ 

 ؽذٜ اعرریٕا٘ی چٙيٗ زؼزیف  خٕيذٌی زا٘غٛر ی ایٗ خایاٖ ٘أٝٞادر تزخی اس ٔزغغ 

][),( ],[ ZZZZYXR XYYXYX 
 

ٞای ایٗ ٞا ٚ لعيٝٚ ٕٞٝ زؼزیف ؽٛدخٕيذٌی تزؽی، ریچی ٚ ػذدی ٕ٘ی ی درایٗ اخسلاف تاػص زغييز

 درعر اعر. ریٕا٘ی خٕيذٌی زا٘غٛرخایاٖ ٘أٝ تزای ٞز دٚ زؼزیف 

 خویٌه های هوذیس تخت -1-2

  [6] 1-2-1 تعریف 

,~(ٚاتزعا٘ی 
~

().(: gMgMf  ٘أٙذ ٞزٌاٜ ّوذیس  ٍ٘اؽر تيٗ دٚ خٕيٙٝ ریٕا٘ی راgegf u2~* تزای 

Muٍ٘اؽر ٕٞٛار  یه :. 

   [6]   2-2-1 تعریف 

),(خٕيٙٝ ریٕا٘ی  gM   ٞزٌاٜ یه ٍ٘اؽر ٕٞذیظ تيٗ آٖ ٚ فعای الّيذعی   ٘أٙذّوذیس تخت را

 یافر ؽٛد.

   [6]   3-2-1 لن 

geg فزض وٙيذ u2~  ٜآٍ٘اB
),(٘ٛع  اس B ٔسمارٖ  زا٘غٛری تزای ٔيذاٖ ،~ وٝ 12

uYXgXYduYXduYXB  ),()()(),( 

 تزٞاٖ:
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B
. ؽزغ عاسٌاری ٔسمارٖ اعر B اب اعر سیزاٖٚ زذیه ٕٞٛعسار ت ~

~
اضثاذ  ٔسزیه  در خایيٗتا  

 ؽٛدٔی
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B تٙاتزایٗ
 □اعر. ~g یی تذعر آٔذٜايچٛیس-ٕٞٛعسار ِٛی ~

   [6]  4-2-1 تعریف 

VVbbفزض وٙيذ  :,  ی٘ٛٔيشٚ-یه فعای تزداری تاؽذ. ظزب وِٛىز٘ی تزخؽی -2دٚ فزْ ٔسمارٖ  21

1b  ٚ2b  ٗؽٛدزؼزیف ٔیچٙي 
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 خایيٗ صٛرذ ؽثيٝ زا٘غٛر خٕيذٌی تٝ  ٞایٚیضٌیخؽی ٚ ٔسمارٖ اعر ٚ دارای -2 ،٘ٛٔيشٚ-ظزب وِٛىز٘ی

 اعر

),,,(),,,(),,,( wzyxbbwzxybbzwyxbb 212121  

),,,(),,,( yxwzbbwzyxbb 2121  

 ),,,(),,,(),,,( wyxzbbwxzybbwzyxbb 212121 

   [6]   5-2-1 لن 

gegاٌز  u2~،  ٚr  زا٘غٛر خٕيذٌی اس ٘ٛع),( 4  تاؽذ یؼٙی,.)(Rgr ٘ٛع  اس ٍ٘اٜ زا٘غٛر خٕيذٌی، آ

).( 4ٝٚاتغسٝ ت g~   تٝ صٛرذ)(~ gbrer u

u   اعر وٝ در آٖ 2

),(),()()(),( Hess),( YXguugYduXduYXuYXbu 
2
1

 

 تزٞاٖ:

B 3-2-9 ِٓ  تٙاتز
 خظ ~
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 اس عٛیی

),(),( Hess),(),( Hess),(),( Hess)),,)((( ZYgWXuWYgZXuWZgYXuWZYBg X  

ٚ 
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)]()(),()()(),(),()()([

)]()(),(),()()([))),,(,((
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WduYduZXgZduYduWXgWYgZduXdu

WduZduYXgWZgYduXduWZYBXBg
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 خظ
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 زایٗتٙات
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)(~ gbrer u

u  2

 

   [6]   6-2-1 ًتیجِ 

geg فزض وٙيذ u2~ ،ٍ٘اٜ تزای خٕيذٌی تزؽی داریٓآ 

)|tr ),((),(
~

},{span YXu

u bYXKeYXK  2 

)( ٍاٜ٘آ 2Mdimٚ اٌز 
~

uKeK u  2 

 تزٞاٖ:

},{اٌز  21 ee  ٘غثر تٝ یه خایٝ یىٝ ٔسؼأذg  صفحٝتزای},{span YX  داریٓ ،تاؽذ 

]|tr ),([

)],(),(),([

),(),(

)),,,)((),,,((

),(~),(~
),,,(~

),(
~

},{span YXu

u

uu

u

u

u

u

bYXKe

eebeebYXKe

eegeege

eeeegbeeeere

eegeeg

eeeer
YXK
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uubuداریٓ  2 ٚ در تؼذ   Hesstr tr  

   [6]    7-2-1 تعریف 

),(فزض وٙيذ  gM  یه خٕيٙٝ ریٕا٘یn- تز  َتيشٚ  ٍیلتؼذی تاؽذ. زا٘غٛرM  ٗؽٛدزؼزیف ٔیچٙي 

(ٛزٗ: ؽزا٘غٛر 
)(

( g
n

S
Ric

n
sch

122
1





 

gschrwزا٘غٛر ٚیُ:   

   [6]  8-2-1 لن 

geg فزض وٙيذ u2~، ٜآٍ٘اwew u2~ ٚ.
ubschhcs ~ 
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),(٘ٛع  اس Wٚیُ  زا٘غٛر تٛیضٜ 13  ،),(  Wgw ٖآذیظ ٔسزیه ٘اٚرداعر وٝ تٝ ٕٞ تا زثذیُ، زحر 

  ٌٛیٙذ))زا٘غٛر خٕيذٌی ٕٞذیظ(( ٘يش ٔی

   [6] 9-2-1 تعریف 

),(٘ٛع  اس Tزا٘غٛر ,,,())(,())(,(ٞزٌاٜ   ٘أٙذکَدازی را  31 ZXTZYTMZYX YX  X(. 

  [6] 11-2-1 قضیِ 

),(خٕيٙٝ ریٕا٘ی  gM   3اس تؼذnٕٞذیظ زخر اعر اٌز ٚ زٟٙا اٌز ، 

 داسی تاؽذ.ٛو آٖ ٛزٗؽزا٘غٛر  3nتزای اِف( 

 صفز ؽٛد. آٖ زا٘غٛر ٚیُ 3nتزای ب( 

 تزٞاٖ:

),(اعر وٝ  آؽىار 5-2-9 ِٓ اعسفادٜ اس تا  gM  ٕٞذیظ زخر اعر اٌز ٚ زٟٙا اٌزw  ٍ٘اؽر ٚu 

ubschچٙاٖ ٔٛغٛد تاؽذ وٝ   ٖؽٛد.دادٜ ٔیٞای سیز  ٌاْ در. تزٞا 

  wٍ٘اٜ آ 3nٌاْ اَٚ: اٌز 

},,{فزض وٙيذ  321 eee  خایٝ یىٝ ٔسؼأذ تزای یهMTp ٍ٘اٜتاؽذ، آ 

),,,)((),(),(),,,( jijijjiijiji eeeegschSeeRiceeRiceeeer 
2
1 

jiتزای  دٞذ ، وٝ ٘ؾاٖ ٔیw ٜصفز اعر ٕٞٛار 

))(,())(,(ٍ٘اٜ آ wز اٌ، 3nتزای ٌاْ دْٚ:  ZXschZYsch YX ، 

gschrgschr ٍ٘اٜآ wاٌز XX    ازحاد دْٚ تيا٘ىی داریٓ تٟزٜ تزدٖ اس خظ تا )()(

),,,]()[(),,,]()[(),,,]()[( WVYXgschWVXZgschWVZYgsch ZYX  

 داریٓ X  ٚWخظ تا ا٘مثاض ٘غثر تٝ 


