
نور دانشگاه پیام  

 مرکز مشهد

 پایان نامه کارشناسی ارشد رشته ریاضی محض

:عنوان   

نگاشتهاي خطی حافظ مجموعه عملگرهاي شبه فرد هلم  و معکوس 
 تعمیم یافته

:استاد راهنما   

 ثریا طالبی

:نگارش   

 سیده وجیهه شمس آبادي

1388 شهریور  



�

�

�

�

�

������

�

�

���������H	
������������
�
���
������
��������������������������( )HB�� ���	�!"��	
��#�"$

%&��&��H�������'
���������	
(')��
*+�	
,�'
#��( ) ( )HBHB →:φ���������!�('�	
(��#�"$�-�
(.�!(�

������
��/, ��0�1&�2��0�������������������3&)(��
(��4(5��6(�&�1&�	0��%
��3&)�$�!������)'�
��
�������'
�

����-�
.�
*+�	
��#�"$��!��
��2�"���7)��������������	�!8
9��%0�!��	��� �3
����0���:�;��<���&%�

����������������
�
(�=&�!(���&��(��>�?($�>�('�>0%�@�!�
��3
�
��6�&�%0�!�8
*��0%)���������1&����
(�)����(��>0
(A

�'
��
��<���	��;���
�@%
��	&%&0�0%&0�B�C�	
,�
�=&D�

�

�

�

�

�

��������	���E�
*+�-�
.F��2��0���!�'��#�"$�F�7)���!��
��2�"���D��

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�



�

�

�

�

�

 



�

�

�

�

�

�

�

����������	
��
�

�
���������������

����	
��	��
����������������������

�
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
�

��������	
��	��
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�

���������	����� !���"��#��$%�
�&�'(�)
���������	����� !���

�

�������� �*�
+�,��-��.�������������������������������������������������������������������������������������������������������

�������� �*�
+�,��-��.��"��#��$%�
�/�(�)
������������������������������������������������������������0�

�

���1&2+���3(�
�&+)1�*�"��#��$%�
�/�(�)
���1&�2+���3(�
�&+)1�*�

��������1&2+�����1&�2+���3(�
�&+)1�*�������������������������������������������������������������������������������4�

�������1&�2+���3(��	5����������������������������������������������������������������������������������������������������������66�

������
�/�(�)
��1&2+���3(�
�&+)1�*�"��#��$%����������������������������������������������������������67��

�����689�:�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������;< 



�

 
�

������

�

������������������������	
���
���������
�������
���
�����	�
���	�
���
�
���� !����"�#$�%&'#�

	��
������
�(���)�*����	��&�+����&������,!�-��[ ]��.�!����������
/��01
2��	��34���	�����

����5� �6�&-�	7&$�0-
8�!
"2-.��

�!��	�
���
�
���� 9:, �65��;!
���0*���.�0*��!�+<"���
�
=8����$
�5���>�!
#$��

����:, �65���!�?�@�7�
��������
7����#-
$�A"�
�?�B �	C��65��6�!�?�B
"��.�0*�D���0�
/�

D����	C�:, �<(-���?�!�������
/�������	/�&�E���/,!�-�	/-���	/��
���"/�#$�%&/'#��� ! ����

�������
�������
��:�
����	��
���"�#$�%&'#�����B �������.��0*�9�	C������/F ����0*/�����/$

�����0�
��5�
-����	�
���
�
���� G��:, �<(-�������H&�)��0*���� �!�����������/��	
���
������

�������	
���
�������	�&�E����
�������
��:�
�����"IC�����,!�-� !�.��

 

                                                 
�
�Mostafa mbekhta 



�

��������	�
�����
���������������
����� �

 

�

�

�

�

�

�

������

�

���	�
�����
���������������
����� 

�

�

�

�

�

�

�

�

�

��

�

�
 



�

��������	�
�����
���������������
����� �

 

�

��������������
������
�

������
������

��������H�	
���
����������������������
��������������������¢HHyx ×>< :,� ����

�!"���
#�$�%����
���&�'�

(�)><+><>=+< yxbyxaybxax ,,, �����

��*�)>=<>< xyyx ,,�

�+�)&������,���#Hx ∈�-�≥>< xx,�

.�)�=>< xx,��/���������/���=x��0�

1����2
��3
%4�2
��
��-��������	�% ���������5��0�

�������6+�)�7�%����x���
��
�����8�5�Hx ∈��9���5�8���&:

��
�>< xx,����;
�����

>=< xxx ,
��

������2�����&�4����/��<�=x�����y�������>���
�yx −����?����;
����5@�����������	
�A%B%��<%4��8�C����D

�5
��E��������0��FGH!"������������	
��0�

�

���������
�����

�������������/��,H���/�7@�-� �����DC,�7@�
���:����&G�H5���,����
�� ���8���H�	
�
��


�������
���8�5�0�

�

��������
�����

��������
���������X�	
��
�������������
��
��,���#��&���/���?���5�Xx ∈	
��



�

��������	�
�����
���������������
����� �

 

�

���5����9���5�����=���Ix�8�5�8�5�&��x&��� ���J%����7��K��

6(�)��,���#��&�Xyx ∈,�-yxyx +≤+�

6*�)��/�Xx ∈���α�-� ����G�L"��xx αα =�

6+�)�=x����>���=x�������M�N
���
�0�

�2�����&�4����/�x���y�
��X����>���
�yx −������	
�A%B%��<%4��8�C��-?����;
����

!"��
��E�������0�

�
�

���������
�����

�-� ���8���O��5��"%���� �;
�����������&��
���8�5�����������,������
��
�% ���������5��0�

�
�

��������� ���

�	
�3�H��,�������,!"��P�5�������0�

��

������!��
����

3�H��,�����H��
�����������<�DK���
�C ���&
�Q�	
���/��,�?���5��%R%��7@�
�� ��0�

�
�

�����"�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
������

�F : X� C��	
������������
�����	
S%G%Q%���
���������X����/��,��% ���������5�

F(x) + � F(y)            ����T�F(�x + �y )�

8�C������x���y�
���,X�����,��G�L"��8�C���αβ	�
���0�



�

��������	�
�����
���������������
����� �

 




�����#�
�����

��� �!"��
��
��%Q%���
�����������	
S%GX�
����������#��!"��3
�HI�∗X������U��O
�,�V�I�&��

���&�"%�Q�������, X
��M�B��1CR������>,∗X3
%4�&�� �% ����;
�����
#0 

����X∈�x�,�¢∈α�������������Tx0α�T�x6Tα�������)���������xTxT �� +�Tx6
�

 T�W�T)�

�
���������������������������������������������������������������������������������������������������������

���������X ���Y���� ���P�5��������'�

�����$�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
������������������������������������������������������������������������������������

����! �D5�Y��X�#�T�	
�
��$�%&?���5����0�

�

������%����
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�D�CI Y ��X�#�T���
#�����'()��*�����?�
%/���/�,�

Im T ) =  < �                                         )��dim�T' rank T�

��Im T�����A�
����7�:5���,�0�

�

�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
������

�D�CI Y ��X�#�T������+,��)��/��!"� X ��Y�#�S�&L

%X�&��� ����%R%��

�ST = I = TS0��

�

�����������������������
��������������������������������������������������������������������������������������������������������

�D�CI Y ��X�#� T��
-��.
�?�
%/��
��U5����&G�H5���,�������/��X∈nx�&UG�H5��Ynx�T�Z����U
#�	U


��&G�H5�� ���&� ����:0�



�

��������	�
�����
���������������
����� �

 




����������
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�����������H���K���������� ������%�G��3�H��,������( )KHBA ,∈�0���VU[����D�CI�3
%4�2
�
�

�������&�( )HKBB ,∈������U,���#��&��&��Hh∈�������U,���#��&U���Kk ∈�����J�U �
��KBhkAh ,, =�

��
��������\�4�/�01���$�%&�A������?���5����*
A�?�,�����7�:5�0�

��( )KHB ,�
��5����������,�D�CI�8�C��&I%CN��
��#�X�%��&�Y?
��/�����]5�
�0�

�
�

����������
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������

2�(3)���4�A�������7�������
��
����������	
���3
%4�&��M�B�	
�7@�
��&��!"���

xyyx

AAA

→

→×

),(
�

!"���
#�$�%����
�����!"���� �;
����

���(��)zxyyzx )()( =�

���*��)yzxzzyx +=+ )(���xzxyzyx +=+ )(�

���+�)����,�����Azyx ∈,,��,����∈α��-)()()( yxyxxy ααα ==0�

�

����������
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������

��������������
#I������HR�	
�#��A��-��56�7��-8���9��:;���7��-8��<������U,���#��&U���/��!"�Iyx ∈,�

�,��Az ∈-Iyx ∈−��Izx ∈6Ixz ∈0)�

�

�����!�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
������

�����������
#I�HR�	
�#��A�-:;���7��-8�����,���#��&���/��!"�Iyx ∈,�,���Az ∈-�



�

��������	�
�����
���������������
����� �

 

�

Iyx ∈−��Ixz ∈�0�

����
��	
��/�����
��^K�<�� ���?,�!"�
�<���-8���*
�=�"��7�!"���0�

�

�����"����
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������

���
���<I��HR�#��A�&��A ≠�I��-8����7-�;�% ���������50�

�

�������#��
�����

���?�������A���������?����������� ���P�5����HR�	
�AI ⊆������^K�<����
��	
�A� �����0��?�
%U/I��	U
�

���7�%�>?�)�56�7��-8���A���!"���/��I������^K�<����
��	
�"����������^K�<����
���_������ �����"�A���&U��

I��������%���% ����`�� ��
�I�� ���0����7�%�>?�)�:;���7��-8���A�������������%U ��U��;U
����&��:�
%X�&��

���<����
�I���#��A���������������"�
%X�&����<�C�>������&��X���<����
���
���7�%�>?�)�7��-8����������U
���U/��?�
%/�

�C�>����!"�
�<����
��<�=�2�I�
����<�C�>����^K�<�� ���<0�

�

������$�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
������

���������6H)K���
����:����,�D�CI�8�C�������H�� ����6�H) K�&�>��<@���
�6H)B�!"���0

���C>E�a
��������
�( )
( )HK

HB�������;
�����
��
#�M�B��?0��

�����������������������������
b�ST��c��T��b�T�bc�S�c��&��b�S�c�&I%CN��?,�6H)K�W�S!"��0�

����C>E�a
�������( )
( )HK

HB
 �&��!"���HR�	
�1CR�`CI���@��1��?���47@��5�C,����
���8�5��

bI�c�!"��0�

�



�

��������	�
�����
���������������
����� �

 

�

�� �&��/��?�5������A�	
�*
Cd���� ����HRI���&�>��<����
��	
�A�� ���5@���D

I

Ae�5��

�	
*
Cd�&��2
���������2
���������� �������HRH��	
����HG���,�����5�3�H��,�����

)(HB�	
�*
Cd�-� ����HR( )

( )HK

HB�	
�*
Cd� �������HR0��

��������

������%�
������


,/�
A,1,�,���,�D�CI�6�
so�d��S%G%Q%��)���6H)B����S%G%Q%��f��B%�!"�����[��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

���_��5�?�5��"%��&�x���H∈x���!"���� ���G%�6��������H)B∈T�,��Tx�T�
x

T0�

TT →α�,�D�CI��%E��S%G%Q%��
��
�/�������/����,���#��&��HxTxxT ∈→− ,�α0�

�

��������
������

B��	�
A,1,�,���,�D�CI�6���
wod��S%G%Q%��)���6H)B����S%G%Q%��f��B%����[�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

���_��5�?�5��"%��&��!"�
yx ,

���H∈x, y��!"���� ���G%���������yTx,�T�
yx

T
,

0�

TT →α�/�������/��!"��,�D�CI�;��B��S%G%Q%��
��HyxyTxyxT ∈→ ,,,,α0�

�

���������
������

���������H3�H��,������	
� �����	
�∗Cd��
#�#���HR6H)B�	
��
�� ,
���4� �%�,�����

��/��?���5A,�D�CI��%E��S%G%Q%��
��� ���&�>���0�

�

�� �&����������H�3
%4�2
��
��� ���3�H��,������	
�)(HB7%��d�7�C
%5�

� �����0���/����
#}{ nT
�����&G�H5��)(HB��,���#��&��&��� ���Hx ∈�-TxxTn →)(2
��
���



�

��������	�
�����
���������������
����� �

 

�

�3
%4HHT →:�2
�������!"��
��5����������)(HBT ∈&N��5�
�����,���#��&�Hx ∈�

�)( →−=− TxxTTT nxn�

����
�2
����)(HB!"��&�>���,�D�CI��%E��S%G%Q%��![��0�

�

���������
������

���������M���N��
���������#������������
#����X��� �����M + N�
#�e�5������U������U�

X��UUU/��!UUU"��Y�Z�TN�M�A%UUUCN����UUUD5@��UUU ��� M�N��
�C�D(>EEE)�FEEE%4�GEEEH�I�������������������������������������������������������������������������������������������������

�3
%4�&����?���5���N⊕M?�,�����O
�C5�0�

�

����������
�����

���������M����P�5��������&�>��������
#�X����UD5@�� ���M
�X������E��C�E%(������U
#��U/��!U"��

&�>����������5�����XM ⊂/�&L

%X�&��� ���&� ����%R��/
MMX ⊕=0�

�

�����������
�������

���/�N������
����������	
�������
#�X�� ��������?,�(
N-���C>UE�a
������������

N

X��!U"�0���&U�

����
�7@codimN��,�����7�:5��0�/�X,�����������D5@�� ���&� �����

�

6N)dim��6�X)dim6�T�
N

X)dim6�T�N)codim�

�
�

�

                                                 
��Codimension 



�

��������	�
�����
���������������
����� �

 

��

������!��
����

���������H���3�H��,L�������
#�H� ����&I%CN���

      { }HyyxHx ∈∀=∈=⊥
,,; � L�

��
()%8)��()�C�L
��H�?���5����0�⊥L�&�>��������
#�H�!"��0�

�

������"���
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

���������A����M�B�( ) yxyx ., →�HR�	
�
FQ�!�� �� ��0�7%����M�B�x�� y&���
��

�?�������;
�����
#�3
%40�

�

yxxy
xoy

+
=�

�B!"���
�R�&��R�!�4�����
���\%��M( )yoxxoy =&���
�2���/��]5�
������

( ) ( )oyxxoxoyox
�� =�

���!"���
FQ�!�� �;��B�
%X�&���HRA�M�B������ �;
����-J�"� ��4���4�
���8�5�0��

�

������#����
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

���������A���B���

���&L
�P�5�����,�HR������ ��0����! �D5�

�B��A'��φ� ��4��(3��%���/��% ���������5��

������������������������������������������
������������������������������������������������6�A∈a)�� ���������������������������66a)�φ)6�T��a)φ��

<�����
%X�&���
�

������6�A�∈a,b�)�������������6a)�φ6�b)�φ6W�b)�φ6�a)�φ6T�ab + ba)φ��

�



�

��������	�
�����
���������������
����� �

 

��

������$���'(��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

! �D5��/�φ�;
����
���� ������(0(0+.� ����
%"������D5@�φ��
� ��4��(3������

?���5�����0�

���������������������������������������������������������������������������������������������

�������%�
�����

��
%"��������! �D56H)B��6�H)B�#�φ��
��(3���,��/��?�
%/��

��))(,( HBBA ∈�������)()()( BAAB φφφ =�

�
�

���������
�����

��
%"��������! �D56H)B��6�H)B�#�φ��
��(3���,������R�&��R��
�M�B��/��?���5����

�����
���

))(,( HBBA ∈�������)()()( ABAB φφφ =�

�
�

���������
�����

��
%"��������! �D56H)B��6�H)B�#�φ��
� ��4��(3���,�������D�CI��/��?�
%/�

��
FQ�7�
�����
��5���)(HBT ∈&���
%X�&��� ����%R%���

)(HBA∈������������
)(

−= TATAφ�
�

�2��K�?,��
%"��������! �D56H)B��6�H)B�#�φ��
� ��4��(3���,������D�CI��/��?���5�

��
FQ�7�
�����
��5�������)(HBT ∈&���
%X�&��� ����%R%���



�

��������	�
�����
���������������
����� �

 

��

)(HBA∈���������
)(

−= TTAA
trφ�

�tr
A�D�CI����_5����A&��!H>5�	
�!"��!��g��������&
�Q0�

�

���������
�����

���������( )HBx∈�3
%4�2
��
��B�=��x����&��x))σ��% ���������7�:5���8��C��&I%CN��

5��������������I����λ�&��!"�I-xλ� �H5��
FQ�7�
��0�

�

���������
�����

���=�K��L�x�#��!"��3
�HI�

���������������������������������������Y�x))σ∈λ�'��λ�Z�sup6�T�x)r�

�

����������
����

��V�Ia�P�5����HR�#��A��
 �,��M,��*�L��/��?���5�( ) �=xr0��
�
�

�������!�
�����

�D5�����! 6H)B��6�H)B�#φ�B�=�N
�I�/��!"���

�������������( )( )Tφσλ ∈�����( )Tσλ ∈�

�

�������"�
�����

���������A�	
�*
Cd��V�I�3
%4�2
��
��� ����HRAx ∈��
�O�01��,����/��,�?���5�*

xx =0�

�
�



�

��������	�
�����
���������������
����� �

 

��

����������������������
����
�

������)������

���������X���Y�� ���P�5�������������( )YX ,B�8�C���HR��
��5����������,�D�CI�

�( )YX ,K���:����,�D�CI�8�C��<����
���( )YX , F8�C��<����
��,�����&H�
���,�D�CI�� ���
����

3
%4�2
��

(�)( )YX ,K#�����&�>��������
#�( )YX ,B��!"��0�

*�)( )YX , F������
#�( )YX ,B���!"�( )YX ,K�⊂( )YXF ,0��

+�)���U/�� X��� Y�����U ���P�U5�����,��U�6,X �X�B(�∈U���( )YX ,K�∈T ��) �Y�,�Y)B∈S�

���D5@6�Y�,��X)K∈STU0��/�( )YX ,F∈T���D5@��6�Y�,��X)F∈STU�0��

.�)��/��$���!G�=�
�X = Y���D5@��6X)F���&U��X����<@���
��6X)K����
��&�>U��&U��X����<@���U
��

6X)B����>,�0�

h�)�/�( )YX ,K�∈T ���D5@�T������/���������/��!"���,�����&H�
�T� ���&�>�����������������������������������������0�

6b(ic��j&��E�*)�
�������������������������������������������������������������������������������������������������������

�������)�����

��������A��P�5����HR�	
�x
��A���/�7@�-� ���)(xσ!"���_��5��06���(k�j&��E+�0()���

������������������������

�������)�����

���������A������P�5����HR�	
�x�
��A�� ��������3
%4�2
��
��( )xσ���
������������$�UE�
����!U"�����:U��

�&�>�{ }x|z|; ¢ ≤∈z�
���
��E06���(k�j&��E+�0+)��

�



�

��������	�
�����
���������������
����� �

 

��

�������)������

��������H��� ���3�H��,������	
�( )HBA∈�0�3
%4�2
��
�( )⊥
= *

ker RanAA�

�*�+�,&�

��/�Ah ker∈��Hg ∈��D5@��,,
* == gAhgAh��2
������( )⊥

⊆ *
ker RanAA�

�#����/������X*
RanAh ⊥���Hg ∈��D5@��,,

* == gAhgAh��2
�������( ) ARanA ker
* ⊆

⊥�

���lG����#��&��?
��/����&N��5�m�( )⊥
= *

ker RanAA����������������������������������������������

�����̀ �G��&��&���% �&nR%��&�HG��( ) AA =
**������>��-( )⊥

= RanAA
*

ker�������������U��3�UHg��&��:U��
%UX�&U��e�5

���/0�����

������������������������������������������������������������������������������������������������

�������-.���

���������AL
�&��=�	
�
���&�2
��
��-� ����^K�<����
���,�3
%46!"�
��
�)A�
��<%C:��

�^K�<����
��	
6!"�
��
�)!"��<�C�>����6��0[ ]���j�?G+�0(�0()�

�
�

������!�/�0,1'23�-.����������	���

���������A��HR�	
�
���&L
������������� ���Ayx ∈,�-�∈≠ λ��0���3
%4�2
��
��

xy−�λ�
��A��/���������/��!"���
FQ�7�
���yx−�λ�
��A� ����
FQ�7�
���0�

*�+�,&�

���������u�7�
���xy−�λ�
��A�3
%4�2
��
��!"���

�Ixyuuxy =−=− )�()�( λλ



�

��������	�
�����
���������������
����� �

 

�


�������?�U,��7�:U5�?�,�%����yx−�λ���
��A���
FQ�7�
������������?�U,���U��7�:U5��U��
�!U"�( )�+yux�7�
��

yx−�λ
��A!"��0�

�

���������( )i�

�7%K�

xyuxyuuuuxyuu =+−=−−=− λλλλλ )�(��

���&���
( )i����!"��������

�)�(� λλλλ =−−−+ yxxuyyux�

2��K�?,�

�( )ii�yxxxyyuyuxyxyux −−+=−+ )(�)�)(�( λλλ�

�7%K�

uxyuxyuuxyuuu =+−=−−=− λλλλλ )�(��

���&���
( )ii����!"��������

�)�(� λλλλ =−−−+ yxxuyyux�

�&N��5�
�yx−�λ�
��A!"���
FQ�7�
���0������������������������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������������������������������

������")�����

���������A�&��=�	
�
���&L
�5��<������
#��
�%��3
%4�2
��
��-� ����'�

(�)�<�C�>����^K���,�<����
��8�C��o��� �A0�

yxuxxyyyuxyuxyx −−+=+− )(�)�)(�( λλλ



�

��������	�
�����
���������������
����� �

 

�


*�)�
��8�C��o��� ��<�C�>����!"�
���,�<���A0�

+�)���&I%CN�x�&���
%X�&��zx−��
��A�8�C�������!"���
FQ�7�
���Az ∈0�

.�)���&I%CN�x�&���
%X�&��xz−��
��A�8�C�������!"���
FQ�7�
���Az ∈0�

*�+�,&�

�7�%��<����6+�)��6.�)�pHX?G�(�0*�0q��!"��
��E��0�

(←+�)���������x�<�C�>����^K���,�<����
��8�C��o��� ��
��A�
���
��E��0��/�zxa −=��

���/�7@�� �H5��
FQ�7�
��Aa�^K�<����
��	
�A�?G�pHX�-!"���(�0*�0�i��-Aa�<����
��	
�
��

�`r��<�C�>����^K•L�
���
��E��0�sQ•∈ Lzx���•∈− Lzx��&N��5�
��•∈ L�!"��tE����&��0�

+←(�)����������zx−���8�C�������Az ∈�!U"���
FQ�7�
����0���U/�x����<����U
��8�UC��o���U ��
��

,����<�C�>����^K���A����������`r��<�C�>����^K�<����
��	
����
�-� �H5�•L���������&U���
%UX�&U���
����%R��

•∉ Lx���/�7@�-AAxL =+•&N��5�
����•∈− Lzx��2
�������•∈ L���tE����&��!"0�

�7�%��<����6*�)��6.�)�% ����!��g�&��:��
%X�&�0������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

���/��&��� ���,�:��`HE�&��E�
��Ax∈K�#���L
�&����&"�&��� ���p�����
%�F����&I%CN��
�_

�
���p����e�5��D
����&I%CN��0���&I%CN��7������A����&��radA���&I%CN���
�?�,�����7�:5�

�8�C�Ax ∈�������;
����� ���&� ���
��E�`HE���&��E���&I%CN��
�_K�#���L
�
��&��?0�

�

������#���4	����)���zemank)5�

��������A��G������
#��
�%��3
%4�2
��
��� ���P�5����HR�	
�'�

()a �2�>�%��S�<�L
��
�
��A!"��0�


