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 : چكيده

هاي پيچيده، ممكن است محاسبه تابع درستنمايي و براساس آن برآورد  هاي با وابستگي در مدل

نامه، نوع خاصي از  بر اين اساس در اين پايان. ماكسيمم بسيار مشكل باشد درستنمايي

شوند، و هدف آنها كاهش محاسبات پيچيده  ها كه درستنمايي مركب ناميده مي درستنمايي شبه

  . گردند باشد، معرفي مي مي

در ادامه . رددگ بعد از معرفي ساختار درستنمايي مركب، يك ملاك انتخاب مدل مبتني بر آنها ارائه مي

به مطالعه و بررسي برآورد درستنمايي ماكزيمم با استفاده از درستنمايي مركب در خانواده نمايي بسته 

  .پردازيم مي

درستنمايي، درستنمايي مركب،  آماره اطلاع آكائيك، درستنمايي زوجي، شبه: هاي كليدي واژه

  زيع نرمال چند متغيري، خانواده نمايي بسته، اطلاع فيشر، توماكسيممدرستنمايي 
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  فصل اول

  

  درستنمايي كامل و مركب
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  : مقدمه .1- 1

اي  يك نوع از برآورد، برآورد نقطه. باشد مترها يكي از مسائل مهم در استنباط آماري ميبرآورد پارا

  .كند است كه دو مساله را ايجاب مي

  . عنوان يك برآوردگر است دست آوردن يك آماره و استفاده از آن به هبراي ب ابزارياول، ابداع 

رين برآوردگر از بين بسياري برآوردگرهاي بهتدوم، انتخاب معيارها و فنوني براي تعريف و پيداكردن 

  . ممكن است

يكي از آنها و شايد . شوند معرفي مي 2اي در بخش چندين روش پيدا كردن برآوردگرهاي نقطه

  .يمم است كه نياز به محاسبه تابع درستنمايي داردسمهمترين آنها، روش درستنمايي ماك

با توجه به اين مشكل . يده و يا حتي غيرممكن استدر برخي توابع محاسبه تابع درستنمايي آنها پيچ 

هاي مختلفي براي برآورد و استنباط در اين دسته از توابع توسط آماردانان  ها و رهيافت اساسي، روش

هاي خطي تعميم يافته و الگوريتم  هاي معادلات برآورد، مدل رهيافت. مختلفي پيشنهاد شده است
  .اند از آن جمله 1

در سال هاي اخير . هاي جديد برآورد پارامتر، استفاده از انواع ديگر درستنمايي است ز جمله رهيافتا

اين نوع . علاقه و استفاده از نوعي درستنمايي معروف به شبه درستنمايي در حال افزايش است

را با نام  اين نوع درستنمايي) 1988( 3ليندسي. پيشنهاد شد)1974( 2درستنمايي اولين بار توسط بسج

انگيزه استفاده از برآورد درستنمايي مركب، جايگزين كردن تابع . درستنمايي مركب معرفي كرد

اين نوع درستنمايي . شود مي ماكسيممتر محاسبه و در نتيجه  درستنمايي توسط تابعي است كه ساده

  .خواص نظري خوبي دارد و در بسياري كاربردهاي پيچيده رفتار مناسبي داراست
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  يابيهاي برآوردمروري بر برخي روش . 2- 1

 ي توزيع هاي  تايي از خانواده ي تصادفي  يك نمونه فرض كنيد 

مروري در اين بخش . توان به كار برد هاي مختلفي را ميروش براي برآورد پارامتر مجهول . باشد

خواهيم »يممسروش برآورد درستنمايي ماك«و  »روش برآورد گشتاوري« ل، يعنيدو روش متداو بر

  . هاي ديگر نيز اشاره خواهيم كرد داشت و به برخي روش

  روش برآورد گشتاوري.  2-1- 1

توسط  1894هاي برآورديابي، روش برآورد گشتاوري است كه در سال  ترين روش قديمياز يكي 

روش برآورد گشتاوري كه از آن با عنوان برآورد . عرفي شده استم 4آماردان مشهور كارل پيرسون

برآوردگر «دستورالعملي براي بدست آوردن برآوردگري به نام  كنيم، عبارت است ازياد مي  

اي كارگيري گشتاوره بهمبتني بر  برآورد . ياد مي كنيم به اختصار كه از آن  »گشتاوري

  .اي است و گشتاورهاي نمونه) توزيع(جمعيتي 

 تايي از توزيع  يك نمونه ي تصادفي  براي روشن شدن موضوع، فرض كنيد  

گشتاور اول اين توزيع، كه  همچنين فرض كنيد .  به طوري كه  ،باشد

ام توزيع، در صورت  - مي دانيم كه گشتاور . هستند، وجود داشته باشند  به صورت توابعي از

  : شود صورت زير تعريف مي وجود، به

 
 

  اگر

 
پارامترهاي  ي تصادفي داده شده باشد، آنگاه برآورد  امين گشتاور نمونه بر پايه نمونه - نمايانگر 

  . معادله زيرحاصل خواهد شد ي ساده و از تشكيل و حل  اساس يك ايده بر مجهول 

)1-1 (  

بنابراين . فرد باشد هب نمايش مي دهند و لزومي ندارد كه منحصر با  را معمولا برآوردگر گشتاوري 

  . خواهد بود : باشد، آنگاه اگر  باتوجه به آنچه كه گفته شد،

                                                           
4
 -  
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   فردي ندارد و روش ارائه شده براي حل معادلات تعريف منحصربه  روش برآورد: 1-1نكته

است كه مي تواند با استفاده از ساير گشتاورهاي توزيع يا گشتاور اول  مبتني بر استفاده از ) 1-1(

  . دست آيد شتاورهاي مركزي بهگ

باشيم،  ، براساس روش  ، مثلا  برآورد توابعي از  مند به علاقهاگر : 2-1نكته

ي  تواند براساس، ابتدا محاسبه يك روش مي. هاي مختلفي اين كار را انجام دهيم توانيم به روش مي

 ، عنوان برآورد گشتاوري به  انتخاب و سپس 

  : روش ديگر مي تواند از حل معادلات زير حاصل شود. باشد

)1-2                                        (  

  . است امين گشتاور برحسب  - ،  كه 

  . پردازيم مثال مي 2روشن شدن موضوع به ذكربراي 

 . باشد تايي از توزيع  يك نمونه تصادفي  فرض كنيد : 1-1مثال 

  : دانيم كه مي. آيند صورت زير بدست مي به پارامترهاي 

 
  : اهند بودفرم زير خو  به )1-1(بنابراين معادلات 

 
  : از حل دستگاه فوق داريم

 
 پارامتر . باشد توزيع تايي از  يك نمونه تصادفي   فرض كنيد : 2-1مثال 

  : دانيم كه مي. دست مي آيد هزير ب صورت به

 
  : براساس گشتاور اول برابراست با پارامتر  بنابراين برآورد 

 
  : و براساس گشتاور دوم داريم
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  : ي مثبت آن داريم ي درجه دوم فوق و انتخاب ريشه كه از حل معادله

 
  : كارگيري گشتاورهاي مركزي داريم از طرفي براساس به

 
  : ركزي برابر است بابراساس گشتاورهاي م پارامتر  در نتيجه 

 
  : علاوه بر آن، بنابرقانون اعداد بزرگ داريم. است يك برآوردگر نااريب براي  :  3- 1نكته 

 
و  مي توان نشان داد كه اگر رابطه ي بين . سازگار هستندها  براي  ها يعني 

 توابعي پيوسته از يك به يك باشد و  

  : گاه باشد، آن

 
بنابراين  ).1383پارسيان،(است يك برآوردگر سازگار براي  بوده و ) 1- 1(جواب معادلات 

از طرفي . مي دهد روش برآورد گشتاوري تحت شرايط ساده و مناسب، برآوردگرهاي سازگار را ارائه

   ). 1383پارسيان،(ارانيستندبرآوردگرهاي بدست آمده از اين روش معمولا ك

 .ها وجود نداشته باشند، كاربرد نخواهد داشت كه  زمانياز معايب روش گشتاوري اين است كه 

تنها  همچنين در اين روش از اطلاعات موجود در توزيع و تابع چگالي استفاده نمي شود و

   . گشتاورهاي توزيع استفاده مي شود

  ماكسيممروش درستنمايي . 2-2- 1

برآورد «، يعني روش گيرد در اين قسمت به بررسي روش برآوردي كه غالبا مورد استفاده قرار مي

اين روش . پردازيم ياد مي كنيم، مي كه از آن به اختصار با عنوان برآورد  »ماكسيممدرستنمايي 

  . ترين روشها در نظريه برآوردهاست ترين و پراهميت يكي از قديمي

كنندگان علمي از آمار است، اولين بار توسط  ترين روش در بين استفاده كه متداول روش برآورد 
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توسط  1925تري در سال  به كار گرفته شد و پس از آن به صورت گسترده 1821در سال  5گوس

   .مورد استفاده قرار گرفت »برآورد گشتاوري«از روش  در انتقاد 6فيشر

با وجود اينكه از لحاظ شهودي مورد توجه است، بهترين روش نيست و نبايد  روش برآورد 

اي وجود ندارد كه ثابت كند اين روش، به جز  حقيقت هيچ قضيه در. هميشه مورد استفاده قرار گيرد

زماني است كه اين  اص بهينه است، بلكه بهينه بودن برآوردگر در موارد مجانبي، داراي خو

  . برآوردگر بر برآوردگر ديگري كه با روشي متفاوت بدست آمده است، منطبق شود

برآوردگر درستنمايي «نام  ت است از دستورالعملي براي بدست آوردن برآوردگري بهرعبا روش 

تابع «نام ياد خواهيم كرد و مبتني بر يك تابع آماري مهم به  به اختصار كه از آن  »ماكسيمم

متغير تصادفي با تابع چگالي احتمال توام  ، بردار  فرض كنيد . است »درستنمايي

  . ، باشد ، 

راتابع چگالي  ، تابع درستنمايي  مقدار داده شده  براي هر  : )تابع درستنمايي( 1-1تعريف 

در نظر گرفته مي شود و  ، تعريف مي كنيم كه به صورت تابعي از  ، يعني   احتمال توام

  : نمايش مي دهيم آن را با نماد 

 
  . مشتق پذير نيست لزوما نسبت به  بع درستنمايي تا -الف: 4- 1نكته 

  . يك تابع چگالي احتمال نيست تابع درستنمايي  -ب

   هاي تايي از توزيعي از خانواده چگالي تصادفي  يك نمونه اگر  - ج

  : باشد، آنگاه

 
  : كه باشد، به طوري برآوردگري براي  اگر ) : ماكسيممبرآوردگر درستنمايي ( 2- 1تعريف 

 
  . مي شود  تعريف  ماكسيممبه عنوان يك برآوردگر درستنمايي  آنگاه 

فرد  به نمايش مي دهند و لزومي ندارد كه منحصر را با   ماكسيمممعمولا برآوردگر درستنمايي 

  : داريم اساس تعريف  همچنين بر. باشد
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  : آنگاه : يا اگر تعريف كنيم

 
هايي است كه در آنها  موارد بررسي حالتمهمترين بيان شد، ) ج( 4-1همانگونه كه در نكته 

كه تابع درستنمايي عبارت  مي باشد، به طوري چگالي معين  نمونه اي تصادفي از 

  : است از

 
 ماكسيممكه برآوردگر درستنمايي  ، به طوريدنبيشتر توابع درستنمايي در شرايط نظم صدق مي كن

  : شرايط نظم عبارتند از. مي باشد جواب معادله ي 

  . باز از اعداد حقيقي است، يعني  ي يك زيرفاصله  - الف

  .وجود دارد   يعني،  نسبت به  مشتق تابع چگالي -ب

  عملگرهاي مشتق و انتگرال مجاز است، يعني  اييججاب - ج

 

 ، براي هر  - د

  ،  پارامتر  براي هر برآوردگر  -ه

 
شوند و گاهي اوقات پيداكردن  مي ماكسيمم در مقدار يكساني از  و  همچنين 

  . لگاريتم درستنمايي آسانتر است ماكسيمم

  از توزيع برنولي  فرض كنيد نمونه اي تصادفي به حجم : 3- 1مثال 

 
هاست و تابع درستنمايي  يك و صفراي از  دنباله مقادير نمونه . استخراج شده باشد

  : عبارت است از

 
  : داريم و اگر قرار دهيم 

 
  و
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  برآورد  قراردادن عبارت اخير و حل آن نسبت به  صفربا مساوي  بخاطر داريم كه 

 
اين برآورد يك برآورد روش گشتاورها ). است شتق بفرم آزمون م( يابيمرا مي

  . نيز مي باشد

. باشد تايي از توزيع لاپلاس با پارامتر  يك نمونه تصادفي  فرض كنيد  :4- 1مثال 

  : عبارت است از پارامتر  

  : ي برابر است باتابع درستنماي

 
  و

 
كردن تابع  معادل مينيمم نسبت به ) يا ( كردن  ماكسيممواضح است كه 

توان  مي باشد، ي داده هاي  نمايانگر ميانه اگر . است نسبت به  

  :بنابراين.  ،  ي مقادير ممكن  اي همهنشان داد كه به از

 
. باشد تايي از توزيع  يك نمونه تصادفي  فرض كنيد  :5-1مثال 

  : صورت زير محاسبه مي شود به پارامتر  

  : تابع درستنمايي برابر است با

 
  و

 
  : براي معادله درستنمايي داريم
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  يعني 

 
يا روشهاي آناليز ) كه به داي گاما معروف است( ي فوق به جداول مربوط به  براي حل معادله

  . عددي نياز داريم

  : داراي چگالي يكنواخت زير است فرض كنيد متغير تصادفي  :6- 1مثال 

 
 اي به حجم تابع درستنمايي براي نمونه.  است، يعني، خط حقيقي كه در آن 

  : عبارت است از

 
آخرين تساوي . باشدبزرگترين مقدار مشاهدات مي كوچكترين مقدار و  مي باشد كه در آن 

برابر واحد است اگر و تنها  كه ونچ. شودطريق زير نتيجه ميدر معادله بالا به

ا اگر باشند كه اين امر درست است اگر و تنه ي همه در بازه اگر 

ديديم كه .   معادل است با باشد، كه  و  

؛ ]در غير اين صورت[ صفريا  ] براي  [است يكتابع درستنمايي يا برابر 

صدق كند يك برآورد درستنمايي  كه در  بنابراين هر آماره با مقدار 

  . باشند هايي از چنين برآوردگرهايي مي مثال و  و  . است ماكسيمم

، كه همان و  يا نقطه مياني بين  و  ي اخير نقطه مياني بين  آماره

  . كوچكترين و بزرگترين مشاهدات هستند، مي باشد

  . اعتماد كرد ماكسيممگيري جهت تعيين مكان  مثال آخر نشان مي دهد كه نبايد هميشه به فرآيند مشتق

  ماكسيممويژگي مطلوب شهودي كه تابع درستنمايي را علاوه بر  ماكسيممبرآوردگر درستنمايي 

علاوه، برآوردگرهاي درستنمايي  به. كند داراي برخي ويژگي هاي بهينه مناسب ديگري نيز مي باشد مي

  . باشد كه در قضيه زير به آن پرداخته شده است نيز مي داراي ويژگي پايايي ماكسيمم

  : ماكسيممايي ويژگي پايايي برآوردهاي درستنم. 1- 1قضيه 

باشد كه در  در چگالي   ماكسيممبرآوردگر درستنمايي   فرض كنيد 

مقداري باشد، آنگاه برآوردگر  تابعي با وارون تك اگر . يك بعدي فرض شده است آن 

  . مي باشد برابر   ماكسيممدرستنمايي 
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  ماكسيممبرآوردگر درستنمايي  دانيم همانگونه كه مي معلوم،  نرمال با براي مثال در چگالي

، برآوردگر ماكسيممبنابر ويژگي پايايي برآوردگرهاي درستنمايي . مي باشد برابر 

  :عبارت است از  ماكسيممدرستنمايي 

 
 تواند تعميم  شرح داده شد مي 1-1كه در قضيه  ماكسيممويژگي پايايي برآوردگرهاي درستنمايي 

  : دهيم آن را در دو راستا تعميم مي 7ناهبنابر ز. شودداده

. كنيم را حذف مي ري مقدا گيريم، دوما، فرض وارون تكبعدي مي بعدي  جاي يك را به اولا 

، 3-1مثال . مورد نظر باشد عنوان مثال، فرض كنيد برآورد واريانس توزيع برنولي يعني  به

 تابعي يك به يك از  دهد، اما چون  مي باشد مي را كه   ماكسيممبرآورد درستنمايي 

قضيه زير چنين برآوردي را . دهد را نمي ماماكسيموردگر درستنمايي برآ 1- 1نيست، قضيه 

  . باشد مي دهد، كه برابر  مي

  . ي زير داده شده است در قضيه ماكسيممويژگي پايايي برآورد درستنمايي 

است، يك برآوردگر   ، كه در آن  فرض كنيد  .2- 1قضيه 

،  اگر براي . باشد در چگالي   ماكسيممدرستنمايي 

باشد، آنگاه برآوردگر درستنمايي  تبديلي از فضاي پارامتري  

 توجه كنيد كه [ برابر است با   ماكسيمم

  براي  ماكسيممبنابراين برآوردگر درستنمايي  

   .  ]باشد مي  برابر

  هاي ديگر روش.  2-3- 1

هاي موجود از ميان روش. اي وجود دارد برآوردگرهاي نقطهچندين روش ديگر براي بدست آوردن 

  : ام بردتوان نموارد زير را مي

 روش كمترين مربعات -1

 روش بيز -2

 روش مينيمم كي دو -3

  روش مينيمم فاصله  -4
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