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به تقدیم

که آنهایی همه

بودند... دانشمعلّمم تحصیل در



سپاس�گزاری...

به بهره�ای شͺرش بی�نهایت نعمت از و شناسانید ما به را خود که مخصوصخداست ستایش و

به کرد راهنمایی را ما لطفش از و ربوبیتش. به علم درهای از برخͬ ما بر گشود و کرد الهام ما

امرش. در تردید و شرک شائبه�ی از گردانید دور و توحید در اخلاص رفیع مقام

تمام در که زاده نجف دکتر آقای جناب اولم راهنمای استاد از مͬ�دانم وظیفه خود بر پیشاپیش

آن نواقص رفع جهت در را لازم راهنمایی�های و داشتند آن بر مستمر نظارت کار، انجام مراحل

نمایم. تقدیر و سپاسͽزاری داشتند مبذول

احسن نحو به رساله، این آماده�سازی در که عبادیان دکتر آقای جناب دوم راهنمای استاد از و

کنم. قدردانͬ و تشͺر صمیمانه دادند قرار راهنمایی مورد را اینجانب

برعهده را نامه پایان این مشاوره�ی زحمت که دارابی بیاض دکتر آقای جناب از همچنین

مͬ�کنم. قدردانͬ و تشͺر داشتند

کرده، یاری را اینجانب رساله این آماده�سازی مراحل کلیه�ی در که کسانͬ تمام از پایان در و

مͬ�کنم. قدردانͬ خانواده�ام اعضای از علͬ�الخصوص

١٣٩٠



حͺیمه نام: حاجͬ خانوادگͬ: نام

مختلط مرتبه�ی شامل تحلیلͬ توابع خاص زیر�کلاس�های پایان�نامه: عنوان

زاده نجف شهرام دکتر اول: راهنمای استاد
عبادیان علͬ دکتر دوم: راهنمای استاد

دارابی بیاض دکتر مشاور: استاد

محض ریاضͬ رشته: ارشد کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع
ریاضͬ آنالیز گرایش:

پایه علوم دانشͺده: مراغه دانشͽاه:
٩٧: صفحه تعداد ١٣٩٠ مرداد فارغ�التحصیلͬ: تاریخ

پیروی. محدب، ستاره�گون، کلیدواژه�ها:

چͺیده
آنها هندسͬ و تحلیلͬ خواص و تک�ارز توابع مورد در ابتدا پایان�نامه این در
تک�ارز توابع Mاز [α, b](φ) و S∗

b (φ) و S∗(φ)مͬ�کنیم.سپسزیر�کلاس�های مطالعه
این در را پیروی نتایج و ضرایب برآورد و مͬ�کنیم تعریف را مختلط مرتبه�ی با

مͬ�دهیم. قرار بررسͬ و بحث مورد زیر�کلاس�ها
و آوری ٢٠٠٨جمع سال در شده منتشر مقاله�ی اساس بر پایان�نامه این کارهای

[٨] است. قرار�گرفته تحلیل و تجزیه مورد
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مقدمه

هم هنوز اما گردید، مطرح قرن اوایل در که مͬ�باشد قدیمͬ موضوع ͷی تک�ارز توابع فرضیه�ی

طͬ گرفته صورت پیشرفت�های است. مانده باقͬ اخیر تحقیقات در فعال رشته�ی ͷی عنوان به

است. بوده سریع خاصͬ طور به اخیر سال�های

مͬ�توان جمله از که شده بررسͬ مؤلفان از بسیاری توسط مختلط مرتبه�ی با تک�ارز تحلیلͬ توابع
سیواسوبرامیان،۵ ۴ آدولفاستفن، ٣ سوچیدرا، ٢ سریواستاوا، موروگاسوندرامورتͬ،١ کارهای به

نمود. اشاره ٧ کارتیͺیان ۶و سلواراج

است: شده تنظیم زیر صورت به فصل سه در نامه پایان این

هندسͬ و تحلیلͬ خواص و تک�ارز توابع از زمینه�هایی پیش و اولیه تعاریف شامل اول فصل

آنهاست.

است. ͬͺکم لم�های و قضایا شامل دوم فصل

و است مختلط مرتبه�ی با تک�ارز تحلیلͬ توابع از زیر�کلاس�هایی از تعاریفͬ شامل سوم فصل

بررسͬ و بحث مورد زیر�کلاس�ها این در را پیروی نتایج و ضرایب برآورد فصل این در همچنین

مͬ�دهیم. قرار

G.Murugusundaramoorthy١
H.M.Srivastava٢

K.Suchithra٣

B.Adolf Stephen۴

S.Sivasubramanian۵

C.Selvaraj۶
K.R.Karthikeyan٧
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١ فصل

اولیه مفاهیم

فصول در که قضایایی و تعاریف به اول بخش در است. شده ارائه بخش چهار در اول فصل

را ستاره�گون و محدب تک�ارز، توابع دوم بخش در مͬ�پردازیم. داشت، خواهیم نیاز آن به بعدی

معرفͬ به بخشسوم در مͬ�دهیم، قرار مطالعه مورد را آنها خواصاساسͬ از برخͬ و کرده معرفͬ

آن خواص و دیفرانسیلͬ پیروی مفهوم آخر بخش در و پرداخته �محدب به �ͷنزدی توابع کلاس

مͬ�کنیم. بیان را

مقدماتͬ قضایای و تعاریف ١.١

باشد. مختلط تابع ͷی f : Ω → C و باز مجموعه�ی ͷی Ω کنیم فرض .١.١.١ تعریف

هرگاه، است مشتق�پذیر z٠ ∈ Ω نقطه�ی در f گوییم

lim
z→z٠

f(z)− f(z٠)
z − z٠

گوییم باشد، مشتق�پذیر z٠ ∈ Ω نقطه�ی در f هرگاه مͬ�دهیم. نشان f ′(z٠) با را آن و باشد موجود

است. تحلیل١ͬ Ω در f
Analytic١

١



باشد، مختلط عدد ͷی a و r > ٠ اگر .٢.١.١ تعریف

D(a; r) = {z : |z − a| < r}

و است D(a; r) ;D̄(aبست r) است. r شعاع و a مرکز به باز٢ مستدیر قرص ͷی

D′(a; r) = {z : ٠ < |z − a| < r}

مͬ�باشد. r شعاع و a مرکز به قرصسفته

مختلط. صفحه�ی از ناتهͬ همبند باز زیرمجموعه�ی یعنͬ ناحیه٣ از منظور .٣.١.١ تعریف

صفحه. در باز مجموعه�ی ͷی یعنͬ Ω بعدحرف به حالا از .۴.١.١ تبصره

مͬ�گیریم: در�نظر زیر به�صورت مختلط صفحه�ی در را واحد قرص .۵.١.١ تبصره

∆ = {z : z ∈ C, |z| < ١}

توپولوژی ͷی اگر باشد. C میدان روی برداری فضای ͷی X کنیم فرض .۶.١.١ تعریف

پیوسته اسͺالر ضرب و جمع و باشد بسته تک�نقطه�ای�ها که، طوری به باشیم داشته X روی τ

نمایش TV S با اختصار به را آن و مͬ�شود. ۴نامیده ͬͺتوپولوژی برداری آنگاه،Xیͷفضای باشد.

مͬ�دهند.

خم�های بین زاویه�ی اندازه�ی که پیوسته�ای نگاشت ۵( همدیس (نگاشت .٧.١.١ تعریف

z٠ در f(z) اگر گوییم. z٠ نقطه�ی در زاویه حافظ نماید، حفظ را z٠ مفروض نقطه�ی ͷی بر مار

نماید، حفظ نیز را z٠ نقطه�ی بر مار خم�های بین زوایای جهت علاوه به و باشد زاویه حافظ

است. همدیس z٠ نقطه�ی در f(z) ییم گو
Open circular disc٢

Region٣

Topological vector space۴

Conformal mapping۵

٢



که z٠ ∈ G نقطه�ی هر در f آنگاه باشد، تحلیلͬ تابعͬ f : G → C هرگاه .٨.١.١ قضیه

است. همدیس باشد، f ′(z٠) ̸= ٠

� .[١٠] به شود ع رجو برهان.

یعنͬ آن مشتق زیرا است. همدیس z٠ ̸= ٠ نقطه�ی هر در f(z) = z٢ نگاشت .٩.١.١ مثال

مͬ�شود، صفر f ′ که z = ٠ نقطه�ی در f(z) = z٢ اما است. صفر مخالف z٠ در f ′(z) = ٢z

نیست. همدیس

مͬ�دهیم: قرار و داده نمایش H(∆) با را ∆ بر تحلیلͬ توابع مجموعه�ی .١٠.١.١ تبصره

An = {f ∈ H(∆) : f(z) = z +

∞∑
k=n+١

akz
k} .

همچنین،

A١ = A = {f ∈ H(∆) : f(٠) = f ′(٠)− ١ = ٠}

= {f ∈ H(∆) : f(z) = z +

∞∑
k=٢

akz
k} ,

مͬ�باشد. ∆ واحد قرص بر نرمالیزه تحلیلͬ توابع مجموعه�ی دهنده�ی نشان

است، نمایش قابل توانͬ سری وسیله�ی به Ω در f شده�ی تعریف تابع .١١.١.١ تعریف

هر ازای به که شود نظیر ∑∞
n=٠ cn(z − a)n مانند سری ͷی D(a; r) ⊂ Ω قرص هر برای هرگاه

باشد. f(z) به همͽرا z ∈ D(a; r)

fو ∈ H(Ω) آنگاه باشد، نمایش قابل Ω در توانͬ سری وسیله�ی به f هرگاه .١٢.١.١ تذکر

اگر z ∈ D(a; r) هر ازای به واقع در است. نمایش قابل Ω در توانͬ سری با f ′

٣



داریم: zها این ازای به آنگاه ،f(z) =∑∞
n=٠ cn(z − a)n

f ′(z) =
∞∑

n=٠
(n+ ١)cn(z − a)n .

و f ∈ H(Ω) بوده، ناحیه ͷی Ω کنیم فرض ماکزیمم۶) مدول (قضیه�ی .١٣.١.١ قضیه

صورت، این در D̄(a; r) ⊂ Ω

|f(a)| ≤Max
∣∣∣f(a+ reiθ)

∣∣∣ , −π < θ ≤ π .

هیچ در |f | نتیجه در باشد. ثابت Ω در f اگر فقط و اگر است برقرار فوق عبارت در تساوی

باشد. ثابت تابع f اینکه مͽر نمͬ�گیرد را خود ماکزیمم Ω از نقطه�ای

� شود. رجوع [١٠] مرجع به برهان.

، z ∈ ∆ هر ازای به و f(٠) = ٠ ، f ∈ H(∆) کنیم ٧فرض شوارتز) (لم .١۴.١.١ لم

صورت، دراین .|f(z)| < ١

|f(z)| ≤ |z| , (z ∈ ∆), (٢)

و

∣∣f ′(٠)∣∣ ≤ ١ . (٣)

است ثابت λ آن در که f(z) = λz آنگاه باشد، برقرار z ͷی ازای به (٣) یا (٢) نامساوی گاه هر

است ∆ توی به ∆ از تحلیلͬ نگاشت ͷی f که است این فرض هندسͬ، تعبیر به .|λ| = ١ و

نقطه�ی هر یا است دوران ͷی f که است این نتیجه این از بخشͬ مͬ�دارد. نگه ثابت را مبدأ که

مͬ�سازد. نزدی�ͷتر مبدأ به بود، که هرچه از را z ∈ ∆− {٠}

Maximum modulus Theorem۶

Schwarz’s Lemma٧

۴



� شود. رجوع [١٠] مرجع به برهان.

است. ٨معروف شوارتز تابع به کند، صدق شوارتز لم در که تابعͬ .١۵.١.١ تذکر

Schwarz Teorem٨

۵



محدب و ستاره�گون تک�ارز، توابع ٢.١

z١ ̸= z٢ که ∆ در z٢ و z١ هر برای هرگاه گوییم تک�ارز٩ روی∆ را f(z) تابع تعریف١.٢.١.

.f(z١) ̸= f(z٢) باشیم، داشته

تحلیلͬ ∆ در تابع این مͬ�گیریم نظر در را k(z) = z
(١−z)٢ = z + ٢z٢ + ... تابع .٢.٢.١ مثال

معروف کوبه١٠ تابع به و دارد تحلیلͬ توابع نظریه�ی در خاصͬ اهمیت تابع این است. تک�ارز و

است.

ͷی در هرگاه ییم، گو ١١ تک�ارز موضعاً z٠ ∈ Ω نقطه�ی در f(z)را تابع .٣.٢.١ تعریف

باشد. تک�ارز z٠ ͬͽهمسای

تک�ارز اما باشد، تک�ارز موضعاً است ممͺن دامنه ͷی روی تحلیلͬ تابع ͷی .۴.٢.١ تذکر

نباشد.

موضعاً ∆ = {z : ١ < |z| < ٢ , ٠ < arg z < ٣π
٢ } دامنه�ی در f(z) = z٢ تابع .۵.٢.١ مثال

نیست. تک�ارز اما است، تک�ارز

تبدیل نامساوی آن تابع ͷی حداقل ازای به اگر دقیق١٢است، نامساوی ͷی تعریف٢.١.۶.

شود. مساوی به

ͷدیس در که f تک�ارز و تحلیلͬ توابع مجموعه�ی .٧.٢.١ تعریف

صدق f ′(٠) = ١ و f(٠) = ٠ ی نرمالیزه شرایط در و شده تعریف ∆ = {z : z ∈ C , |z| < ١}

Univalent ٩

Koebe function ١٠

Locally Univalent١١
Sharp١٢

۶



مͬ�دهیم. نمایش S با را کنند مͬ

است: زیر فرم به تیلور بسط دارای f ∈ S هر که دید مͬ�توان

f(z) = z +
∞∑

n=٢
anz

n , |z| < ١ .

S خانواده�ی تبدیلات، آن تحت که مͬ�پردازیم اولیه تبدیلات معرفͬ به حال .٨.٢.١ تذکر

شوند: مͬ حفظ

.g ∈ S آنگاه ،g(z) = f(z) = z + a٢z٢ + a٣z
٣ + و... f ∈ S اگر ١٣ تزویج: الف)

.g ∈ S آنگاه ،g(z) = e−iθf(eiθz) و f ∈ S اگر ١۴ دوران: ب)

.g ∈ S آنگاه ،٠ < r < ١ که g(z) = r−١f(rz) و f ∈ Sاگر ١۵ انبساط: ج)

و f ∈ S گر ا ١۶ :ͬͺدیس خودریختͬ د)

g(z) =
f( z+α

١+αz )− f(α)

(١− |α|٢)f ′(α)
, |α| < ١

.g ∈ S آنگاه

.g ∈ S آنگاه ،g(z) =
√
f(z٢) و f ∈ S اگر ١٧ دوم: ی ریشه تبدیل ه�)

دارد. تعلق S به g(z) = γf(z)
γ−f(z) آنگاه ،f(z) ̸= γ و f ∈ S ١٨اگر شده: حذف مقدار تبدیل و)

h(z) =
√
f(z٢) صورت به f دوم ریشه�ی تبدیل صورت این f،در ∈ S اگر .٩.٢.١ تعریف

با: است برابر و مͬ�شود تعریف

h(z) =
√
f(z٢) = z + c٣z

٣ + c۵z
۵ + ...

Conjugation ١٣

Rotation ١۴

Dilation ١۵

Disk Automorphism ١۶

Square-root transformation ١٧

Omitted-value transformation ١٨

٧



برعکس. و است فرد تک�ارز تابع ͷی f تابع هر دوم ریشه�ی تبدیل پس

همچنین و مͬ�دهیم نمایش S(٢) نماد با را فرد تک�ارز توابع مجموعه�ی .١٠.٢.١ تبصره

مͬ�دهیم: نشان زیر صورت به را f ∈ S توابع mام ریشه�ی تبدیل

h(z) = {f(zm)}
١
m = z + cm+١z

m+١ + c٢m+١z
٢m+١ + ... .

.|a٢| ≤ ٢ ، آنگاه f ∈ S اگر بایبرباخ)١٩ (حدس .١١.٢.١ قضیه

باشد. کوبه تابع از دورانͬ f اگر فقط و اگر است برقرار تساوی

� شود. رجوع [١٠] مرجع به برهان.

است.
{
ω : |ω| < ١

۴

}
ͷدیس شامل Sکلاس از تابع هر تصویر (٢٠ ١-کوبه

۴ (قضیه�ی .١٢.٢.١ قضیه

تعریف را g (z) = ωf(z)
ω−f(z) تابع و در�نظر�گرفته را ω ∈ C مقدار ͷی ،f ∈ S کنیم فرض برهان.

داریم، f جایͽذاری با مͬ�کنیم.

f ∈ S =⇒ f (z) = z + a٢z
٢ + . . . .

g (z) =
ωz + a٢٢ + a٣ωz

٣ + . . .

ω − z − a٢z٢ − a٣z٣ − . . .
= z +

(
a٢ +

١
ω

)
z٢+. . . .

پس،
∣∣∣a٢ + ١

ω

∣∣∣ ≤ ٢ بایبرباخ، قضیه�ی به توجه ١ω∣∣∣∣با
∣∣∣∣− |a٢| ≤

∣∣∣∣١ω + a٢

∣∣∣∣ .
١ω∣∣∣∣لذا،

∣∣∣∣− |a٢| ≤
∣∣∣∣١ω + a٢

∣∣∣∣ ≤ ٢ .

Bieberbach’s Theorem ١٩

Koebe one-quarter Theorem٢٠

٨



نتیجه، ١ω∣∣∣∣در
∣∣∣∣ ≤ |a٢|+ ٢ =⇒

∣∣∣∣١ω
∣∣∣∣ ≤ ۴ .

=⇒ |ω| ≥ ١
۴

� دارند. قرار |ω| ≤ ١
۴ ͷدیس خارج ω شده�ی حذف مقدار هر عبارت�دیͽر به

،f ∈ S هر ازای به .١٣.٢.١ zf∣∣∣∣قضیه ′′f ′
− ٢r٢
١− r٢

∣∣∣∣ ≤ ۴r
١− r٢

.

زیر صورت به را F تابع ، µ ∈ ∆ و f ∈ S و اتومورفیسم ͷدیس تبدیل از استفاده با برهان.

مͬ�کنیم: تعریف

F (z) =
f
(

z+µ
١+µ̄z

)
− f (µ)(

١− |µ|٢
)
f ′ (µ)

∈ S

که، این به توجه با .F (z) = z +A٢z٢ +A٣z
٣ + . . پس.

F (z) = z +
١
٢

{(
١− |µ|٢

) f ′′ (µ)
f ′ (µ)

− ٢µ
}
z٢ + · · · ∈ S .

بایبرباخ، قضیه�ی به ١٢∣∣∣∣بنا
{(

١− |µ|٢
) f ′′ (µ)
f ′ (µ)

− ٢µ
}∣∣∣∣ ≤ ٢.

−١)}∣∣∣∣لذا، |µ|٢
) f ′′ (µ)
f ′ (µ)

− ٢µ
}∣∣∣∣ ≤ ۴ .

مͬ�کنیم. ضرب µ را طرفین ، µ > ٠ اینکه فرض −١)µ}∣∣∣∣با |µ|٢
) f ′′ (µ)
f ′ (µ)

− ٢µ٢
}∣∣∣∣ ≤ ۴µ .

٩



مͬ�کنیم. تقسیم
(
١− |µ|٢

)
بر را طرفین µf∣∣∣∣حال ′′(µ)f ′(µ)

− ٢µ٢
١− |µ|٢

∣∣∣∣ ≤ ۴µ
١− |µ|٢

.

پس، |z| = r < ١ , µ = z , | µ| = r < ١ zf∣∣∣∣چون، ′′(z)f ′(z)
− ٢z٢
١− |z|٢

∣∣∣∣ ≤ ۴z
١− |z|٢

.

zf∣∣∣∣آنگاه، ′′(z)f ′(z)
− ٢r٢
١− r٢

∣∣∣∣ ≤ ۴r
١− r٢

.

�

داریم، f ∈ S هر برای شͺل٢١ͬ: دگر قضیه�ی .١۴.٢.١ قضیه
١− r

(١+ r)٣
≤
∣∣f ′ (z)∣∣ ≤ ١+ r

(١− r)٣
, (z ∈ ∆) .

باشد. کوبه تابع از مناسبی دوران f اگر تنها و اگر است برقرار تساوی

قبل، قضیه�ی به بنا zf∣∣∣∣برهان. ′′f ′
− ٢r٢
١− r٢

∣∣∣∣ ≤ ۴r
١− r٢

.

،z مختلط عدد هر ازای به چون و

Rez ≤ |z|,

پس،

−۴r
١− r٢

≤ Re

{
zf ′′

f ′
− ٢r٢
١− r٢

}
≤ ۴r
١− r٢

.

داریم، و

٢r٢
١− r٢

− ۴r
١− r٢

≤ Re

{
zf

′′
(z)

f ′(z)

}
≤ ٢r٢
١− r٢

+
۴r

١− r٢
.

Distortion Teorem٢١

١٠



پس،

٢r٢ − ۴r
١− r٢

≤ Re

{
zf

′′
(z)

f ′(z)

}
≤ ٢r٢ + ۴r

١− r٢
.

تابع این برای دارد، شاخه چند لͽاریتم تابع چون بͽیریم، نظر در را log
(
f

′
(z)
)
تابع اگر حال

شود. صفر مبدأ در که مͬ�گیریم نظر در را شاخه�ای

Re

{
zf

′′
(z)

f ′ (z)

}
= r

∂

∂r
Re
[
log
(
f

′
(z)
)]
, z = reiθ.

داریم، جایͽذاری با حال

٢r − ۴
١− r٢

≤ ∂

∂r
Re
[
log
(
f ′ (z)

)]
≤ ٢r + ۴
١− r٢

.

مͬ�گیریم. انتگرال r به نسبت طرفین از
∫ R

٠

٢r − ۴
١− r٢

dr ≤ Re
[
log
(
f ′ (z)

)]
≤
∫ R

٠

٢r + ۴
١− r٢

dr.

بالا، انتگرال محاسبه�ی با
∫ R

٠

٢r − ۴
١− r٢

dr =

∫ R

٠

(
−١
١− r

+
−٣
١+ r

)
dr

= Ln(١−R)− ٣Ln(١+R)

= Ln
(١−R)

(١+R)٣

= Ln
(١+R)

(١−R)٣

نتیجه، در مͬ�آید. دست به راحتͬ به نیز انتگرال دیͽر طرف مشابه طور به

Log
١−R

(١+R)٣
≤ Re

[
log
(
f

′
(z)
)]

≤ Log
١+R

(١−R)٣.

داریم، R→ r فرض با و نمایی تابع تأثیر با

١− r

(١+ r)٣
≤
∣∣f ′ (z)∣∣ ≤ ١+ r

(١− r)٣
,

١١



� مͬ�شود. اثبات حͺم و

است: برقرار زیر نامساوی f ∈ S هر رشد٢٢)برای (قضیه�ی .١۵.٢.١ قضیه
r

(١+ r)٢
≤ |f (z)| ≤ r

(١− r)٢
.

باشد. کوبه تابع از دورانͬ f اگر تنها و اگر است برقرار تساوی

� شود. [۴]رجوع مرجع به

تابعͬ اگر مͬ�پذیرد. بار p را مقداری هر که است تابعͬ ارز، −p تابع .١۶.٢.١ تعریف

دارد. z = a در p مرتبه�ی از صفر ͷی f(z)− b آنگاه ،f(a) = b و باشد p−��ارز

به�عبارت�دیͽر، مͬ�دهیم. نمایش Σp با را ∆ واحد قرص بر p−�ارز توابع مجموعه�ی

Σp = {f ∈ H(∆) : f(z) = zp +
∞∑

k=p+١
akz

k} .

پاره�خطͬ هر هرگاه گوییم ٢٣ ستاره�گون z٠ به نسبت را Ω ⊂ C دامنه�ی .١٧.٢.١ تعریف

گیرد. قرار Ω داخل در دقیقاً مͬ�کند، وصل z٠ به را Ω نقاط که

مجموعه�ی به را واحد ͷدیس که است همدیسͬ نگاشت ستاره�گون، تابع تعریف١٨.٢.١.

مبدأ به نسبت را f ∈ H(∆) تک�ارز تابع واقع در مͬ�کند. متناظر مبدأ به نسبت ستاره�گونͬ

باشد. ستاره�گون مبدأ به نسبت f(∆) هرگاه نامیم، مͬ ستاره�گون

مͬ�دهیم. نمایش S∗ با را A١ در مبدأ به نسبت ستاره�گون توابع تمام مجموعه�ی

ملاحظه اثبات، برای است. ستاره�گون تابع ͷی k(z) = z
(١−z)٢ کوبه تابع .١٩.٢.١ مثال

∞−بریده تا −١
۴ پرتو امتداد در که Wاست صفحه�ی ، k(z) تابع تحت |z| < ١ تصویر که مͬ�شود

Growth Teorem٢٢

Starlike ٢٣

١٢



است. شده

z

(١− z)٢
= z + ٢z٢ + ٣z٣ + ...

=
١
۴(
١+ z

١− z
)٢ − ١

۴ .

. است ستاره�گون ناحیه�ای نگاشت این تحت واحد قرص تصویر بنابراین

صورت به است تحلیلͬ توابع کلاس که را P زیر�کلاس .٢٠.٢.١ تذکر

P = {ϕ ∈ H(∆) : Reϕ > ٠, ϕ(٠) = ١}

مͬ�گیریم. نظر در

ͬͺتوپولوژی طور به منحنͬصفحه�ایاستکه ژردن، منحنͬ ژردن)٢۴ (منحنͬ تعریف٢١.٢.١.

عبارت (به است. بسته و ساده یعنͬ، است، معادل واحد دایره�ی از همومورفیسم تصویر ͷی با

مرتبه�ی مشتقات یعنͬ، باشد. داشته پیوسته مشتق دو با پارامتری نمایش که است منحنͬ دیͽر،

باشد.) پیوسته آن دوم و اول

∆ کراندار ناحیه�ی بستار در تحلیلͬ تابعͬ را f ٢۵ آرگومان) (اصل .٢٢.٢.١ تعریف

تعداد پس .(Cدر) f(z) ̸= ٠ کنیم فرض و است شده احاطه C ژردن خم توسط که مͬ�گیریم

در f(z) آرگومان اندازه�ی تغییرات برابر ١
٢π با است برابر بستاییشان احتساب با ∆ در f صفرهای

مثبت. درجهت C

داریم: باشد f آرگومان تغییرات دهنده�ی نشان ∆c argf هرگاه دقیق�تر، طور به

i∆c argf = ٢πi{m١ +m٢ + ...} = ∆c Logf =

∫
c

f ′(z)

f(z)
dz,

Jordan curve ٢۴

Argument Principle٢۵

١٣



مͬ�باشد. zi ∈ ∆ در f صفرهای بستایی دهنده�ی نشان mi و i = ١,٢, ... آن در که

در .f(٠) = f ′(٠) − ١ = ٠ و باشد ∆ در تحلیلͬ تابعͬ f کنیم فرض .٢٣.٢.١ قضیه

اگر، تنها و اگر f ∈ S∗ این�صورت

zf ′(z)

f(z)
∈ P .

� شود. رجوع [۴] مرجع به برهان.

نقطه�اش هر به نسبت D هرگاه گوییم، ٢۶ محدب را D ⊆ C دامنه�ی .٢۴.٢.١ تعریف

مͬ�کند، وصل هم به را D از نقطه دو هر که مستقیمͬ پاره�خط به�عبارت�دیͽر، باشد. ستاره�گون

گیرد. قرار D داخل تماماً

یͷمجموعه�ی به را دیسͷواحد استکه نگاشتهمدیسͬ محدب، تابع تعریف٢.١.٢۵.

f(∆) هرگاه است محدب ∆ بر f گوییم باشد، تک�ارز f ∈ H(∆) کنیم فرض مͬ�نگارد. محدب

باشد. محدب

به�وضوح، مͬ�دهیم. نمایش C با را ∆ بر محدب توابع تمام مجموعه�ی

C ⊂ S∗ ⊂ S ⊂ A .

کوبه تابع و است. محدب تابع ͷی ∆ بر f(z) = z
١−z = z +

∑∞
n=٢ z

n تابع .٢۶.٢.١ مثال

f(z) =
z

(١− z)٢
= z +

∞∑
n=٢

nzn , (z ∈ ∆) ,

و −١
۴ − i شامل (تصویر نیست. محدب که مͬ�نگارد ستاره�گونͬ مجموعه�ی بر را |z| < قرص١

نیست.) −١
۴ نقطه�ی شامل ولͬ هست −١

۴ + i

Convex ٢۶

١۴


