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 هچکید

گرافهایی تعیین شود.  پوچی گراف گفته می ،ی صفر در طیف یک گراف به تعداد تکرار مقدار ویژه

، حل با پوچی بیشتر از صفر، اولین بار توسط کولاتز و سینگویتز مورد برسی قرار گرفت. در شیمی

ی  ها نشان دهنده وکربنها، به ویژه هیدر  زیرا پوچی ناصفر در مولکول این مسئله حائز اهمیت است،

ها و  باشد. این مسئله هنوز به صورت کامل حل نشده است و تنها برای درخت ناپایداری مولکول می

های خاصی از  ی نتایج کاملی به دست آمده است. در ادامه، طیف و پوچی کلاسبخش های دو گراف
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دور،  های تک طیف گراف، پوچی گراف، عدد تطابقی، ماتریس مجاورت، گراف کلمات کلیدی:
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های بعد به صورت  ر فصلی شهودی، برای مطالبی است که د ، ایجاد یک زمینههدف این فصل

  د شد.نائه خواهتر ار کامل

 تعاریف مقدماتی گراف -1-1

 عبارت است از دو تایی ،یک گراف  ,G V E که در آن ،V تهی و  ای نا مجموعهE 

 Gهای  را یال Eو عناصر  Gرا رئوس  Eاست. عناصر  Vهای دو عضوی  مجموعه ای از زیر مجموعه

نشان  Eو  Vنامیده و با  G ی و اندازه  مرتبه ،را به ترتیب Gهای  نامیم. تعداد رئوس و یال می

گرافی که شامل یک رأس  ،متناهی باشند. همچنین Eو  Vرا متناهی گوییم هرگاه  Gدهیم. گراف  می

دو عضوی  ی . مجموعهشود نامیده میگراف بدیهی باشد،  ,e u v ، و  شود نامیده مییال

 ,e u v  دو رأسu  وv ر کند. اگ  را به هم وصل می ,e u v  یک یال گرافG گاه آن ،باشد u و 

v این مطلب با  .مجاورندu v  دو یال شود داده مینشان نیز .e1  وe2  دنشو نامیده میمجاور، 

گانه  یال چند گاه آن گر یالی چند بار تکرار شودا ،هرگاه در یک رأس مشترک باشند. در یک گراف

نامیم. گرافی که در آن طوقه و یال  یال با دو انتهای یکسان را طوقه می . همچنینداشت خواهیم

یال متشکل از  mرأس و  nبا  G ی گراف ساده شود. ه باشد گراف ساده گفته میچندگانه وجود نداشت

های  مجموعه رأس   , ,..., nV G v v v 1 های  و مجموعه یال 2   , ,..., mE G e e e 1 است، که در  2

به علاوه، منظور از یک  هاست. آن هر یال، یک جفت از رأس ,n m  گرافی است کهn  رأس وm 

از این به بعد، یال  دارد. یال ,e u v  را باuv دهیم. اگر  نشان می uv E G رئوس گاه آن u  وv 

آن رأس نامیده و با  ی را درجه vهای گذرا از رأس  مجاورند. تعداد یال Gd v  یا d v  داده نشان

شد. آن به ترتیب زوج یا فرد با ی شود، هرگاه درجه زوج یا فرد نامیده می G. یک رأس گراف شود می

یا را رأس آویزان  Gیک در گراف  ی را رأس تنها و رأس از درجه Gصفر در گراف  ی رأس از درجه

 را شبه آویزان گوییم هرگاه با یک رأس آویزان مجاور باشد. vرأس نامیم.  میبرگ 

است و با  G، کوچکترین عدد در میان درجات رئوس G ی کوچکترین درجه G ایش داده نم

گراف با  ی به طور مشابه، ماکزیمم درجه .شود می G شود. گراف  نشان داده میG  را منتظم از

 V2با هر رأس از  V1باشند. اگر هر رأس از  kی  تمام رئوس آن از درجههرگاه  ،نامیم می k ی درجه

m,کامل نامیده و با  بخشی، گراف حاصل را دو مجاور باشد nK دهند که  نشان میm  وn  به ترتیب

رئوس را بتوان به  ی باشند. به همین ترتیب اگر مجموعه می V2و  V1معرف تعداد رئوس 
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,...,های مجزای  مجموعه زیر ,nV V V2 یالی نباشد، گراف حاصل را  iVچنان افراز کرد که بین رئوس  1

k به علاوه اگر برای هر  .بخشی کامل گویند,j iV V،  که در آن,i j k 1 ،رئوس  ی همهiV با 

 تمام رئوس
jV گراف حاصل را  گاه آند، مجاور باشنk بخشی کامل نامیده و با

, ,..., kn n nK
1 2

نشان  

گراف دو بخشی است.  iVمعرف تعداد رئوس  inدهند که  می
,nK 1  nSو با  نامیده را گراف ستاره  1

  دهیم. نمایش می

نشان داده  nKبا  رأسی n گراف کاملباشند.  کامل است هرگاه هر دو رأس آن مجاور ،یک گراف

. یک شود می ,n m - ی گراف کامل یک گراف منتظم از درجه n 1  است که n n
m




1
2

. 

  هرگاه ،نامند Gگراف  زیررا  Hگراف 

   .V H V G  و   E H E G 

 گوییم هرگاه Gی  را زیر گراف سره Gاز  Hزیرگراف همچنین  

   .V H V G  و   E H E G 

گراف فراگیر گوییم، هرگاه  را زیر Gاز  Hزیرگراف    V H V G .گراف القایی  زیرG  با

مجموعه رئوس  S V G گراف القا شده از  را زیرG  توسطS نامیم و با  می G S دهیم. می نشان 

Gباشند. منظور از گراف  Gدو رأس از گراف    و  فرض کنید  uv  گراف حاصل از افزودن

 ،نامیم می مجزا - را رأس Gاز گراف  H2و  H1است. همچنین دو زیر گراف  Gبه  uvیال جدید 

 هرگاه 

.   V H V G  

Gالحاق  .1-1تعریف H  دو گرافG  وH کنیم: را به دو صورت زیر تعریف می 

که  به طوری دو گراف باشند Hو  Gفرض کنید        E H E G V H V G  . در این

 صورت: 

      ,V G H V G V H   

          : , .E G H E G E H xy x V G y V H    
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، گراف G2و  G1اجتماع دو گراف دو گراف باشند.  G2و G1فرض کنید  .2-1 تعریف

    ,G V G E G ا است که آن را بG G G 1  دهیم و در آن  ن مینشا 2

     .V G V G V G 1 و  2     E G E G E G 1 2 

Gرا با  Hو  Gحاصل ضرب دکارتی دو گراف   H ی دهیم که در آن مجموعه نشان می 

ها عبارت است از  رأس     V G H V H V G    و دو رأس ,a x  و  ,b x مجاورند اگر و

aفقط اگر  b  و xy E H  یا ab E G  وx y . 

u( باشند. یک ) نه لزوماً متمایز Gرئوسی دلخواه از گراف  vو  uفرض کنید  v  گشت ازG 

,متناهی  ی یک دنباله , , ,..., , ,k k ku u e u e u e u v 0 1 1 2 شروع  uهاست که با رأس  از رئوس و یال 1

iشود. به طوری که  ختم می vو به رأس  i ie u u ,برای . 1 ,...,i k1 طول گشت نامیده  kعدد  ،2

uشود. یک گشت بدیهی شامل هیچ یالی نیست. دو  می v  گشت, ,..., ,k ku u u u u 0 1 و  1

, ,..., ,l lu v v v v 0 1 kرا برابر گوییم هرگاه  1 l  وi iu v  برایi k 0  و در غیر این صورت

uمتفاوتند. یک  v بسته )باز( است هرگاه  گشتu v (u vگذر (. یک u v است که  یگشت

uدر آن هیچ یالی تکرار نشده است. یک  v  مسیر، یکu v  گشت است که در آن هیچ رأسی

یک مدار  Gاز  غیربدیهی ی بنابراین هر مسیری یک گذر است. یک گذر بسته ،ده استتکرار نش

 نامیم. دور می شود. همچنین مداری که رئوس آن مجزا باشند را یک نامیده می

 دو بخشی است اگر و فقط اگر شامل هیچ دوری به طول فرد نباشد. Gگراف  .3-1 قضیه

 [ مراجعه شود.26به مرجع ] اثبات.

uیک  راف،گاز این  vو  uبین هر دو رأس  هرگاهنامیم  را همبند می Gگراف  v  مسیر وجود

هرگاه با حذف آن گراف حاصل ناهمبند شود. به همین ترتیب  ،را برشی نامند vرأس  داشته باشد.

 یال برشی نیز قابل تعریف است.

گرافی که در  گراف تک دور،و  وجود ندارد ست که در آن هیچ دوریگرافی ا گراف بدون دور،

ی تمام رئوس  دور برای یک گراف ساده و همبند که درجه از مفهومگاهی  آن یک دور وجود دارد.

n دور  یک اغلب .شود آن دو باشد استفاده می n  زوج  nاگر  دهند. نشان می nCرا با  رأسی 3

 .نامیم شد دور را زوج و در غیر این صورت دور را فرد میبا
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نامیم.  نامیم، همچنین گراف همبند فاقد دور را درخت می یک گراف بدون دور را جنگل می

ی  درجه از دو رأس دارای که دقیقاً رأسی n هر درختی جنگل یک درخت است.  بنابراین هر مؤلفه

 دهیم. نشان می nPیک مسیر نامیده و آن را با  اند را 2ی  است و بقیه رئوس از درجهیک 

درختی که از یک مسیر و اضافه کردن حداقل یک برگ، به هر رأس مسیر ساخته  .4-1 تعریف

ها را  های ستونی و برگ . رئوس روی مسیر را رأسشود گراف کاترپیلار نامیده مییک شود  می

 نامند. های گراف می ساق

را با  Gرا در نظر بگیرید. گراف دوگان یالی یا گراف خطی  Gگراف  .5. 1یف تعر L G  نشان

 های های جدید رأس یک رأس قرار دهید، این رأس Gکنیم، در مرکز هر یال  داده و چنین تعریف می

 L G هستند، حال دو رأس L G های متناظر در  کنیم اگر یال را به هم وصل میG .مجاور باشند 

 و یک گراف Gفرض کنیم  .6-1 تعریف   ,..., nV G v v ، در این صورت منظور از یک 1

، جایگشتی روی Gخودریختی از  V G  مانند  است که   :V G V G  که   به قسمی
iv  به

jv  متصل است اگر و تنها اگر iv  به jv ی شود که مجموعه  متصل باشد. به راحتی دیده می 

نمایش  AutGدهند که آن را با   میتحت ترکیب توابع تشکیل یک گروه  Gهای  تمام خودریختی

روی  AutGدهیم. توجه شود که   می V G کند:  به صورت زیر عمل می 

   

        , i i

AutG V G V G

v v 

 


 

با مجموعه رئوس  Gیک گراف  .7-1تعریف    , ,..., nV G v v v 1  های و مجموعه یال 2

   , ,..., mE G e e e 1 ماتریس مجاورت نشان داده شود. ماتریس مجاورت یک  توسطد توان می 2

nرأسی، ماتریس  nگراف  n  است که  ijA G a     :به طوری که 

 

 

    
.

     

i j

ij

i j

v v E G
a

v v E G


 



1

0
 

روی قطر اصلی آن ماتریس متقارن است که عناصر  یک Gبنابراین ماتریس مجاورت گراف 

دیگری به نام ماتریس وقوع ماتریس  ت. ماتریسصفر اس  ijB G b     که به شکل زیر تعریف

 شود: می

      
 اگر    واقع بر یال    باشد  

       در غیر این صورت     
  


 


1
0 ijb  
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 :ندبه صورت زیر ا 1-1شکل ماتریس وقوع ماتریس مجاورت و  .8-1مثال 

 

 

                      

.  

e e e e

u

v
B G

w

z

 
 
 
 
 
 

1 2 3 4

1 0 0 1
1 1 0 0
0 1 1 1
0 0 1 0

و  
 

               

    

u v w z

u

v
A G

w

z

 
 
 
 
 
 

0 1 1 0
1 0 1 0
1 1 0 1
0 0 1 0

 

 
 .Gگراف  .1-1شکل 

 نامند. گرافی را که ماتریس مجاورت آن دارای دترمینان ناصفر باشد، گراف نامنفرد می. 11-1 تعریف

توانیم فاصله  می Gبرای گراف همبند  ,d u v  بین دو رأسu  وv  را مینیمم طولu v  مسیر در

G  تعریف کنیم و اگر هیچ مسیری ازu  بهv دهیم  وجود نداشته باشد قرار می ,d u v   خواص .

 :ندازیر برای تابع فاصله برقرار

1. ,d u v 0های جفت ی ، برای همه u  وv  از رئوسG  و ,d u v 0 فقط اگر  اگر و

u v، 

2.   , ,d u v d v u های  جفت رأس ی برای همهG، 

3.
 
     , , ,d u v d v w d u w   .Gها از رئوس  تایی سه ی برای همه  

دو به دو مستقل از  ی ند. یک مجموعههرگاه مجاور نباش ،را مستقل گوییم Gدو یال در گراف 

دارای بیشترین اندازه  Gهای  در بین تطابق Mاگر تطابق  شوند. نامیده می Gیک تطابق در  Gهای  یال
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آغشته شوند،  Mهای  توسط یال Gرئوس  ی به علاوه هرگاه همه نامیم. را تطابق ماکزیمم می Mباشد 

به وضوح یک تطابق کامل یک تطابق ماکزیمم نیز . میمنا می Gرا یک تطابق کامل در گراف  M گاه آن

نامند و آن را با  را عدد تطابقی می Gاعضای یک تطابق ماکزیمم در  دباشد. تعدا می G  نشان

 دهیم. می

 

 0هر رأس آن حداکثر  ی گراف شیمیایی )مولکولی( گراف همبندی است که درجه .11-1تعریف 

 به همین ترتیب درخت شیمیایی نیز قابل تعریف است. باشد. می

 مقدماتی از جبرخطی -1-2

ی کوچکتر، با اضافه کردن خطوط افقی و عمودی به  ها توان به ماتریس را می A ماتریس

ی  ها ی نامیده و ماتریستقسیم کرد. چنین ماتریسی را یک ماتریس بلوک  ها سطرها و ستون ی مجموعه

 .شوند یده مینام A های بلوک ،تر کوچک

 فرض کنید .12-1 مثال

.A

 
 
 
 
 
 

1 2 3 4
5 6 7 8
8 7 6 5
4 3 2 1

 

 یی تقسیم کرد: ها را به طریق زیر به بلوک Aتوان  می 

A

 
 
 

  
 
 
 

1 3 2 4

5 6 7 8
8 7 6 5
4 3 2 1

 

 :عبارتند از Aی  ها بلوک

     , , , ,B B B  1 2 31 2 3 4  
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,   , .B B B

     
     

  
     
          

4 5 6

5 6 7 8
8 7 6 5
4 3 2 1

 

.
B BB

A
B BB

 
   

 

2 31

5 64

 

mتواند به صورت یک ماتریس  می Aماتریس  n ی  ها ی آن خود ماتریس ها باشد که درایهr s 

 باشند. به عبارت دیگر می

...

...

n

m mn m n

A A

A

A A


 
 

  
 
 

11 1

1

 

که در آن 
ijA اکنون فرض کنید  ی بلوکی هستند. ها ماتریس  هاA  وB ی بلوکی از یک  ها ریسمات

 نوع باشند، در این صورت

 

...

.

...

n n

m m mn mn m n

A B A B

A B

A B A B


  
 

   
   

11 11 1 1

1 1

 

 

mماتریسی  Aتعریف کرد که  نیز را ABتوان حاصل ضرب  می ،به طور مشابه n  وB  ماتریسی

n s .است 

شوند. همچنین  در خودش حاصل می Aاز حاصلضرب ماتریس  Aی یک ماتریس مانند  ها توان

 توان به صورت زیر تعریف کرد: ی ماتریس را می ها ای جمله چند

اگر   k k

k kx a x a x a x a 

    1
0 1  a0باشد که در آن  k ی ای از درجه جمله  یک چند 1

ای  جمله  گاه چند ، آنFیک ماتریس مربعی روی میدان  Aهستند و  Fر میدان عناص، kaو ... و  a1و 

ماتریسی  A شود: به صورت زیر تعریف می 

  .k k

k kA a A a A a A a I 

    1
0 1 1 

Aفرض کنید  .13-1 مثال
 

  
 

1 2
3 5

و   x x x   22  :در این صورت. 3
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  .A A A   22 3 

i,باشد و  n ی یک ماتریس مربعی از مرتبه Aاکنون فرض کنید  j n 1 همچنین فرض کنید .

ijA ی ماتریسی مربعی از مرتبه زیر n1  باشد که از حذف سطرi  و ستونامj   امA شود. حاصل می 

 :نتیجه خواهد شدزیر  ی صورت قضیهدر این 

 .14-1قضیه 

   det det det .
n n

i j i j

ij ij ij ij

j i

A a A a A
 

 

    
1 1

1 1 

 فرض کنید .15-1 مثال

.A

 
 
 
 
 
 

1 0 2 1
0 3 2 0
2 1 3 4
1 3 2 0

 

 با بسط سطر دوم داریم:

   

     

det . .det . .det

         = . . . .det .

A

   
   

      
   
   

    

4 5

4 5

1 2 1 1 0 1
1 3 2 3 4 1 2 2 1 4

1 2 0 1 3 0

1 3 1 1 2 7 17

 

فرض کنید  .16-1 قضیه
A

A
B A

 
  
 

1

2

0
هستند.  Aی مربعی  ها ماتریس زیر Bو  A1 ،A2 که در آن 

 داریم: در این صورت

det det .det .A A A 1 2 

 در این صورت: .باشد n ی یک ماتریس از مرتبه Aفرض کنید  .17-1 قضیه

 det ,
n

p

n p

p

A I c  



 
0

 

nکه در آن  pc  ی ابر است با جمع کهادهای اصلی مرتبهبر n p  ازA . 

  .18-1 نتیجه


