
اصفهان دانشگاه
علوم دانشکده
ریاضی گروه

آنالیز گرایش محض ریاضی رشته�ی ارشد کارشناسی نامه�ی پایان

عنوان
ریمانی خمینه�های روی موضعی قوی مینیمم�های

راهنما استاد
ولی پوریای محمدرضا دکتر

مشاور استاد
نوبختیان صغری دکتر

نگارش
پیرانفر رحیمی محسن

١٣٩١ بهمن�ماه



چکیده

سپس می�پردازیم. ریمانی خمینه�های روی ضعیف دقیق مینیمم�های مفهوم تعریف به ابتدا نامه پایان این در

مینیمم�های و کراندار ضعیف دقیق مینیمم�های موضعی، ضعیف شارپ مینیمم�های شامل مفهوم این مختلف انواع

می�کنیم. سازی مشخصه متناهی بعد از ریمانی خمینه�های روی محدب مسائل برای را سرتاسری ضعیف دقیق

کلی حالت در آنچه به نیز را دیگری �سازی�های مشخصه باشد؛ هادامار نظر مورد خمینه�ی اینکه فرض با ادامه در

آمده دست به سازی�های مشخصه کاربرد مثال�هایی ارائه�ی با پایان، در می�افزاییم. آوردیم بدست ریمانی خمینه�های

می�دهیم. نشان ملموس فضایی در را

تعمیم مشتق�پذیری تحدب، هادامار، خمینه�های ریمانی، خمینه�های ضعیف، دقیق مینیمم�های کلیدی: کلمات

یافته



مطالب فهرست

صفحه عنوان

پ تصاویر فهرست

ث مقدمه

١ اولیه مفاهیم ١

١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطی فضاهای مورد در مقدماتی ١-١

٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریمانی خمینه�های درباره�ی مقدماتی ١-٢

٢٢ ریمانی خمینه�های روی ضعیف دقیق مینیمم�های ٢

٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بنیادی قضایای و تعاریف ٢-١

۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ضعیف دقیق مینیمم�های تعریف ٢-٢

۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ضعیف دقیق مینیمم�های سازی مشخصه ٢-٣

٨١ هادامار خمینه�های روی ضعیف دقیق مینیمم�های ٣

٨١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدماتی نتیجه�ی و تعریف چند ٣-١

٩۵ . . . . . . . . . . . . هادامار خمینه�های روی ضعیف دقیق مینیمم�های سازی مشخصه ٣-٢

١٠۴ کاربردها و مثال�ها ۴

١٠۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثال�ها ١-۴

١٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتیجه یک ٢-۴

آ�



مطالب مطالبفهرست فهرست

١٣۵ مراجع

١٣٨ نمایه و انگلیسی به فارسی واژه�نامۀ

١۴٢ فارسی به انگلیسی واژه�نامۀ

ب



تصاویر فهرست

١٠٧ . . . . . . . . . . . . . . S = {(y١, y٢, y٣) ∈ S٢|y١ ≥ ٠, y٢ ≥ ٠, y٣ ≥ ٠} ١.۴

١٠٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . S مجموعه�ی روی x٢ و x١ نقاط ٢.۴

١١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . S جواب مجموعه�ی و S قید مجموعه�ی ٣.۴

١١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x٢ و x١ نقطه�ی در S بر مماس فضای ۴.۴

١١٧ . . . . . S = {(y١, y٢) ∈ R٢|(y١ − ٢(١ ≤ ۵, (y١ + ٢(١ + y٢
٢ ≤ ۵, y٢ ≥ ١} ۵.۴

١٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x = (٠,٢) نقطه�ی در S بر مماس فضای ۶.۴

١٢٠ . . . . . . . . . . . . . x = (٠,٢) نقطه�ی در S بر مماس خط�های نیم بین مخروط ٧.۴

١٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . مبدأ به شده منتقل x نقطه�ی در S بر مماس فضای ٨.۴

١٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مبدأ به شده منتقل x نقطه�ی در S بر قائم فضای ٩.۴

١٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . λ =
١
٢
برای fλ تابع ١٠.۴

١٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Txepifλ و epifλ ١١.۴

١٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مبدأ به شده منتقل Txepifλ ١٢.۴

١٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . مبدأ به شده منتقل x نقطه�ی در epifλ بر قائم فضای ١٣.۴

١٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ∂fλ(x) ١۴.۴

١٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . NS(x) + TxSλ ١۵.۴

١٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (٠, −١
۴

) +NS(x) + TxSλ ١۶.۴

١٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Sλ ١٧.۴

١٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . S̊λ ١٨.۴

پ



تصاویر تصاویرفهرست فهرست

١٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . TxS +NS(x) = R٢ ١٩.۴

١٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . fλ = max{f(y١, y٢), λ} ٢٠.۴

١٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Txepifλ ٢١.۴

١٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مبدأ به شده منتقل Txepifλ ٢٢.۴

١٢٨ . . . . . . . . . . . . مبدأ به انتقال از پس ،(y١,
١
λ
) نقطه�ی در epifλ بر قائم فضای ٢٣.۴

١٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . fλ تابع محدب دیفرانسیل زیر ٢۴.۴

١٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Sλ بر مماس فضای ٢۵.۴

١٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ∂fλ(x) +NS(x) + TxSλ ٢۶.۴

١٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Sλ ٢٧.۴

١٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . NS(x)و TxSλ ٢٨.۴

ت



مقدمه

فضاها این در شده�اند. بندی فرمول نامتناهی یا متناهی بعد از باناخ فضاهای در سازی بهینه مسائل از بسیاری

شرایط آوردن دست به برای پذیری، مشتق و تغییراتی آنالیز ابزارهای گیری کار به در مهمی نقش خطی ساختار

مختلف کاربردهای در که مسائلی از بسیاری که است حالی در این دارد. عهده بر عددی الگوریتم�های و بهینگی

مانند کلی�تری ساختار به نیاز مسائل این سازی مدل کرد. بررسی خطی فضاهای در نمی�توان را می�شوند ظاهر

می�شوند، ناشی طبیعی پدیده�های خطی غیر ساختار از یا واقع در و هستند فراوان بسیار مسائل این دارد. خمینه�ها

می�کنند ایجاد خطی مسائل حل در که سهولتی خاطر به یا ،[٢] انسان فقرات ستون برای هندسی مدل�های مثل

نامقید، مسائلی به توان می را آن�ها که Rn در محدبی غیر و ناهموار مقید، سازی بهینه مسائل مثل توجه�اند؛ مورد

.[٩ ،١۵ ،٢٢ ،٢٧] کرد تبدیل ریمانی خمینه�های روی محدب و هموار

آنالیز در ابتدایی کارهای به ریمانی خمینه�های روی سازی بهینه مسائل بندی فرمول به رویکرد تاریخی نظر از

اکلند١ تغییراتی اصول گسترش برای زمینه این در مهم گام�های از یکی که جایی می�گردد؛ بر مدرن تغییراتی

شامل [١۴] اکلند گذار تأثیر مقاله�ی شد. برداشته ندارند، خطی ساختار که کاملی متریک فضاهای در [١۴]

از شماری اخیراً بود. ریمانی خمینه�های روی کننده مینیمم ژئودوزی�های وجود برای او تغییراتی اصل از کاربردهایی

شده�اند بندی فرمول ریمانی خمینه�های روی سازی بهینه نظریه�ی مختلف حوزه�های در آمده دست به نتایج مهمترین

.[١ ،٢ ،٣ ،۵ ،١٠ ،١٣ ،١٧ ،٢١ ،٢٧]

ریمانی خمینه�های روی مقید سازی بهینه مسائل برای ضعیف٢ دقیق کننده�های مینیمم مطالعه�ی به نامه پایان این در

پلیاک۴[٢٣] توسط ١٩٧٩ سال در دقیق٣ مینیمم مفهوم می�پردازیم. هادامار های خمینه خاص حالت همچنین و

I. Ekeland١

متن به توجه با اما است؛ تیز کلمه�ی فارسی زبان در sharp کلمه�ی برای رایج ترجمه�ی توضیح: weak sharp minimizers٢

گرفته�ایم. نظر در دقیق با معادل را sharp کلمه�ی نامه پایان این سرتاسر در
sharp minimum٣

B. T. Polyak۴

ث



مقدمهمقدمه

همچنین و سازی بهینه در آشفته مسائل رفتار تحلیل برای مفهوم این از او شد. معرفی اقلیدسی فضاهای مورد در

١٩٧٨ سال در یعنی قبل سال یک که است ذکر به لازم کرد. استفاده عددی الگوریتم�های از بعضی همگرایی تحلیل

در بود. کرده ارائه قوی۶ طور به یکتای موضعی مینیم عنوان تحت را مشابه مفهومی [٨] در آلمانی ریاضیدان ۵ کروم

مینیمم از گسترش یک که ضعیف٨، دقیق مینیمم�های مفهوم [١۶] خود دکتری نامه�ی پایان در فریس٧ ١٩٨٨ سال

طور به بعداً مفهوم این کرد. معرفی باشد، نیز چندگانه جواب�های شامل که این منظور به را است، دقیق کننده�های

مربوط مطالعات این اصلی انگیزه�ی گرفت. قرار مطالعه مورد نامنتاهی و متناهی بعد با خطی فضاهای در وسیع

[۶] بورک١٠ همراه به فریس ١٩٩٣ سال در بود. سازی بهینه الگوریتم�های همگرایی آنالیز و حساسیت٩ آنالیز به

سازی مشخصه شامل آنها مقاله�ی آوردند. دست به را ضعیف دقیق کننده�های مینیمم برای را لازم بهینگی شرایط

از کاربردهایی که بود متناهی بعد از اقلیدسی فضاهای در نامقید و محدب سازی مینیمم مسائل برای کاملی های

و لازم بهینگی شرایط [٧] دنژ١١ و بورک ٢٠٠٢ سال در داشت. بر در نیز را همگرایی آنالیز و محدب ریزی برنامه

دادند. گسترش باناخ فضاهای در مقید سازی بهینه مسائل به را [۶] از آمده دست به سازی�های مشخصه

دو از محدب، سازی بهینه مسائل برای ضعیف دقیق کننده�های مینیمم سازی مشخصه خطی، فضاهای زمینه�ی در

به ؛ S جواب مجموعه�ی بر قائم مخروط دیگری و محدب توابع جهتدار مشتق یکی کند: می استفاده مرتبط مفهوم

ِ زیردیفرانسیل (i) از عبارتند سازی�ها مشخصه این آوردن دست به برای کلیدی ابزارهای کنید. مراجعه [٧ ،۶]

رابطه�ی با که S مجموعه�ی به نسبت ،d(.;S) فاصله، تابع

∂dS(x) = B ∩NS(x) ∀x ∈ S, (٠-١)

و شود می مشخص است، بحث مورد فضای در یکه گوی B و S مجموعه�ی بر قائم١٢ مخروط NS(.) آن در که

رابطه�ی با که فوق جواب مجموعه�ی با مرتبط ،P (.|S) مصور١٣، عملگر (ii)

y ∈ P (x|S) ⇐⇒ ⟨x− y, z − y⟩ ≤ ٠ ∀z ∈ S, (٠-٢)

L. Cromme۵

strongly unique local minimum۶

M. C. Ferris٧

weak sharp minima٨

sensitivity analysis٩

J. V. Burke١٠

S. Deng١١

normal cone١٢

projection operator١٣

ج
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می�آید. دست به

با مقاله�ای در و ٢٠١١ سال در غیرخطی فضاهای روی ضعیف دقیق کننده�های مینیمم مفهوم بررسی برای قدم اولین

برداشته یائو١٧ و ونگ١۶ موردخوویچ١۵، لی١۴، توسط [٢٠] ریمانی خمینه�های روی ضعیف دقیق مینیمم�های عنوان

مینیمم�های مفهوم سازی مشخصه و تعریف به هست، نیز رو پیش نامه�ی پایان ِ اصلی منبع که مقاله این شد.

ظاهر توجهی قابل تکنیکی موانع راه این در پردازد. می ریمانی خمینه�های روی محدب مسائل برای ضعیف دقیق

مجموعه�ی به نسبت فاصله تابع باشد، محدب S که مواردی در حتی ریمانی خمینه�های مورد در مثلا می�شوند.

سازی مشخصه برای مقاله این نویسندگان رویکرد که می�شود موجب امر همین نیست. محدب لزوماً ،dS(.) ،S

باشد. متفاوت بسیار می�گیرد قرار استفاده مورد خطی فضاهای در آنچه با ضعیف دقیق کننده�های مینیمم

بیان را مقدماتی ابتدا معمول روال با مطابق می�پردازیم. [٢٠] بررسی به نامه پایان این در شد گفته که همچنان

بخش شد. خواهند ارائه اول فصل بخش دو در مقدمات این بود. خواهند ما نیاز مورد کار ادامه�ی در که می�کنیم

غیر فضاهای درباره�ی ما اصلی بحث اینکه وجود با دارد. اختصاص خطی فضاهای مورد در مقدماتی به اول

در آنچه برای پیشنیازی عنوان به هم و خود خودی به هم مطالب این دید، خواهید ادامه در که همانطور است خطی

بیان و ریمانی خمینه�های تعریف به دوم بخش در بود. خواهند ارزشمند بسیار رود، می کار به خطی غیر فضاهای

پرداخت. خواهیم آن با مرتبط تعاریف و قضایا مهمترین از برخی

اول بخش در است؛ بخش سه بر مشتمل فصل این است. نامه پایان قسمت اصلی�ترین دربرگیرنده�ی دوم فصل

خمینه�های روی ضعیف دقیق مینیمم�های سازی مشخصه و تعریف برای که را خطی فضاهای از تعاریفی و مفاهیم

مختلف انواع تعریف به دوم بخش در دهیم. می گسترش ریمانی خمینه�های به را باشند می ضروری ریمانی

مینیمم�های و کراندار ضعیف دقیق مینیمم�های موضعی، ضعیف دقیق مینیمم�های شامل ضعیف دقیق مینیمم�های

دقیق مینیمم�های انواع همه�ی برای کاملی سازی�های مشخصه سوم بخش در می�پردازیم. سرتاسری ضعیف دقیق

آورد. خواهیم دست به تحدب شرایط تحت ضعیف

بخش دو از که سوم فصل در هستند. ریمانی خمینه�های از مهمی بسیار البته و خاص نوع هادامار خمینه�های

مقدماتی مرور و هادامار خمینه�های تعریف به اول بخش می�رویم. خمینه�ها از دسته این سراغ به است شده تشکیل

C.Li١۴

B. S. Mordukhovich١۵

J. Wang١۶

J. Yao١٧
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بحث مورد خمینه�های که این فرض با نیز فصل این دوم بخش در دارد. اختصاص هادامار خمینه�های نظریه��ی در

که است واضح می�افزاییم. آوردیم دست به دوم فصل در آنچه به را دیگری سازی�های مشخصه باشند، هادامار

نیستند. برقرار ریمانی خمینه�های روی کلی حالت در فصل این در آمده دست به سازی�های مشخصه

فصل در بود. نخواهد کامل دهند، نشان درک قابل فضایی در را نظریه آن کاربرد که مثال�هایی بدون نظریه�ای هیچ

نشان آشنا فضایی در را دوم فصل در آمده دست به سازی�های مشخصه کاربرد که می�پردازیم مثال دو بیان به چهارم

نتیجه آخرین می�کنند. تسهیل بحث پیگیری در را ما کار شده�اند، ارائه مثال�ها این در که فراوانی تصاویر می�دهد.

مورد را مقید سازی بهینه مسائل پایداری که است آمده دست به سازی�های مشخصه از کاربرد یک فصل این در

می�دهد. قرار بررسی

ح



١ فصل

اولیه مفاهیم

نیاز مورد ادامه� در که ست نتایجی و قضایا تعاریف، شامل و است نامه پایان به ورود برای مدخلی فصل این

منابع می�پردازیم. خطی فضاهای در تغییراتی آنالیز و محدب آنالیز از ابتدایی مفهوم چند مرور به ابتدا در می�باشند.

آوردن دست به برای که ریمانی خمینه�های از مطالبی بیان به سپس ١]می�باشند. ،٧ ،٢۵] قسمت این در ما اصلی

[۴ ،١١ ،١٩] نیز قسمت این در می�پردازیم. می�باشند ضروری ضعیف دقیق مینیمم�های به راجع ما، اصلی نتایج

هستند. اصلی منابع

خطی فضاهای مورد در مقدماتی ١-١

متریک یک را X ×X بر شده تعریف d حقیقی تابع باشد. ناتهی مجموعه�ی یک X کنید فرض .١.١ تعریف

باشیم داشته ،x, y, z ∈ X هر برای هرگاه نامیم، X روی

x؛ = y ⇐⇒ d(x, y) = ٠ , d(x, y) ≥ ٠ (i)

,d(x؛ y) = d(y, x) (ii)

.d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) (iii)

می�دهیم. نمایش (X, d) با را آن و نامیده متریک فضای یک را d متر با X مجموعه�ی

وجود N یک شده داده ε > ٠ هر برای هرگاه می�شود، نامیده کشی دنباله�ی یک {xn} دنباله�ی .٢.١ تعریف



خطی فضاهای مورد در مقدماتی .١١-١ فصل

باشیم داشته N از بزرگتر n و m عددهای همه�ی برای که �گونه�ای به باشد داشته

d(xn, xm) < ε.

،{xn}∞n=١ مثل X در کوشی دنباله�ی هر هرگاه گوییم، ١ کامل فضای را (X, d) متریک فضای .٣.١ تعریف

باشد. همگرا x ∈ X مانند عضوی به

اگر می�شود؛ نامیده نرم می�گردد، تعریف برداری فضای یک روی که ∥.∥ نامنفی حقیقی تابع .۴.١ تعریف

∥x∥؛ = ٠ ⇔ x = ٠ (i)

+x∥؛ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ (ii)

.∥αx∥ = |α|∥x∥ (iii)

نمود. تعریف d(x, y) = ∥x− y∥ به�صورت متریک یک می�توان نرم�دار برداری فضای هر روی

H در y و x بردارهای از مرتب جفت هر به اگر نامیم؛ داخلی ضرب فضای یک Hرا برداری فضای .۵.١ تعریف

مربوط چنان (« y و x اسکالر ضرب «حاصل (یا « داخلی ضرب «حاصل نام به ⟨x, y⟩ مانند حقیقی عدد یک

باشند برقرار زیر شرایط که باشد شده

,x⟩؛ y⟩ = ⟨y, x⟩ (i)

+x⟩؛ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨z, y⟩ ،x, y, z ∈ H اگر (ii)

,αx⟩؛ y⟩ = α⟨x, y⟩ باشد، اسکالر α و x, y ∈ H اگر (iii)

,x⟩؛ x⟩ ≥ ٠ ،x ∈ H هر ازای به (iv)

.x = ٠ که کند می ایجاب ⟨x, x⟩ = ٠ (v)

complete١

٢



خطی فضاهای مورد در مقدماتی .١١-١ فصل

صورت به x نرم آنگاه باشد، داخلی ضرب فضای یک X اگر

∥ x ∥:= ⟨x, x⟩١/٢,

داراست. را نرم خواص که شود می تعریف

داریم H داخلی ضرب فضای در x, y هر برای شوارتز)٢ کوشی (نامساوی .۶.١ نتیجه

|⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥ · ∥y∥.

یک X مجموعه�های زیر از τ مانند گردایه�ای می�گوییم باشد. ناتهی مجموعه�ایی X کنید فرض .٧.١ تعریف

کند صدق زیر ویژگی�های در τ هرگاه است X روی توپولوژی

∅؛ ∈ τ Xو ∈ τ (i)

U؛ ∩ V ∈ τ آنگاه باشند، τ به متعلق V و U اگر (ii)

.∪i∈IVi ∈ τ آنگاه باشد، τ اعضای از خانواده�ای {Vi}i∈I اگر (iii)

می�نامیم. توپولوژیک فضای یک را (X, τ) جفت آنگاه باشد، X مجموعه�ی روی توپولوژی یک τ اگر

در q و p متمایز عضو هردو برای هرگاه گوییم ٣ هاسدورف فضای را (X, τ) توپولوژیک فضای .٨.١ تعریف

.U ∩ V = ∅ به�طوری�که باشد داشته وجود q برای V مانند همسایگی و p برای U مانند همسایگی ،X

پذیر شمارش پایه�ی یک دارای τ هرگاه گوئیم، دوم نوع پذیر شمارش را (X, τ)توپولوژیک فضای .٩.١ تعریف

است. طبیعی اعداد مجموعه�ی N آن در که باشد، B := {Bn : n ∈ N}

دو هر برای اگر گوییم، محدب را K ⊆ X مجموعه باشد. برداری فضای یک X کنید فرض .١٠.١ تعریف

باشیم داشته t ∈ هر[٠,١] و ،K در y و x نقطه�ی

(١ − t)x+ ty ∈ K.

Couchy − Schwarz٢

Hausdorff٣

٣



خطی فضاهای مورد در مقدماتی .١١-١ فصل

آن و می�کنیم تعریف R به X از خطی تابعک�های تمام مجموعه�ی صورت به را X دوگان فضای .١١.١ تعریف

می�دهیم. نمایش X∗ با را

آن توپولوژیکی دوگان و X بین داخلی ضرب را ⟨., .⟩ و باشد. ∥.∥ نرم با دار نرم فضای یک X کنید فرض

باشد.

نمادگذاری.

می�دهیم. نمایش B با را اقلیدسی فضای در بسته یکه�ی گوی .١

می�دهیم. نمایش intC با را C درون باشد، C ⊂ X و توپولوژیک فضای یک X اگر .٢

می�دهیم. نمایش clC با را C بستار باشد، C ⊂ X و توپولوژیک فضای یک X اگر .٣

می�دهیم. نمایش B(x, r) با Mرا ریمانی خمینه�ی روی r شعاع و x مرکز به توپولوژیک گوی .۴

می�دهیم. نمایش B(x, r) با را اقلیدسی فضای روی r شعاع و x مرکز به توپولوژیک گوی .۵

می�گیریم. نظر در متناهی بعد از برداری فضای یک را X پس این از قرارداد.

با را C توسط شده تولید مخروطی غلاف باشد، C ⊂ X و برداری فضای یک X کنید فرض .١٢.١ تعریف

صورت به و می�دهیم نمایش cone C

coneC :=
∪
λ≥٠

{λC},

کنیم. می تعریف

با را X به نسبت C قطب باشد، C ⊂ X و توپولوژیک و برداری فضای یک X کنید فرض .١٣.١ تعریف

صورت به و می�دهیم نمایش C◦

C◦ := {x∗ ∈ X∗|⟨x∗, x⟩ ≤ ١ ∀x ∈ C},

کنیم. می تعریف

δC(.) با را C مجموعه�ی شاخص تابع باشد، C ⊂ X و برداری فضای یک X کنید فرض .١۴.١ تعریف

صورت به و می�دهیم نمایش

δC : X −→ R

۴



خطی فضاهای مورد در مقدماتی .١١-١ فصل

δC(x) :=

{
٠ x ∈ C,

∞ اینصورت غیر .در

کنیم. می تعریف

می�دهیم نمایش σC(.) با را C تکیه�گاه تابع باشد، C ⊂ X و برداری فضای Xیک کنید فرض .١۵.١ تعریف

صورت به و

σC(x
∗) := sup

x∈C
⟨x∗, x⟩ ∀x∗ ∈ X∗,

کنیم. می تعریف

نمایش dC(.) با را C به نسبت فاصله تابع باشد، C ⊂ X و نرم�دار فضای یک X کنید فرض .١۶.١ تعریف

صورت به و می�دهیم

dC(x) := inf{∥x− c∥|c ∈ C} ∀x ∈ X},

می�کنیم. تعریف

زیر دو F و E کنید فرض محدب) مجموعه�های برای تکیه�گاه تابع و فاصله تابع (ویژگی�های .١٧.١ گزاره

زیر احکام صورت این در باشد. X در ناتهی بسته�ی محدب مخروط یک K و باشند X∗ از محدب مجموعه�ی

برقرارند

.E ⊂ cl(F +K◦) اگر، تنها و اگر σE(x) ≤ σF (x) ،x ∈ K هر برای (i)

است برقرار زیر رابطه�ی x ∈ X هر برای (ii)

dK(x) = σB∩K◦(x).

□ .[٧] از A.١ قضیه�ی اثبات.

در را g : X −→ R یافته-مقدار گسترش حقیقی تابع باشد. برداری فضای یک X کنید فرض .١٨.١ تعریف

۵



خطی فضاهای مورد در مقدماتی .١١-١ فصل

می�کنیم تعریف زیر صورت به و می�دهیم نمایش domg با را g مؤثر دامنه�ی بگیرید. نظر

domg := {x ∈ X|g(x) <∞}.

هرگاه گوییم، سره را g : X −→ R یافته-مقدار گسترش حقیقی تابع همچنین

domg ̸= ∅.

باشد. ناتهی آن دامنه�ی درون هرگاه گوییم ناتهی درون با را g تابع

epig با را g برون�نمودار۴ بگیرید. نظر در را g : X −→ R یافته گسترش حقیقی مقدار با تابع .١٩.١ تعریف

می�کنیم تعریف زیر صورت به و می�دهیم نمایش

epig := {(x, r) ∈ X × R|g(x) ≤ r}.

با و گوییم X روی پایینی۵ پیوسته�ی نیم را g : X −→ R یافته گسترش حقیقی مقدار با تابع .٢٠.١ تعریف

باشد. بسته X × R در epig هرگاه می�دهیم، نمایش (l.s.c.)

شرط با ،clg : X −→ R مثل تابعی ،g تابع بستار یا پایینی پیوسته�ی نیم غلاف .٢١.١ تعریف

epi(clg) = cl(epig),

نیست. بزرگتر g از که است پایینی پیوسته�ی نیم تابع بزرگترین واقع در تابع این است.

نقطه�ی در g تابع جهتدار مشتق باشد. محدب و سره تابعی g : X −→ R کنید فرض .٢٢.١ تعریف

شود می تعریف زیر صورت به v ∈ X جهت در و x ∈ domg

g
′
(x; v) := lim

t→٠+

g(x+ tv)− g(x)

t
.

با است برابر و موجود فوق حد آنگاه ،x+ tv ∈ domg و t > ٠ اگر که است ذکر قابل

lim
t→٠+

g(x+ tv)− g(x)

t
= inf

t>٠

g(x+ tv)− g(x)

t
;

epigraph۴

lower semicontinuous۵

۶



ریمانی خمینه�های درباره�ی مقدماتی .١١-٢ فصل

می�دهیم قرار صورت، این غیر در

g
′
(x; v) = ∞.

نقطه�ی در g تابع دیفرانسیل۶ زیر باشد. محدب و سره تابعی g : X −→ R کنید فرض .٢٣.١ تعریف

شود می تعریف زیر صورت به x ∈ domg

∂g(x) := {x∗ ∈ X∗|⟨x∗, y − x⟩ ≤ g(y)− g(x) ∀y ∈ domg}.

تابعی g : X −→ R کنید فرض محدب) توابع جهتدار مشتق و زیردیفرانسیل بین (رابطه�ی .٢۴.١ گزاره

داریم صورت این در باشد. x ∈ domg و محدب و سره

σ∂g(x)(.) = clg
′
(x; .).

□ .[٣٠] از ٢.۴.١۵ نتیجه�ی اثبات.

ریمانی خمینه�های درباره�ی مقدماتی ١-٢

خواص دارای Mکه توپولوژی فضای یک از است عبارت توپولوژیکی یکn-خمینه٧ از منظور .٢۵.١ تعریف

است زیر

باشد؛ Mهاسدورف (i)

باشد؛ دوم نوع پذیر Mشمارش (ii)

یک و p از U همسایگی یک ،p ∈ M هر برای یعنی باشد. Rn فضای با همانریخت٨ موضعاً M (iii)

باشد. داشته وجود φ : U −→ V ⊂ Rn همانریختی

گوییم. چارت١٠ یا نقشه ، مختصی٩ دستگاه (U,φ) جفت به
subdifferential۶

manifold٧

homeomorphism٨

coordinate٩

chart١٠

٧



ریمانی خمینه�های درباره�ی مقدماتی .١١-٢ فصل

تابع که کند ایجاب U ∩ V ̸= ∅ هرگاه گوییم، ∞C-سازگار را (V, ψ) و (U,φ) نقشه�ی دو .٢۶.١ تعریف

ψ ◦ φ−١ : φ(U ∩ V ) −→ ψ(U ∩ V ),

و C∞ ،Rn باز مجموعه�ی زیر یک از تابعی عنوان به و پوشا یک، به یک تابع این یعنی باشد؛ دیفئومورفیسم

باشد. C∞ وارون دارای

U = کلاس یک ،M توپولوژیکی خمینه�ی یک روی C∞ یا پذیر دیفرانسیل ساختار یک .٢٧.١ تعریف

به�طوری�که هاست، نقشه از {(Uα, φα) : α ∈ Λ}

؛
∪

α∈Λ Uα =M (i)

باشند. ,C∞،(Uβ-سازگار φβ) و (Uα, φα) ،α, β ∈ Λ هر برای (ii)

به�طوری�که باشد، مختصی دستگاه یک (u, φ) اگر یعنی باشد، بیشین (ii) خاصیت به نسبت U کلاس (iii)

آنگاه باشد، ∞C-سازگار ،(U,φ) با (Uα, φα) ،α ∈ Λ هر برای

(U,φ) ∈ U .

است. آن روی C∞ ساختار یک با توپولوژیکی خمینه�ی یک ،C∞ خمینه�ی یک .٢٨.١ تعریف

کلاس از را f : M −→ N تابع باشند، (٠ ≤ r ≤ ∞) Cr خمینه�های N Mو کنید فرض .٢٩.١ تعریف

با N از f(x) شامل (V, ψ) و M از x شامل (U,φ) مختصی دستگاه x ∈ M هر برای هرگاه، گوییم Cr

تابع �که به�قسمی باشد داشته وجود f(U) ⊂ V شرط

f̂ := ψ ◦ f ◦ φ−١ : φ(U) −→ ψ(V ),

باشد. Cr کلاس از

γ : I ⊆ R −→ ،C١ نگاشت یک p در یکخم١١ باشد. p ∈M و خمینه Mیک کنید فرض .٣٠.١ تعریف

.γ(٠) = p و است ٠ شامل باز فاصله�ی یک I آن در که Mاست
curve١١

٨



ریمانی خمینه�های درباره�ی مقدماتی .١١-٢ فصل

توابع تمام مجموعه�ی از است عبارت C∞(p) آنگاه باشد، p ∈M و C∞ خمینه�ی Mیک اگر .٣١.١ تعریف

باز همسایگی اگر است f ∈ C∞(p) یعنی، Mاست، از p شامل باز مجموعه�ی زیر یک آنها، دامنه�ی که C∞

�که �طوری به باشد داشته Mوجود از p حول w

f : w −→ R,

باشد. C∞

TpM با که را p در M بر مماس١٢ فضای باشد. n بعد از C∞ خمینه�ی یک M کنید فرض .٣٢.١ تعریف

صدق زیر شرایط در �طوری�که Xpبه : C
∞(p) −→ R نگاشت�های مجموعه از است عبارت می�شود داده نمایش

کند

,α∀؛ β ∈ R ∀f, g ∈ C∞(p) : Xp(αf + βg) = αXp(f) + βXp(g) (i)

.∀f, g ∈ C∞(p) : Xp(fg) = Xpfg(p) + f(p)Xp(g) (ii)

p ∈ M هر برای �صورت دراین باشد. خمینه�ها بین C∞ تابع یک F : M −→ N کنید فرض .٣٣.١ قضیه

می�شود تعریف زیر �صورت به که دارد وجود F∗p : TpM −→ TF (p)N برداری فضای همریختی یک

F∗p(Xp)f = Xp(f ◦ F ).

می�دهیم. نشان نیز dF (p) با را آن و گوییم p Fدر دیفرانسیل١٣ را F∗p همریختی معمولا

□ .[۴] از IV١.٢ قضیه�ی اثبات.

مماس١۴ کلاف را
⨿

p∈M TpM آنگاه باشد، TpM ،M بر مماس فضای p ∈M هر برای اگر .٣۴.١ تعریف

می�دهیم. نمایش TM با را آن و Mگوئیم بر
tangent space١٢

differential١٣

tangent bundle١۴

٩



ریمانی خمینه�های درباره�ی مقدماتی .١١-٢ فصل

همچنین باشد. p Mدر بر مماس فضای TpM و خمینه Mیک کنید فرض .٣۵.١ قضیه

TM =
⨿
p∈M

TpM,

ساختار و توپولوژی این با که است C∞ ساختار و توپولوژی یک دارای TM مماس کلاف آنگاه باشد، مماس کلاف

تعریف π(TpM) = {p} صورت به که π : TM −→M نگاشت و می�باشد هموار خمینه�ی یک TM ،C∞

است. C∞ تابع یک شود می

□ .[۴] ١٠۵ صفحه�ی از ۶.١ لم اثبات.

،C∞ تابع که است معنی بدان این گوئیم، برداری١۵ میدان یک را TM کلاف از C∞ برش یک .٣۶.١ تعریف

�که �طوری به دارد وجود X :M −→ TM

π ◦X = ١M

است. فوق در شده تعریف π : TM −→M مصور١۶ تابع π که

هرگاه گویند دوخطی١٧ یکفرم را g : V ×V −→ R باشد. برداری فضای یک V کنید فرض .٣٧.١ تعریف

یعنی باشد. خطی متغیر دو هر به نسبت

g(α١v١ + α٢v٢, w) = α١g(v١, w) + α٢g(v٢, w), ∀v١, v٢, w ∈ V, ∀α١, α٢ ∈ R,

g(v, β١w١ + β٢w٢) = β١g(v, w١) + β٢g(v, w٢), ∀v, w١, w٢ ∈ V, ∀β١, β٢ ∈ R.

هرگاه گوئیم متقارن را خطی دو فرم یک

g(v, w) = g(w, v), ∀v, w ∈ V.

هرگاه گوئیم مثبت معین را متقارن خطی دو فرم یک

g(v, v) ≥ ٠, ∀v ∈ V,

vector field١۵

projection map١۶

bilinear form١٧

١٠


