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مهربانͬ ورزد، شفقت بندگانش به تا بخشید دانایی و توانایی انسان به که مهربان خداوند مخصوص سپاس

او با دارد، مقدم را نوعان هم آسایش و بͽذرد خویش راحت از نماید. یاری شان مشͺلاتشان حل در و کند

است. بصیر و سمیع پروردگار که باشد خوش و نگیرد انباز خلوص این در و کند معامله

درآيد به شͺرش عهده كز برآيد كه زبان و دست از

نمایم: تشͺر بودند مشوق و همراه مرا که عزیزانͬ از ͬ دانم م لازم خود بر خداوند حمد از پس

آموخت؛ را اندیشیدن چͽونه من به که دلسوزم راهنمای استاد اصفهانͬ نصر رسول دکتر آقای جناب

بردم؛ بهره ها ایشان راهنمایی های و نظرات از که مهربانم مشاور استاد امینͬ مسعود سید دکتر آقای

کردند؛ تقبل را رساله این داوری و بازخوانͬ زحمت که بمͬ لشͺری زاده دکتر و رجالͬ دکتر آقایان

ͬ نمود؛ م بهره مند مرا خویش نظرات از دلسوز برادری همچون که نعمتͬ مهدی دکتر آقای

تجربیات هم کنار در سال چندین که اصفهان صنعتͬ دانشͽاه ͷهارمونی آنالیز پژوهشͬ گروه دوستان کلیه

آوردیم؛ دست به مفیدی

بودند؛ راه این شروع در من بخش ͷکم که باقری حسین محمد دکتر آقای عزیزم دوست

است؛ ایشان دعاهای و ͬ ها مهربان از دارم چه هر که عزیزم مادر و پدر

ͬ دانم؛ م آنها مدیون همیشه را خود و نمودند همراهͬ راه این در دلسوزانه و صمیمانه مرا که همسرم خانواده ی

پایانͬ. نه و داشت شروعͬ نه راه این نبود او گذشت و صبوری اگر که مهربانم همسر سرانجام و

١٣٩٣ شهریور

پنج



..
ابتکارات مطالعات، نتایج بر مترتّب مادی حقوق کلیه

رساله این موضوع تحقیق از ناشͬ نوآوری های و

است. اصفهان صنعتͬ دانشͽاه به متعلّق

شش
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چͺیده
موضعͬ فشـرده ی کوانتـومͬ گروه هـای ͷتـوپـولوژیــــــ داخلــͬ میــانگیــن پذیـری مفهـوم رســاله، ایــن در

ͷتوپولوژی داخلͬ میانگین پذیری ابتدا ͬ دهیم. م قرار مطالعه مورد و معرفͬ را G = (L∞(G),Γ, φ, ψ)

ͬ کنیم. م بررسͬ را هم‐میانگین پذیر و میانگین پذیر گسسته، فشرده، قبیل از کوانتومͬ گروه های از مهمͬ رده های

داخلͬ میانگین پذیری ͬ دهیم م نشان ،G مشخصه ای ͷتوپولوژی داخلͬ میانگین پذیری معرفͬ ضمن ادامه، در

پایای میانگین مفهوم همچنین، ͬ باشند. م معادل ͷتوپولوژی داخلͬ میانگین پذیری با مشخصه ای ͷتوپولوژی

میانگین پذیری از متعددی ارز هم شرایط و معرفͬ را L∞(G) از مهمͬ فضاهای زیر روی اکید ͷتوپولوژی داخلͬ

نقطه مفهوم نهایت، در ͬ کنیم. م ارائه آنها حسب بر موضعͬ فشرده ی کوانتومͬ گروه های اکید ͷتوپولوژی داخلͬ

میانگین پذیر موضعͬ فشرده ی کوانتومͬ گروه های از مشخصه سازی هایی و معرفͬ را ͷتوپولوژی داخلͬ ثابت

ͬ آوریم. م دست به را ͷتوپولوژی داخلͬ

۴٣A٠٧، ۴۶H٢۵، ۴۶L۶۵، ۴۶L٨٩ موضوعͬ: رده بندی

داخلͬ پایای میانگین باناخ، مدول موضعͬ، فشرده ی کوانتومͬ گروه نویمان، فون جبر کلیدی: واژگان

مخلوط. همانͬ ،ͷتوپولوژی داخلͬ ثابت نقطه ،ͷتوپولوژی داخلͬ میانگین پذیری ، ͷتوپولوژی



١ فصل

مقدمه

موضعͬ فشرده ی کوانتومͬ گروه های معرفͬ چͽونگͬ و ͬ کنیم م بیان را کوانتومͬ گروه های معرفͬ انگیزه ی ابتدا فصل این در

ͬ پردازیم. م موضعͬ فشرده ی کوانتومͬ گروه های میانگین پذیری مفهوم تاریخچه ی به ادامه در ͬ دهیم. م قرار مطالعه مورد را

ͬ کنیم م بیان را رساله این اصلͬ هدف موضعͬ، فشرده ی گروه های داخلͬ میانگین پذیری از تاریخچه ای ارایه ی با سپس

پایان، در موضعͬ. فشرده ی کوانتومͬ گروه های ͷتوپولوژی داخلͬ میانگین پذیری مطالعه ی و معرفͬ از است عبارت که

ͬ کنیم. م بیان را رساله این در نیاز مورد نتایج و مفاهیم

پیش گفتار ١.١

موضعͬ فشرده ی و آبلͬ گروه عنوان به ،Ĝ آن دوگان G موضعͬ فشرده ی آبلͬ گروه برای که کنیم یادآوری

. ̂̂G ∼= G که ͬ کند م بیان پونتریاگین قضیه ی نتیجه در و ͬ شود م تعریف G روی پیوسته مشخصه های از متشͺل

فشرده ی غیرآبلͬ گروه های برای کلͬ حالت در پونتریاگین دوگانگͬ قضیه ی که است آن اینجا در مهم مساله ی

معرفͬ با همراه مناسب ریاضͬ ساختار ͷی معرفͬ فکر به متعددی ͬ دانان ریاض بنابراین نیست. درست موضعͬ

باشد. یͺریخت خود دوم دوگان با که بودند آن دوگان

مجموعه ی تاناکا شد. انجام [۶۶] تاناکا توسط ١٩٣٨ سال در جهت این در کار مهمترین شاید و اولین

مناسب ساختار ͷی تعریف با و گرفت نظر در آن دوگان عنوان به را فشرده  گروه ͷی ناتباهیده ی نمایش های

بود این داشت وجود که مشͺلͬ ولͬ آورد دست به آن از را فشرده  گروه همان توانست نمایش ها مجموعه ی روی

ͷی [٣۶] کرین ،١٩۴٩ سال در داد. قرار ناتباهیده نمایش ها ی مجموعه ی روی گروهͬ ساختار ͷی ͬ توان نم که



٢ مقدمه .١

به و ͬ کند م معرفͬ جدید جبر ͷی فشرده گروه ͷی از کرین داد. ارائه فشرده  گروه ͷی دوگان از اصولͬ تعریف

قضیه ی از تعمیمͬ او تعریف واقع در ͬ کند. م معرفͬ را اولیه گروه با یͺریخت فشرده ی گروه ͷی جبر آن ͷکم

ͬ  ام س بخش بالاخص دوم، جلد هفتم فصل به بیشتر مطالعه برای بود. آبلͬ فشرده ی گروه های برای پونتریاگین

نمایید. مراجعه [٢۶] هویت‐راس، کتاب

موضعͬ فشرده ی مدولͬ تک گروه های برای را کرین و تاناکا نتایج [۶١] استین˼س پرینگ ١٩۵٩ سال در

نظر در گروه دوگان عنوان به مربوطه، هم‐ضرب با همراه را مدولͬ تک گروه نویمان فون جبر او داد. تعمیم

کند. بازسازی را اولیه گروه طریق این از توانست و گرفت

کاک واقع ؛ کند.در تعریف را حلقوی گروه نام به جدید ساختار ͷی توانست [٣١] کاک ١٩۶١ سال در

ͷی و Φ : M → M ⊗M یͺریختͬ با همراه G روی کران دار توابع از M حلقه ی مدولͬ، تک گروه بجای

دست به جدید ساختار این با دوگانگͬ ͷی توانست او گرفت. نظر در حلقوی گروه ͷی عنوان به را m درجه

کرد. اشاره [٣٣ ،٣٢] یعنͬ رابطه این در وی دیͽر مقالات به ͬ توان م همچنین آورد.

نتایج که شوارتز و ایناک آنها از مستقل همچنین و [۶٨ ،۶٧] کاک و واین˼رمʿن ،١٩٧٣ سال در سرانجام

داخل هرعنصر دوگان که کنند معرفͬ گونه ای به را رده ͷی توانستند کردند، چاپ [٢٢] کتاب در را خود مقالات

کاک جبر ͷی به رده این عنصر هر باشد. موضعͬ فشرده ی گروه های همه ی شامل و باشد داشته قرار رده همان

کاک جبر ͷی واقع؛ در ͬ شود. م یͺریخت خودش با کاک جبر هر دوم دوگان که شد داده نشان و شد معروف

Γ : M → M⊗̄M نویمان، فون جبر ͷی M آن در که (M,Γ, κ, φ) چهارتایی ساختار ͷی از است عبارت

هم‐برگشت ͷی κ : M → M و ͬ کند م صدق (Γ ⊗ id) ◦ Γ = (id ⊗ Γ) ◦ Γ رابطه در که هم‐ضرب ͷی

است. M روی هار وزن ͷی φ به علاوه است.

کوانتومͬ گروه های کاک، جبرهای نظریه ی پیشرفت با همزمان زیرا نبود ماجرا پایان کاک جبرهای معرفͬ

مثال هایی شده معرفͬ کوانتومͬ گروه های واقع؛ در شدند. معرفͬ [١٨] درینف˼لد توسط ١٩٨۶ سال در بار اولین

چهارتایی ساختار ͷی هاف جبر از منظور که ͬ آید م دست به خاصͬ لͬ جبر از که بودند هاف جبرهای از

S : A→ A و هم‐واحد ϵ : A→ C ،Aروی هم‐ضرب ͷی Γ یͺدار، جبر ͷیA آن در که است (A,Γ, ϵ, S)

است. متقاطر ͷی

بنابراین ͬ باشد. نم کاک جبر ͷی آن که داد نشان کوانتومͬ گروه ͷی معرفͬ با [٧٣] ۇرˀنُویچ ،١٩٨٧ سال در

به باید بنابراین و باشند کوانتومͬ گروه های همه شامل ͬ توانند نم کاک جبرهای رده ی که شد مشخص مثال این با

کوانتومͬ گروه های [٧۵] در آن از پس و [٧۴] ١٩٨٧ سال همان در مجددا ۇرˀنُویچ بود. وسیعتری رده ی دنبال

یͺدار جبر ‐C∗ ͷی از است عبارت فشرده کوانتومͬ گروه ͷی واقع؛ در کرد. نامͽذاری و معرفͬ را فشرده 

{(I⊗b)Γ(c) : b, c ∈ A} و {(b⊗I)Γ(c) : b, c ∈ A} که قسمͬ به Γ : A→ A⊗Aهم‐ضرب ͷی با همراه

باشد. چͽال A⊗A در خطͬ طور به

گروه های دوگان عنوان به ابتدا گسسته کوانتومͬ گروه های فشرده ، کوانتومͬ گروه های معرفͬ از پس اندکͬ

آن از پس گرفتند. قرار بررسͬ و مطالعه مورد [۵۴] ۇرˀنویچ و پˀدل˼س توسط ١٩٩٠ سال در فشرده  کوانتومͬ



٣ پیش گفتار .١.١

سال همان در پرداختند. گسسته کوانتومͬ گروه های معرفͬ به مجرد طور به [٢٠] روآن و افرˀز ،١٩٩۴ سال در

روی Γ هم‐ضرب همراه به A جبر واقع؛ در نمود. معرفͬ را جبری کوانتومͬ گروه های مفهوم [۶٩] واندایله

ͬ شوند م تعریف زیر ضابطه های با که T۱, T۲ : A⊗A→ A⊗A خطͬ نگاشت های که A

T۱(a⊗ b) = Γ(a)(id⊗ b), T۲(a⊗ b) = (a⊗ id)Γ(b),

گروه های معرفͬ به مجرد طور به ١٩٩٧ سال در [٧٠] واندایله ضمن در هستند. دوسویی T۱, T۲ آن در که

پرداخت. گسسته کوانتومͬ

پیشرفت حال در ∗C‐جبرها روی بالاخص وزن ها نظریه ی کوانتومͬ، گروه های نظریه ی پیشرفت با همزمان

موضعͬ فشرده ی کوانتومͬ گروه های نظریه ،٢٠٠٠ سال در سرانجام وزن ها نظریه ی ͷکم با و بود گسترش و

کوانتومͬ گروه های نفر، دو همین ٢٠٠٣ سال در متعاقبا شدند. معرفͬ [٣٨] وائ˼س و کاست˼رمانس توسط

کوانتومͬ گروه های بررسͬ مبنای مقاله دو این کردند. معرفͬ [٣٩] را جبری نویمان فون موضعͬ فشرده ی 

شدند. پژوهشͽران دیͽر توسط موضعͬ فشرده ی

فشرده ی کوانتومͬ گروه های همچنین و موضعͬ فشرده ی گروه های در زیادی اهمیت که مفاهیمͬ جمله از

[٧١] ۇیͺ˼لسͺیو توسط کاک جبرهای برای ابتدا میانگین پذیری مفهوم است. میانگین پذیری مفهوم دارد موضعͬ

هاف‐ جبرهای میانگین پذیری [۵۶] روآن ادامه در شد. بررسͬ [٢١] ایناک و شوارتز توسط سپس شد. معرفͬ

توسط ٢٠٠١ سال در فشرده  کوانتومͬ گروه های هم‐میانگین پذیری مفهوم داد. قرار بررسͬ مورد را نویمان فون

میانگین پذیری مفاهیم ٢٠٠٢ سال در سپس گرفت. قرار بررسͬ مورد و مطرح [۴] تویس˼ت و بِدُس مˀرفͬ،

و تویس˼ت بِدس، توسط بود کرده معرفͬ وان دایله که جبری کوانتومͬ گروه های برای هم‐میانگین پذیری و

هم‐میانگین پذیری و میانگین پذیری ٢٠٠٣ سال در سرانجام گرفتند. قرار مطالعه مورد و معرفͬ [۶ ،۵] مˀرفͬ

گرفت. قرار مطالعه مورد [٣] تویس˼ت و بِدُس توسط موضعͬ فشرده ی کوانتومͬ گروه های

در بخاطر مفهوم این ͬ های ویژگ به توجه با موضعͬ، فشرده ی کوانتومͬ گروه های میانگین پذیری معرفͬ از پس

ͷهارمونی آنالیز در پژوهشͽران موضعͬ، فشرده ی گروه های تعمیم عنوان به هم و قوی ابزارهای داشتن اختیار

کوانتومͬ گروه های هم‐میانگین پذیری و میانگین پذیری از جدیدی و متعدد نتایج ارایه و مشخصه سازی به

،[٣۴ ،٣٠ ،٢٧] همͺارانش و نیوفنگ کارهای به ͬ توان م کارها این جمله ی از پرداختند. موضعͬ فشرده ی

کرد. اشاره [١۵] داز و سالْمͬ ،[١٧] همͺارانش و وائس البته و ،[۵٩ ،۵٨ ،١۴] رˀندِه

و شد شروع [١٩] ا˚فرˀز کار با گسسته گروه های برای میلادی ١٩٧۵ سال از داخلͬ پذیری میانگین مطالعه ی

برای و کرد پیدا ادمه ١٩٨٣ و ١٩٧٩ سال های در [١٠–١٢] چˀدا‐چˀدا و ١٩٨١ سال در [١] اَک˼مʿن توسط سپس

[۴۶] ریندل˼ر و لُزرت ،٢٠٠۶ ١٩٩١و سال های در [۴۴ ،۴٣] پʿت˼رسون و لائو توسط موضعͬ فشرده ی گروه های

[۶٢] ا˚ستاک و ١٩٩۶ سال در [۶٣] تاکاهاشͬ ،١٩٩١ و ١٩٨٨ سال های در [٧٧ ،٧۶] یوآن ،١٩٨۴ سال در

گرفت. قرار بررسͬ مورد ٢٠٠۴ سال در

نشده معرفͬ موضعͬ فشرده ی کوانتومͬ گروه های برای کنون تا ͷتوپولوژی داخلͬ میانگین پذیری مفهوم امˁا
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شروع موضعͬ فشرده ی کوانتومͬ گروه های برای را ͷتوپولوژی داخلͬ میانگین پذیری مفهوم رساله این در است.

است. رسیده چاپ به زیر مقاله دو در پژوهش این از حاصل نتایج ͬ کنیم. م

[1] M. R. Ghanei and R. Nasr-Isfahani, Inner amenability of locally compact quantum groups,

Internt. J. Math. 24, (2013).

[2] M. R. Ghanei and M. Nemati, On an open problem by Nasr-Isfahani on strict inner

amenability, Stud. Sci. Math. Hungar. 50 (2013), 26-30.

آنها صورت بیان با صرفاً دیͽران از نیاز مورد نتایج و است نویسنده از رساله این در شده اثبات نتایج تمام

است. شده داده ارجاع مربوطه مرجع به

نویمان فون جبرهای ١.٢

که است یادآوری به لازم باشند. H روی کران دار عملͽرهای جبر B(H) و هیلبرت فضای ͷی H کنیم فرض

نماد با آن را پیش دوگان است. پیش دوگان دارای که است ∗C‐جبری ͷی یعنͬ ͬ باشد؛ م W‐جبر ∗ ͷی B(H)

متعامد پایه ͷی {ξi} اگر واقع در ͬ نامند. م رده اثر عملͽرهای را پیش دوگان اعضای و ͬ دهیم م نشان B(H)∗

صورت به ۰ ≦ T ∈ B(H) عملͽر اثر آنگاه باشد، H برای یͺه

tr(T ) = Σi∈I⟨Tξi|ξi⟩

K(H) کنیم فرض ͬ باشد. م H هیلبرت فضای در داخلͬ ضرب دهنده ی نشان ⟨.|.⟩ آن در که ͬ شود، م تعریف

باشد عملͽرهایی فضای T (H) و ͬ باشد م B(H) در دوطرفه بسته ایده آل ͷی که فشرده  عملͽرهای باناخ فضای

صورت این در .∥T∥۱ := tr(|T |) <∞ که

K(H)∗ = T (H), T (H)∗ = B(H).

یافت. [٧] در ͬ توان م را بیشتر جزییات و اثبات .K(H)∗∗ = B(H) نتیجه در

هر تحت (Ti)i∈I ⊆ B(H) تور همͽرایی و کرد تعریف B(H) روی ͬ توان م توپولوژی های متعددی

ͬ کنیم. م اشاره آنها از مورد چند به اینجا در نمود. معرفͬ آن حسب بر را T ∈ B(H) به توپولوژی

نیم توسط شده القا توپولوژی ͬ دهیم م نشان wot نماد با که B(H) روی ضعیف عملͽری توپولوژی (١)

صورت به T ∈ B(H) و ξ, η ∈ H هر برای که است B(H) روی نرم هایی

T 7→ |⟨Tξ|η⟩|,

هر برای اگر تنها و اگر Ti → T داریم ضعیف عملͽری توپولوژی در دیͽر، عبارت به ͬ شوند. م تعریف
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.⟨Tiξ|η⟩ → ⟨Tξ|η⟩ باشیم داشته ξ, η ∈ H

نیم توسط شده القا توپولوژی ͬ دهیم م نشان sot نماد با که B(H) روی قوی عملͽری توپولوژی (٢)

صورت به T ∈ B(H) و ξ ∈ H هر برای که است B(H) روی نرم هایی

T 7→ ∥Tξ∥,

ξ ∈ H هر برای اگر تنها و اگر Ti → T داریم قوی عملͽری توپولوژی در دیͽر، عبارت به ͬ شوند. م تعریف

.∥Tiξ − Tξ∥ → ۰ باشیم داشته

نیم توسط شده القا توپولوژی ͬ دهیم م نشان sot∗ نماد با که B(H) روی قوی∗ عملͽری توپولوژی (٣)

صورت به ξ ∈ H هر برای که است B(H) روی نرم هایی

T 7→ ∥T ∗ξ∥ و T 7→ ∥Tξ∥

ξ ∈ H هر برای اگر تنها و اگر Ti → T داریم قوی∗ عملͽری توپولوژی در دیͽر، عبارت به ͬ شوند. م تعریف

. ∥Tiξ − Tξ∥+ ∥T ∗
i ξ − T ∗ξ∥ → ۰ باشیم داشته

ͬ دهیم، م نشان σ-wot نماد با که B(H) روی ( فراضعیف ) σ‐ضعیف عملͽری توپولوژی (۴)

که H در (ηn)n و (ξn)n دلخواه دنباله های برای که است B(H) روی نرم هایی نیم توسط شده القا توپولوژی

صورت به ،
∑∞

n=۱ ∥ηn∥۲ <∞ و
∑∞

n=۱ ∥ξn∥۲ <∞

T 7→
∣∣∣ ∞∑
n=۱

⟨Tξn|ηn⟩
∣∣∣,

برای اگر تنها و اگر Ti → T داریم σ‐ضعیف عملͽری توپولوژی در دیͽر، عبارت به ͬ شوند. م تعریف

باشیم داشته
∑∞

n=۱ ∥ηn∥۲ <∞ و
∑∞

n=۱ ∥ξn∥۲ <∞ که H در (ηn)n و (ξn)n دلخواه دنباله های

∞∑
n=۱

⟨Tiξn|ηn⟩ →
∞∑
n=۱

⟨Tξn|ηn⟩.

توسط شده القا توپولوژی ͬ دهیم، م نشان σ-sot نماد با که ( فراقوی ) σ‐قوی عملͽری توپولوژی (۵)

صورت به
∑∞

n=۱ ∥ξn∥۲ <∞ که H در (ξn)n دنباله ی هر برای که است B(H) روی نرم هایی نیم

T 7→
∞∑
n=۱

∥Tξn∥۲,

که (ξn)n هر برای اگر تنها و اگر Ti → ۰ σ‐قوی عملͽری توپولوژی در دیͽر، عبارت به ͬ شوند. م تعریف
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باشیم داشته
∑∞

n=۱ ∥ξn∥۲ <∞

∞∑
n=۱

∥Tiξn∥۲ → ۰.

توپولوژی ضعیفترین ͬ دهیم م نشان σ-sot∗ نماد با که ( فراقوی∗ ) σ‐قوی∗ عملͽری توپولوژی (۶)

ͬ کند. م پیوسته را T 7→ T ∗ نگاشت که است σ-sot از قویتر

ͷی باشند. H روی کران دار عملͽرهای فضای B(H) و هیلبرت فضای ͷی H کنیم فرض ١.٢.١ تعریف

جبر ͷی باشد بسته B(H) روی ضعیف عملͽری توپولوژی به نسبت که را B(H) از M ͬ دار همان جبر ∗‐زیر

ͬ گوییم.  م H روی نویمان فون

تعریف زیر صورت به ͬ دهیم م نشان M′ نماد با که M جابجاگر M نویمان فون جبر هر برای ١.٢.٢ ملاحظه

ͬ شود م

M′ = {T ∈ B(H) | TS = ST ، M در S هر .{برای

است. معروف M دو̰م جابجاگر به که M′′ := (M′)′ ͬ دهیم م قرار همچنین

هم ارزند. زیر گزاره های صورت این در باشد. ͬ دار همان جبر ∗‐زیر ͷی M ⊆ B(H) کنیم فرض ١.٢.٣ قضیه

.M = M′′ (الف)

است. بسته قوی عملͽری توپولوژی به نسبت M (ب)

است. بسته ضعیف عملͽری توپولوژی به نسبت M (ج)

■ کنید. مراجعه [۴٨] مرجع از ۴.١.۵ قضیه ی و ۴.١.۴ لم به برهان.

B(H) بنابراین .B(H)′′ = B(H) که است بررسͬ قابل سادگͬ به H هیلبرت فضای هر برای ١.٢.۴ مثال

است.  نویمان فون جبر ͷی

ͬ باشند، م نرمͬ توپولوژی از ضعیفتر B(H) روی قوی عملͽری و ضعیف عملͽری توپولوژی های که آنجا از

ͬ باشد. م ∗C‐جبر ͷی نویمان فون جبر هر لذا و است بسته نیز نرمͬ توپولوژی به نسبت نویمان فون جبر هر

کران دار تور هر برای هرگاه گویند نرمال را M روی f کران دار خطͬ تابعک ،M نویمان فون جبر برای

باشیم داشته باشند x حد دارای که ،x∗i = xi یعنͬ ،M در خودالحاق عناصر از (xi)i صعودی

lim
i
f(xi) = f(x).

ͬ شود م ثابت ͬ دهیم، م نشان M∗ نماد با و ͬ نامیم م M دوگان پیش را M روی نرمال تابعک های تمام فضای
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هم ارزند. زیر گزاره های M روی f کران دار تابعک برای ͬ شود م ثابت همچنین و (M∗)
∗ = M

است. نرمال f (الف)

است. M یͺه ی گوی روی ضعیف عملͽری پیوسته f (ب)

است. σ‐ضعیف عملͽری پیوسته f (ج)

داریم x ∈ M هر برای که دارد وجود گونه ای به y ∈ T (H) عملͽر (د)

f(x) = tr(yx).

■ کنید. مراجعه [۵٢] مرجع از ٣٬۶ بخش به برهان.

در کوشͬ ضعیف دنباله ی هر هرگاه گویند ضعیف دنباله ای کامل را باناخ فضای ͷی که ͬ شود م یادآوری

باشد. ضعیف همͽرای آن

است. ضعیف دنباله ای کامل M∗ آنگاه باشد، نویمان فون جبر ͷی M اگر ١.٢.۵ قضیه

■ کنید. مراجعه [۶۴] از ۵٬٢ نتیجه ی به برهان.

نرمال را π باشد. یͺانͬ ∗‐همریختͬ ͷی π : M → N و باشند نویمان فون جبرهای N و M کنیم فرض

ω ∈ N∗ هر برای دیͽر، عبارت به باشد. پیوسته N و M روی σ‐ضعیف توپولوژی به نسبت π اگر ͬ نامیم م

.ωπ ∈ M∗ باشیم داشته

تولید نویمان فون جبر M⊗̄N آنگاه باشند، K و H هیلبرت فضاهای روی نویمان فون جبرهای N و M اگر

مجموعه ی بستار M⊗̄N واقع، در است. K و H هیلبرت فضاهای از H ⊗K تانسوری ضرب روی شده

{x⊗ y|x ∈ M, y ∈ N}

داریم ξ, η ∈ H هر برای آن در که ͬ باشد م B(H ⊗K) روی ضعیف عملͽری توپولوژی در

(x⊗ y)(ξ, η) = x(ξ)⊗ y(η).

ͬ نامند. م N و M نویمان فون جبرهای تانسوری ضرب حاصل را نویمان فون جبر این

ͬ آیند م دست به موضعͬ فشرده ی گروه های از نویمان فون جبرهای و هیلبرت فضاهای از مهمͬ رده ی

e همانͬ عنصر با موضعͬ فشرده ی  گروه ͷی G رساله این در ͬ پردازیم. م آنها معرفͬ به قسمت این در که

نگاشت آن تحت که موضعͬ فشرده ی هاسدرف توپولوژی ͷی با همراه G گروه ͷی یعنͬ، ͬ دهد؛ م نشان را

است. پیوسته G به G×G از (x, y) 7→ xy−۱
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ͬ باشد Gم بسته مجموعه های زیر توسط شده تولید σ‐جبر کوچͺترین اعضای بورل مجموعه های از منظور

یادآوری [٢۵] از ͬ گوییم. م G بورل مجموعه های σ‐جبر آن به و ͬ دهیم م نشان B(G) نماد با را σ‐جبر این که

زیر هر برای که G روی مثبت رادون اندازه ی یعنͬ، دارد؛ وجود G روی λ چپ هار اندازه ی ͷی که ͬ کنیم م

اسͺالر مضرب تحت چپ هار اندازه به علاوه، .λ(sE) = λ(E) باشیم داشته s ∈ G هر و E بورل مجموعه ی

یͺتاست.

طوری به (۰,∞) ضربی گروه توی به G از پیوسته ای همریختͬ باشد؛یعنͬ، G مدولͬ تابع ∆ کنیم فرض

داریم s ∈ G هر و G از E بورل زیرمجموعه ی هر برای که

λ(Es) = ∆(s)λ(E).

K ⊆ G فشرده ی زیرمجموعه ی هر برای هرگاه نامند پوچ موضعͬ طور به را G از E بورل مجموعه ی زیر

برقرار G روی جا همه تقریبی موضعͬ طور به را s ∈ G به وابسته خاصیت ͷی .λ(E ∩K) = ۰ باشیم داشته

باشد. پوچ موضعͬ به طور نباشند، خاصیت آن دارای که G از نقاطͬ مجموعه ی هرگاه نامند

ͬ دهیم م قرار G روی f مختلط‐مقدار اندازه پذیر تابع هر برای

∥f∥∞ := inf{t ≥ ۰ : |f | ≤ t باشیم داشته G روی جا همه تقریبی موضعͬ طور به }.

این در باشد. ∥f∥∞ < ∞ شرط با G روی f مختلط‐مقدار توابع مجموعه ی L∞(G) کنیم فرض حال،

همراه L∞(G) برابرند، همه جا تقریبی موضعͬ طور به که L∞(G) در توابعͬ گرفتن نظر در یͺسان با صورت

مراجعه [٢۵] مرجع از ١٢ فصل به است؛ W‐جبر ∗ ͷی مختلط، مزدوج گیری عمل و نقطه ای ضرب و جمع با

کنید.

همراه G روی f انتگرال پذیر مختلط‐مقدار توابع تمام از متشͺل L۱(G) باناخ فضای L∞(G) دوگان پیش

ͬ شود م تعریف زیر صورت به f, g ∈ L۱(G) هر برای که ∗ پیچشͬ ضرب با همراه فضا این است. ∥.∥۱ با

(f ∗ g)(s) =
∫
G
f(t)g(t−۱s) dλ(t),

١٢ فصل به بیشتر جزییات برای ͬ گویند. م گروهͬ جبر آن به که است کران دار تقریبی همانͬ با باناخ جبر ͷی

و x ∈ L∞(G) هر برای آنها دوگانگͬ که ͬ شود م L۱(G) دوگان L∞(G) همچنین کنید. رجوع [٢۵] مرجع از

ͬ شود م تعریف زیر صورت به f ∈ L۱(G)

⟨x, f⟩ =
∫
G
x(t)f(t) dλ(t).
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f ۲ که است گونه ای به G روی f مختلط‐مقدار توابع تمام از متشͺل باناخ فضای L۲(G) کنیم فرض

دیͽر، عبارت به باشد. انتگرال پذیر

L۲(G) = {f : G→ C :

∫
G
|f(s)|۲dλ(s) <∞}.

کنیم تعریف η, ζ ∈ L۲(G) هر برای اگر

⟨η|ζ⟩ =
∫
G
η(s)ζ(s)dλ(s),

ͬ کند. م تبدیل هیلبرت فضای ͷی به را L۲(G) و است L۲(G) روی داخلͬ ضرب ͷی ⟨.|.⟩ آنگاه

طولپا یͺریخت M که دارد وجود گونه ای به H هیلبرت فضای ͷی ،M مانند W‐جبر ∗ هر برای ١.٢.۶ قضیه

است. H روی نویمان فون جبر ͷی با

■ کنید. مراجعه [۶٠] مرجع از ۱ · ۱۶ · ۷ قضیه به برهان.

فون جبر ͷی L∞(G) گفت ͬ توان م ،G موضعͬ فشرده ی گروه هر برای ،١.٢.۶ قضیه طبق ١.٢.٧ مثال

است.  L۲(G) روی نویمان

هر برای را B(L۲(G)) به G از λG نمایش باشد. موضعͬ فشرده ی گروه ͷی G کنیم فرض ١.٢.٨ مثال

ضابطه ی با ξ ∈ L۲(G) و t ∈ G

λG(t)ξ(s) = ξ(t−۱s),

جبر را B(L۲(G)) روی ضعیف عملͽری توپولوژی در {λG(t) : t ∈ G} مجموعه ی بستار ͬ گیریم. م نظر در

را V N(G) پیش دوگان که است ذکر به لازم ͬ دهند. م نشان V N(G) نماد با و ͬ نامند م G گروهͬ نویمان فون

عناصر A(G) در ϕ عنصر هر برای واقع در است. معروف G فوریه ی جبر به که ͬ دهند م نشان A(G) نماد با

که دارند وجود گونه ای به η, ζ ∈ L۲(G)

ϕ = (η ∗ ζ̃ )̌,

T ∈ V N(G) هر برای همچنین .(η ∗ ζ̃ )̌(s) = (η ∗ ζ̃)(s−۱) و ζ̃(s) = ζ(s−۱) داریم s ∈ G هر برای آن در که

داریم

⟨T, ϕ⟩ = ⟨Tη, ζ⟩.



١٠ مقدمه .١

 

وزن ͷی را φ : A+ → [۰,∞] تابع باشد. آن مثبت عناصر A+ و ∗C‐جبر ͷی A کنیم فرض ١.٢.٩ تعریف

هرگاه گوییم A روی

.φ(x+ y) = φ(x) + φ(y) باشیم داشته x, y ∈ A+ هر برای (١)

 .φ(rx) = rφ(x) باشیم داشته x ∈ A+ و r ∈ R+ هر برای (٢)

ͬ کنیم م تعریف را زیر مجموعه های آنگاه باشد، A ∗C‐جبر روی وزن ͷی φ اگر

A+
φ = {a ∈ A+|φ(a) <∞},

Nφ = {a ∈ A|φ(a∗a) <∞},

Aφ = spanA+
φ .

صورت این در باشد. M روی وزن ͷی φ و نویمان فون جبر ͷی M کنیم فرض ١.٢.١٠ تعریف

باشیم داشته M+ در (xi)i∈I کران دار و صعودی تور هر برای هرگاه گوییم نرمال را φ وزن (١)

sup
i
φ(xi) = φ(sup

i
xi).

توپولوژی با هرگاه گوییم متناهͬ نیم را φ همچنین .M+
φ = M+ گاه هر گوییم متناهͬ را φ وزن (٢)

باشد. چͽال M در Mφ معادل طور به یا M+ در M+
φ ضعیف عملͽری

.a = ۰ آنگاه ،φ(a) = ۰ باشیم داشته a ∈ A+ برای اگر گوییم باوفا را φ وزن (٣)

 

موضعͬ فشرده ی  کوانتومͬ ١.٣ گروه های

ͬ پردازیم. م نویمان هاف‐فون جبرهای معرفͬ به موضعͬ فشرده ی کوانتومͬ گروه تعریف از قبل

و باشد نویمان فون جبر ͷی M هرگاه ͬ نامند م نویمان هاف‐فون جبر ͷی را (M,Γ) زوج ١.٣.١ تعریف

که است گونه ای به یͺانͬ نرمال ∗‐همریختͬ ͷی Γ یعنͬ، باشد؛ هم‐ضرب ͷی Γ : M → M⊗̄M نگاشت

(Γ⊗ id) ◦ Γ = (id ⊗ Γ) ◦ Γ,



١١ موضعͬ فشرده ی  کوانتومͬ ١.٣. گروه های

است. M روی همانͬ نگاشت id آن در که

 

صورت این در باشند. M روی وزن ψ و φ نویمان، هاف‐فون جبر ͷی (M,Γ) کنیم فرض ١.٣.٢ تعریف

به M روی باوفا متناهͬ نیم نرمال وزن ͷی φ هرگاه گویند M روی چپ هار وزن ͷی را φ وزن (١)

باشیم داشته x ∈ M+
φ و ω ∈ M+

∗ هر برای یعنͬ، باشد؛ نیز چپ پایای که باشد گونه ای

φ((ω ⊗ id)Γ(x)) = φ(x)ω(۱).

به M روی باوفا متناهͬ نیم نرمال وزن ͷی ψ هرگاه گویند M روی راست هار وزن ͷی را ψ وزن (٢)

باشیم داشته x ∈ M+
ψ و ω ∈ M+

∗ هر برای یعنͬ، باشد؛ نیز راست پایای که باشد گونه ای

ψ((id⊗ ω)Γ(x)) = ψ(x)ω(۱).

 

موضعͬ فشرده ی کوانتومͬ گروه های تعریف به ͬ توان م نویمان، هاف‐فون جبرهای تعریف به توجه با حال

پرداخت.

گروه ͷی را G = (M,Γ, φ, ψ) تایی چهار باشد. نویمان فون جبر ͷی M کنیم فرض ١.٣.٣ تعریف

باشند. برقرار زیر شرایط هرگاه گویند، موضعͬ فشرده ی کوانتومͬ

باشد. نویمان هاف‐فون جبر ͷی (M,Γ) زوج (١)

باشد. M روی چپ هار وزن ͷی φ (٢)

باشد.  M روی راست هار وزن ͷی ψ (٣)

صورت این در باشد. موضعͬ فشرده ی گروه ͷی G کنیم فرض ١.٣.۴ مثال

Ga = (L∞(G),Γa, φa, ψa), Gs = (V N(G),Γs, ϕs, ϕs),

آن در که هستند موضعͬ فشرده ی کوانتومͬ گروه دو

Γa : L
∞(G) → L∞(G)⊗̄L∞(G) = L∞(G×G)

هستند V N(G) و L∞(G) روی ترتیب به هم‐ضرب دو Γs : V N(G) → V N(G)⊗̄V N(G) همچنین و

ͬ شوند م تعریف زیر صورت به r, t ∈ G هر برای که

Γa(f)(r, t) = f(rt), Γs(λG(t)) = λG(t)⊗̄λG(t).


