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چͺیده

پرش-پخش مدل تحت مالͬ معامله�های اختیار قیمت�گذاری برای جدید شعاعͬ پایه�ای توابع الͽوریتم ͷی

شرایط اجرای امͺان که است دیفرانسیل تربیع روش ͷی مبنای بر روش این است. شده داده توضیح مرتون

دست به شبه-گسسته معادلات فضایͬ، مشتق�های تقریب از بعد مͬ�دهد. را کارآمد راه ͷی در مرزی

روش از استفاده با شدند. حل دیفرانسیل تربیع روش مبنای بر شعاعͬ پایه�ای توابع از استفاده با که مͬ�آیند،

نشان کرانͷ-نیͺلسون مشهور روش بر روش این برتری عددی، آزمون چندین با و نمایͬ زمان انتͽرال�گیری

دادن نشان برای بریر و آمریͺایͬ اروپایͬ، معامله�های اختیار برای مختلفͬ عددی آزمون�های است. شده داده

اختیار گری�ͷهای که مͬ�شود داده نشان همچنین شده�اند. گرفته کار به جدید الͽوریتم این کارایͬ و دقت

است. شده محاسبه بالا دقت با ͬͽشایست به گاما و دلتا حساسیت�های اندازه همچون معامله،

شعاعͬ، پایه�ای توابع آمریͺایͬ، معامله�های اختیار پرش-پخش، مدل�های لوی، فرآیندهای کلیدی: کلمات

نمایͬ. زمان انتͽرال�گیری دیفرانسیل، تربیع
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١ فصل

قضیه�ها و تعریف�ها

مقدمه ١.١

به نرمال لͽاریتم پخش فرآیند ͷی از مرتون١ پرش-پخش معامله�ی اختیار قیمت�گذاری مدل در دارایͬ قیمت

که هستند ویژگͬ این دارای نمایͬ لوی٢ فرآیندهای مͬ�کند. پیروی ثابت، شدت با پواسن پرش فرآیند اضافه�ی

قطعͬ خصوصیات به رسیدن قابلیت مͬ�آید. وجود به قیمت در ناگهانͬ حرکت ͷی خارجͬ، اتفاق ͷی اثر بر

الͽوریتم�های توسعه�ی به زیادی پژوهشͽران که است شده باعث مالͬ زمانͬ سری�های در سنͽین دم چون هم

پرش اندازه�ی توزیع برای بودن نرمال فرض علاوه، به بپردازند. معامله اختیارهای قیمت�گذاری برای سریع

این و مͬ�دهد را اروپایͬ فروش و خرید اختیارهای برای صریح تحلیلͬ جواب�های استخراج امͺان پواسن،

مقابل، در گرفت. کار به جدید روش ͷی دقت آزمودن برای معیار ͷی عنوان به مͬ�توان را صریح جواب�های

بنابراین ندارد، وجود موعد، از قبل اعمال ویژگͬ با معامله اختیارهای برای بسته�ای و تحلیلͬ جواب هیچ

کرد. قیمت�گذاری عددی روش�های با باید را آمریͺایͬ معامله�های اختیار

(PIDE) جزئ٣ͬ دیفرانسیل انتͽرال معادله ͷی معامله، اختیار قیمت�گذاری معادله�ی مرتون، مدل تحت

ماتریس ͷی به منجر موضعͬ غیر انتͽرال این است. نامتناهͬ دامنه�ی روی انتͽرال پیچش ͷی شامل که است
١Merton’s jump-diffusion model
٢levy processes
٣partial integral-differential equation

١



قضیه�ها و تعریف�ها .١ فصل

مواجه چͽالͬ ماتریس معͺوس همچون مشͺلاتͬ با ضمنͬ کاملا روش این که مͬ�شود، چͽالͬ گسسته�سازی

[١] در (AO) اوسترل٢ͬ و آلمندرال و [١٣] در همͺارانش١ و هالوین توسط که روش�هایͬ در مͬ�شود.

است. شده استفاده گسسته معدلات حل برای تͺرار روند ͷی از است شده پیشنهاد

و [١٢] در ولتچͺوا٣ و کانت بعدها که مͬ�کنند استفاده ران͹–کوتا روش از دیͽر، روش�های از بسیاری

گرفتند. نظر در ضمنͬ صورت به را انتͽرال عبارت [۶] در براین۴ͬ

ͬͽهمبست انتͽرال عبارت تقریب برای استاندارد روشگسسته�سازی از مشتق عبارت�های برای بالا های روش

سریع فوریه تبدیل از استفاده با مͬ�توان را ͬͽهمبست انتͽرال این کردند. استفاده ذوزنقه�ای روش از PIDE در

سرعت با گرما معادله ͷی عددی حل با مرتون مدل برای که دادند نشان [٨] در مایو۵ و کار اما کرد، محاسبه

کرد. محاسبه را انتͽرال عبارات مͬ�توان بیشتری

تقریب�های مرتون، تحتمدل معامله اختیار قیمت�گذاری مسئله برایحل شده پیشنهاد الͽوریتم�های از بسیاری

روشهای همانند زمانͬ گام روش�های و فضایͬ، عبارت�های برای را متناهͬ مولفه یا ( FD ) متناه۶ͬ تفاضل

گرفتند. کار به انتͽرالͬ عبارات برای را (BDF٢)٨ پشرو تفاضل�گیری فرمول و (CN) کرانͷ-نیͺلسون٧

شعاعͬ پایه�ای توابع از استفاده با قیمت�گذاری معادله در فضایͬ مشتق�های تقریب مبنای بر کمͬ روش�های

مائو١٠ و هون هستند، بلͷ-شولز مدل برای یافته توسعه الͽوریتم�های اکثر و است شده پیشنهاد ٩(RBF)

[١۵] در همͺارانش و فاشهوور١١ کردند. استفاده مشتقات تقریب برای ربعͬ چند RBF از [٢٠،٢١] در

دادند. پیشنهاد را پایه دارایͬ چند با آمریͺایͬ معامله�های اختیار قیمت�گذاری برای RBF ریتم الͽو ͷی

قیمت�گذاری برای شعاعͬ پایه�ای توابع از استفاده با کارآمد الͽوریتم ͷی توسعه پژوهش این اصلͬ هدف

این در که روشͬ با است. مرتون پرش–پخش مدل تحت مانع١٢ و آمریͺایͬ اروپایͬ، معامله�های اختیار
١d’Halluin et al.
٢Almendral and Oosterlee
٣Cont and Voltchkova.
۴Briani.
۵Carr and Mayo
۶finit difference
٧Crank–Nicolson
٨Backward differentition formula
٩radial basis functions
١٠Hon and Mao
١١Fasshauer
١٢barier option

٢



قضیه�ها و تعریف�ها .١ فصل

در کرد. محاسبه دقت با نیز را ͷریس پوشش حساسیت�های اندازه مͬ�توان است، شده پیشنهاد پژوهش

برای (DQ) دیفرانسیل١ تربیع روش ͷی از استفاده اولͬ، دارد. وجود جدید عنصر دو شده پیشنهاد روش

شعاعͬ پایه�ای توابع با قبلا که است نمایͬ زمان انتͽرال�گیری روش از استفاده دومͬ�، و فضایͬ گسسته�سازی

دقت دلیل به و شد پیشنهاد معامله اختیارهای قیمت�گذاری برای ،[٣٧] در ٢ETIروش شده�اند. گرفته کار به

ETI روش که مͬ�دهد نشان مقالات این نتایج و شد داده توسعه نیز دیͽری مقالات در زمانͬ، ویژگͬ�های در

هوبرت٣ و چان اخیرا است. کارآمد بسیار زمانͬ گام روش ͷی اروپایͬ، معامله�های اختیار قیمت�گذاری برای

RBF روش از استفاده با زمانͬ انتͽرال�گیری و مͺعبͬ نوار RBF برمبنای الͽوریتم ͷی ،[٩] در (CH)

عددی آزمون چندین پژوهش این در دادند. پیشنهاد مرتون، مدل تحت معامله اختیارهای قیمت�گذاری برای

است، مشخصشده RBF-DQ با که پژوهش این در شده پیشنهاد روش مͬ�دهد نشان که است شده آورده

دارد. بییشتری کارایͬ و برتری

شرایط جای به دیریͺله مرزی شرایط از معامله اختیارهای قیمت�گذاری برای RBF الͽوریتم�های اجرای برای

شرایط بیان و است سراسری ضریب، صورت به مرزی شرایط اجرای چون مͬ�شود. استفاده نویمان مرزی

پژوهش، این در مͬ�کند. مشͺل بسیار را RBF خطͬ ترکیب�های در نامعلوم ضرایب عبارت�های در مرزی

تاثیرگذار الͽوریتم ͷی ETIروش با ترکیب در DQمبنای بر RBF از استفاده که مͬ�شود داده نشان همچنین

مͬ�باشد. نیز مرتون مدل تحت آمریͺایͬ معامله�های اختیار قیمت�گذاری برای کارآمد و

نظری مبانͬ دوم فصل در است. شده آورده نیاز مورد تعریف�های و مفاهیم قضایا، پژوهش این اول فصل در

در و است شده داده توضیح کامل طور به معامله اختیارهای قیمت�گذاری برای DQ مبنای بر RBF روش

است. آمده زیادی مثال�های با آمده دست به الͽوریتم�های عددی نتایج سوم فصل

تاریخچه ٢.١

ͷی شامل که است جزئͬ انتͽرال-دیفرانسیل معادله ͷی اختیار، قیمت�گذاری معادله مرتون، مدل تحت

موضعͬ غیر انتͽرال�های این [۶] در (٢٠٠٧) ناتالینͬ و براینͬ است. متناهͬ دامنه�ی ͷی روی انتͽرال پیچش
١differential quadrature
٢exponential time integration
٣Chan and Hubbert

٣
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همچون مشͺلͬ با ضمنͬ کاملا حل راه این طوریͺه به کردند، تبدیل چͽال ماتریسگسسته�سازی ͷی فرم به را

تحمیل را پایداری محدودیت�های غیرضمنͬ حل�های راه حالیͺه در شد مواجه چͽال ماتریس کردن معͺوس

با گرفتند. نظر در را دارایͬ ͷی تنها با پرش-پخش مدل ͷی [١] در (٢٠٠۵) اوسترلͬ و آلمندرال مͬ�کنند.

از استفاده با را معادله این آنها مͬ�آید. دست به جزئͬ انتͽرال معادله ͷی از اروپایͬ اختیار ارزش فرض، این

ماتریس، ساده روششͺافت از استفاده با و کردند گسسته�سازی دوم مرتبه بازگشتͬ فرمول و متناهͬ مشتقات

کاهش بسیار را کار اجرای زمان سریع فوریه تبدیل الͽوریتم از استفاده با همچنین کردند. حل را معادله

دادند.

اتنͽرال- معادلات از مͬ�توان نیز است لوی فرآیند ͷی آنها پایه�ی دارایͬ که مالͬ اختیارهای قیمت�گذاری برای

ضمنͬ ضمنͬ-غیر متناهͬ روشمشتقات [١٢] در (٢٠٠۵) ولتچͺوا و کانت کرد. استفاده جزئͬ دیفرانسیل

گرفتند. کار به معادله این حل برای را

های اختیار قیمت�گذاری برای جزئͬ انتͽرال-دیفرانسیل معادله ͷی ابتدا [٢] در (٢٠٠٠) آندریسن و اندرسن

مشاهده�ی برای مدل متناسبکردن برای مͬ�توان را معادله نتایج که دادند نشان و آوردند دست به اروپایͬ خرید

معرفͬ اختیار قیمت�گذاری برای را ADI متناهͬ مشتقات روش سپس گرفت. کار به اریب یا لبخند الͽوهای

بسیار شود، ترکیب سریع فوریه تبدیل روش با اگر و است پایدار مشروط غیر طور به که دادند نشان و کردند

بود. خواهد کارا

انتͽرال تقریب برای روشذوزنقه�ای از و عبارتمشتق برای استاندارد روشگسسته�سازی قبلͬ پژوهش�های در

با مͬ�توان را ͬͽهمبست انتͽرال این است. شده گرفته کار به جزئͬ انتͽرال-دیفرانسیل معادله در ͬͽهمبست

عبارت مرتون، مدل در که کردند مشاهده [٨] در (٢٠٠٧) کار و مایو اما کرد. محاسبه هم سریع فوریه تبدیل

کرد. محاسبه بیشتری سرعت با عددی روش‐های با مͬ�توان را معادله انتͽرالͬ

مسائل حل برای که بازگشتͬ دیفرانسیل فرمول و نیͺلسون و ͷکران روش همانند الͽوریتم�هایͬ از بسیاری

به فضایͬ دوره�های برای را متناهͬ مشتقات شده�اند، پیشنهاد مرتون مدل تحت معامله اختیار قیمت�گذاری

در است، شده پیشنهاد قیمت�گذاری معادله در مشتقات فضای تقریب اساس بر که روش�هایͬ در گرفتند. کار

بلͷ-شولز مدل برای الͽوریتم�ها بیشتر و است شده استفاده شعاعͬ پایه�ای توابع از آنها از کمͬ بسیار تعداد

۴
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شده�اند. داده توسعه

کردند استفاده مشتقات فضای تقریب برای ربعͬ چند شعاعͬ پایه‐ای توابع از [٨] در (١٩٩٩) ماوو و هون

اختیارهای قیمت�گذاری برای را شعاعͬ پایه‐ای توابع الͽوریتم [٧] در (٢٠٠۴) ووس و خالق فاشهوور، و

دادند. پیشنهاد را پایه دارایͬ چند با آمریͺایͬ

حافظه و هزینه مͬ�توان فوریه تبدیل از استفاده با که دادند نشان [٢۴] در (٢٠٠٨) هال١ و اهلاندر لارسن،

داد. کاهش را بعدی چند اختیارهای قیمت�گذاری برای شعاعͬ پایه�ای توابع روش محاسبات انجام برای لازم

دلخواهͬ بعد هر برای را آن مͬ�توان که آوردند دست به بلͷ-شولز معادله حل برای الͽوریتم ͷی همچنین آنها

گرفت. کار به

معامله�ها اختیار ٣.١

معامله�های اختیار با مرتبط مفاهیم سپس و مͬ�پردازیم معامله اختیار از تعریفͬ ارائه به ابتدا قسمت این در

مͬ�کنیم. بیان را پایانامه این در نیاز مورد

را اجبار نه و اختیار این دارنده�اش به که است قراردادی معامله اختیار معامله) (اختیار .١.٣.١ تعریف

که T زمان بفروشد. یا بخرد K قیمت با را نظر مورد دارایͬ آینده، در T شده�ی تعیین زمان در تا مͬ�دهد

آن با باید که K قیمت و مͬ�نامند انقضا تاریخ یا سررسید زمان را پذیرد انجام مͬ�تواند خرید(فروش) آن در

آمده بورس سهام آن اساس بر که دارایͬ بالاخره، مͬ�نامند. توافقͬ قیمت را پذیرفت صورت خرید(فروش)

مͬ�نامند. پایه دارایͬ را است شده تشͺیل معامله اختیار در

معامله اختیار انواع ١.٣.١

مطرح معامله اختیار سررسید نظر از سپس فروشو یا خرید حق نظر از معامله اختیار انواع ابتدا قسمت این در

دارد وجود معامله اختیار نوع دو کلͬ طور به مͬ�گردد.
١Larsson, K. Åhlander, and A. Hal
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با و معینͬ تاریخ در را دارایͬ تا مͬ�دهد را حق این آن، دارنده�ی به قرارداد این خرید: اختیار قرارداد -١

نماید. خریداری مشخصͬ قیمت

قیمت با و معین تاریخ در دارایͬ ͷی فروش حق آن، دارنده�ی به قرارداد این فروش: اختیار ٢-قرارداد

مͬ�دهد. را مشخص

مͬ�کنیم: تعریف زیر در را آمریͺایͬ و اروپایͬ نام به معامله�ها اختیار انواع از نمونه دو

تاریخ در فقط را دارایͬ فروش یا خرید اختیار دارنده، به معامله اختیار نوع این اروپایͬ: معامله ١-اختیار

به یا اعمال حق سررسید، تاریخ تا دوره طول در معامله اختیار نوع این دارنده�ی بنابراین مͬ�دهد. سررسید

داشت. نخواهد را اختیار گذاشتن اجرا

هنͽام از را دارایͬ فروش یا خرید اختیار دارنده، به معامله اختیار نوع این آمریͺایͬ: معامله ٢-اختیار

قادر زمان طول در بیشتری آزادی با اختیار نوع این دارنده�ی بنابراین مͬ�دهد. سررسید تاریخ تا قرارداد انعقاد

است. اختیار اعمال به

معامله�ها اختیار بازدهͬ ٢.٣.١

اختیار نͽذاشتن یا گذاشتن اجرا به مورد در را درست تصمیم مͬ�توان معامله اختیار بازده�ی آوردن دست به با

است عبارت اروپایͬ) خرید اختیار ͷی در خرید موقعیت از حاصل خرید(بازده اختیار بازده�ی گرفت. معامله

از

max {ST −K, ۰} = (ST −K)+

است. معامله اختیار قرارداد در دارایͬ آن توافقͬ قیمت K و سررسید زمان در پایه دارایͬ قیمت ST آن در که

برای حق این گذاشتن اجرا به که است واضح معامله اختیار بازده�ی به توجه با ، ST ≥ K که صورتͬ در

اختیار بازده�ی مͬ�گذارد. اجرا به را معامله اختیار سرمایه�گذار، رو این از و شد خواهد سودمند آن دارنده�ی

صورت به نیز فروش

max {K − ST , ۰} = (K − ST )
+

۶
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خریدار بنابراین . ST ≤ Kکه مͬ�گذارد اجرا به را قرارداد صورتͬ در تنها فروش اختیار دارنده�ی و مͬ�باشد

که دارد انتظار فروش اختیار خریدار که حالͬ در یابد، افزایش پایه دارایͬ قیمت که است امیدوار خرید اختیار

یابد. کاهش پایه دارایͬ قیمت

معامله اختیار کاربرد ٣.٣.١

اختیار فروش فروشو اختیار خرید خرید، اختیار فروش خرید، اختیار خرید موضع چهار معامله�ها اختیار برای

کرد خلاصه زیر صورت به مͬ�توان را معامله اختیار استفاده موارد گرفت. نظر در مͬ�توان فروش

ͷریس مدیریت یا مالͬ ͷریس ١-پوشش

قیمت�ها تغییر هنͽام بازده�ی و منافع دادن افزایش برای ابزار این از استفاده و بازی ٢-بورس

معامله اختیار فروش طریق از درآمد ٣-ایجاد

مانع معامله��ی اختیار ۴.٣.١

خصوصیات از ͬͺی مͬ�شود. اشاره اختیارها از خاصͬ نوع درباره�ی مالͬ مفاهیم از بعضͬ به بخش این در

توسط که است متعارف غیر یا استاندارد غیر محصولات از زیادی تعداد وجود بورس از خارج مشتقات بازار

یا بدره از ͬͺکوچ بخش محصولات قبیل این معمولا که چند هر مͬ�شوند. ایجاد و ابداع مالͬ مهندسان

محصولات از بیشتر محصولات این سودآوری عموما چون حال این با مͬ�دهد، تشͺیل را سرمایه�گذاری سبد

دارند. سرمایه�گذاری ͷبان ͷی برای زیادی اهمیت لذا است استاندارد

جهت واقعا اوقات برخͬ مͬ�شوند. گرفته کار به متفاوتͬ اهداف برای استاندارد غیر محصولات نوع این

است مقرراتͬ یا قانونͬ حسابداری، مالیاتͬ، دلایل به بنا اوقات گاهͬ مͬ�روند. کار به ͷریس پوشش انجام

منظور به محصولات این اوقات گاهͬ مͬ�یابد. جذاب�تر را استاندارد غیر محصولات خزانه�داری، مدیر که

مͬ�شوند. طراحͬ آینده در بازار اساسͬ متغیرهای احتمالͬ حرکات مورد در خزانه�داری مدیر دیدگاه انعͺاس

ممͺن است، شده طراحͬ سرمایه�گذار ͷبان توسط که استاندارد غیر یͷمحصول که مͬ�آید پیش مواقع برخͬ

٧
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برسد. نظر به هست، آن�چه از جذاب�تر خزانه�داری مدیر ͷی برای ظاهر در است

معامله اختیار مͬ�توان قرارداد عمر طول از زمانͬ هر در استاندارد، آمریͺایͬ اختیارمعامله قراردادهای در

اختیار قراردادهای از دسته آن عمل در است. یͺسان اعمال قیمت همواره و گذاشت اجرا به و کرد اعمال را

برای ندارند. را استاندارد ویژگͬ�های این همیشه مͬ�شوند، ستد و داد بورس از خارج بازارهای در که معامله�ای

کرد اشاره زیر موارد به مͬ�توان مثال

امͺان�پذیر زمان از متناهͬ مجموعه�ای در فقط قرارداد، سررسید موعد از زودتر اعمال است ممͺن الف-

مͬ�نامند. برمودان را معامله اختیار صورت این در باشد،

باشد. جایز قرارداد عمر طول از بخشͬ در فقط است ممͺن قرارداد، سررسید موعد از زودتر اعمال ب-

یابد. تغییر قرارداد عمر طول در توافقͬ قیمت است ممͺن پ-

معامله�های اختیار مͬ�گیرد. قرار بررسͬ مورد مانع اختیار نام به معامله اختیارهای از نوعͬ پژوهش این در

هستند. معمولͬ معامله�های اختیار شبیه جهات بعضͬ از که عجیب�اند معامله�های اختیار از گونه�ای مانع

است زیر صورت به معامله�ها اختیار نوع این کلͬ تعریف

به دارایͬ قیمت آیا که دارد این به ͬͽبست آنها عایدی تابع که معامله اختیارهای از گونه�ای به .٢.٣.١ تعریف

مͬ�شود. گفته مانع معامله اختیار مͬ�کند، تجاوز آن از یا و مͬ�رسد (مانع) شده تعیین پیش از مقدار ͷی

ͷریس به نسبت خنثͬ احتمال اندازه ۴.١

اندازه سپس و مͬ�کنیم بیان را براونͬ حرکت برای گیرسانو١ قضیه تعریف، چند ذکر از پس بخش این در

مͬ�نماییم. تعریف را ریسͷ-خنث٢ͬ

و اندازه�پذیر تابع اگر هستند. (Ω,F)اندازه�پذیر فضای روی اندازه دو Q و P کنید فرض .١.۴.١ تعریف

که باشد داشته وجود چنان fͬنامنف

Q(A) =

∫
A

f (ω) dP (ω), ∀A ∈ F

١ Girsanov Theorem
٢ Risk-Natural Measure

٨
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طور به مͬ�گویند. P به نسبت پیوسته مطلقا را Q و مͬ�نامند P به نسبت Q چͽالͬ تابع را f صورت، این در

تابع چنین که آن شرط به ، g یعنͬ ،Q به نسبت Pرا چͽالͬ تابع Q جای به P نقش تغییر با مͬ�توان مشابه

کرد. معرفͬ باشد، موجود نامنفͬ�ای و اندازه�پذیر

(Ω,F)اندازه�پذیر فضای روی احتمال اندازه�ی دو Q Pو کنید فرض معادل): (اندازه�های .٢.۴.١ تعریف

اندازه�های را Q و P آنͽاه باشد، پیوسته مطلقا P به نسبت نیز Q و پیوسته Qمطلقا به Pنسبت اگر باشند.

گویند. معادل احتمال

مثبت احتمال با سرمایه گذاشتن بدون بتوان معامله ͷی جریان در اگر آربیتراژ): (فرصت .٣.۴.١ تعریف

فرصت معامله این در که گوییم صورت این در شد، متحمل ضرری صفر احتمال با و آورد دست به را درآمدی

دارد. وجود آربیتراژ

فضای روی براونͬ ,wt}حرکت ۰ ≤ t ≤ T} فرضکنیم براونͬ): حرکت برای گیرسانو (قضیه .۴.۴.١ قضیه

ͷی ۰ ≤ t ≤ T ازای به Θ(t) کنید فرض باشد. براونͬ حرکت این برای پالایه ͷی Ft و (Ω,F , P ) احتمال

شود تعریف زیر صورت وZ(t)به باشد سازگار فرآیند

Z (t) = e
−

t∫
۰
Θ(u)dw(u)− ۱

۲

t∫
۰
Θ۲(u)du

باشیم داشته همچنین و

w̃ (t) = w (t) +

t∫
۰

Θ(u) du and E

 T∫
۰

Θ۲ (u)Z۲ (u) du

 <∞

فرآیند قبل در شده تعریف P احتمال اندازه تحت و E(Z) = ۱ صورت این در .Z = Z(T میدهیم( قرار

است. براونͬ حرکت ͷی {ŵt, ۰ ≤ t ≤ T}

مستقل نموهای جمله از ویژگͬ�هایش با را آن مͬ�کنیم، تعریف را wt مانند براونͬ حرکت ͷی که هنͽامͬ

زمانͬ لذا برمͬ�گردند. Ω فضای روی P احتمال اندازه به ویژگͬ�ها این مͬ�شناسیم. نرمال توزیع دارای و مانا و

نیست. براونͬ حرکت P احتمال اندازه به نسبت که است این منظور نیست براونͬ wtحرکت که مͬ�گوییم که

براونͬ حرکت آن به نسبت wt که دارد Ωوجود روی دیͽری احتمال اندازه�ی آیا که مͬ�آید پیش سوال این حال

٩
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-ͷریس اندازه نام آن به و است شده تعریف گیرسانو قضیه�ی توسط احتمال این و است مثبت جواب باشد؟

P̂که ریسͷ-خنثͬ اندازه�ی به Pͬاصل اندازه�ی تغییر با که مͬ�کند بیان گیرسانو قضیه همچنین مͬ�دهند. خنثͬ

که داد تغییر گونه�ای به را نظر مورد فرآیند رانش جمله مͬ�توان مͬ�آید دست به رادون-نیͺودیم مشتق توسط

شود. P̂مارتینͽل جدید اندازه�ی تحت اکنون نبوده Pمارتینͽل اندازه�ی تحت قبلا که فرآیندی

کرده تعریف را زیر تنزیل١ فرآیند مͬ�پردازیم ریسͷ-خنثͬ اندازه از دقیقͬ تعریف به حال

D (t) = e
−

t∫
۰
R(u)du

باشد. سازگار R(t) بهره�ی نرخ فرآیند مͬ�کنیم فرض آن در که

باشد برقرار زیر شرایط گاه هر مͬ�شود گفته ریسͷ-خنثͬ اندازه ، P̂ احتمال اندازه ͷی .۵.۴.١ تعریف

(P̂ (A) = اگر۰ تنها و اگر P (A) = ۰،A ∈ F هر برای یعنͬ ) باشند معادل Pاندازه�های و P̂ (١

باشد. مارتینͽل ͷیi = ۱, ...,m هر ازای به si(t)D(t)شده تنزیل سهام قیمت ، P̂ اندازه تحت (٢

اندازه ͷی که ندارد وجود آربیتراژ فرصت هنͽامͬ تنها که مͬ�رسیم مهم بسیار نتیجه این به بنابراین

نیز معادل مارتینͽل اندازه ، ریسͷ-خنث٢ͬ اندازه همچنین باشد. P̂موجود به نسبت خنثͬ ͷریس احتمال

مͬ�شود. نامیده

لوی فرآیندهای ۵.١

Xمسیرهای تصادفͬ فرآیند گوییم مͬ�گیریم، نظر در را (Ω,F ,F, P Xروی( تصادفͬ فرآیند تعریف١.۵.١.

به متعلق ،Ω۰ هرگاه است، ٣RCLL فرآیند مͬ�نویسیم اختصار به و دارد چپ حد دارای و پیوسته راست از

t > ۰ برای و پیوسته راست از t ≥ ۰ برای Xt (ω) مسیر و P (Ω۰) = ۱ که باشد داشته وجود گونه�ای به F

باشد. متناهͬ چپ حد دارای

دارای هرگاه است، لوی فرآیند (d ∈ N) Rd در مقادیری با X = (Xt)t≥۰ تصادفͬ فرآیند .٢.۵.١ تعریف

باشد. زیر های ویژگͬ
١ Discount Process
٢Equivalent Martingle Measure
٣Right Continuous with Left Limit

١٠



قضیه�ها و تعریف�ها .١ فصل

.( P (X۰ = ۰) = ۱ ) شود شروع صفر از ͷی احتمال با .١

۰ ≤ t۰ ≤ t۱ ≤ · · · ≤ tn و n ∈ N تمام برای دیͽر عبارت به یا باشد. مستقل نموهای Xدارای فرآیند .٢

باشند. مستقل Xtn −Xtn−۱ و . . . ، Xt۱ −Xt۰ ، Xt۰ تصادفͬ متغیرهای

باشیم: داشته معادل طور به یا باشد. مانا نموهای دارای فرآیند .٣

Xt+s −Xs
d
= Xt −X۰, s, t ≥ ۰

باشیم: داشته معادل طور به یا است ١ پیوسته احتمال در فرآیند .۴

∀t ≥ ۰, ∀ε > ۰, lim
s→t

P (|Xs −Xt| > ε) = ۰

باشد. RCLL ͷی احتمال با .۵

گرفت. نظر در (۵) و (٣) ،(١) شرایط از ای نتیجه عنوان به را (۴) شرط توان مͬ فوق شرط بیان در

کنید. مراجعه (١٩٩٩) ساتو به بیشتر جزئیات مشاهده برای

اگر مͬ�شود، نامیده پذیر بارتقسیم بینهایت Rd در مقادیری با Z تصادفͬ متغیر به مربوط µ احتمال توزیع

Z۱,n تصادفͬ متغیرهای از ٢ i.i.d. (دنباله باشد داشته وجود µn مثل دیͽری احتمال توزیع ،n ∈ N هر برای

که طوری به باشد) داشته وجود µn توزیع با Zn,n ،...و

µ = µ∗nn (Z
d
= Z۱,n + ...+ Zn,n)

تقسیم�پذیر بار بینهایت Xt توزیع ثابت، و t > ۰ هر برای که مͬ�شود نتیجه سادگͬ به لوی فرآیند تعریف از

گونه�ای به را (Xt)t≥۰ لوی فرآیند باشد تقسیم�پذیر بار بینهایت که µ احتمال اندازه هر برای برعͺس و است

.L (X۱) = µ که کرد انتخاب مͬ�توان

Rd در مقادیری با لوی تصادفͬ فرآیند ͷی (Xt)t≥۰ کنید فرض ( ٣ چین لوی-خین (فرمول .٣.۵.١ قضیه

و متقارن ماتریس شامل لوی، فرآیند تایͬ سه مشخصه نام به (AX ,ΠX , γX) یͺتای تایͬ سه آن�گاه باشد.
١continuous in probability
٢independent and identically distributed
٣Levy-Khintchine formula
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شرط با Rd \ {۰} روی لوی) اندازه نام (به ΠX اندازه�ی ، (AX)d×d نامنفͬ ∫معین
Rd

min
{
|x|۲ ,۱

}
ΠX (dx) <∞ (١.١)

که دارد وجود گونه�ای به γX ∈ Rd ثابت و

E
[
eizXt

]
= etψX(z) (٢.١)

که طوری به

ψX (z) =
−۱

۲
⟨z,AXz⟩+ i ⟨γX , z⟩+

∫
Rd

(
−۱ + ei⟨z,x⟩ − i ⟨z, x⟩۱|x|≤۱

)
ΠX (dx) (٣.١)

است. X نمایͬ مشخصه

اندازه و (AX)d×d نامنفͬ معین و متقارن ماتریس شامل (AX ,ΠX , γX) تایͬ سه هر ازای به برعͺس، و

در یͺتا لوی فرآیند ، γX ∈ Rd ثابت و
∫
Rd min

{
|x|۲ ,۱

}
ΠX (dx) < ∞ شرط با Rd \ {۰} روی ΠX

دارد. وجود کند، صدق ٣.١ و ٢.١ در که گونه�ای به ١ توزیع

.[١٩٩٩ [ساتو، اثبات.

گرما معادله ۶.١

انتشار معادله�ی کلͬ شͺل از معادله این مͬ�شود. معرفͬ گرما خطͬ غیر بعدی ͷی معادله�ی بخش این در

مͬ�آید دست به است، زیر صورت به که گرما دهنده�ی انتقال جسم

g (x)ut = (f (u)ux)x + h (u)ux (۴.١)

مͬ�شوند. گرفته کار به شیمͬ و مهندسͬ ،ͷفیزی در زیادی مفاهیم مدل�سازی برای (۴.١) شͺل به معادلاتͬ

اگر مͬ�کند. بیان را همͽن غیر فضای ͷی در آب انتقال معادله، این باشد g (x) = ۱ ،(۴.١) معادله�ی در اگر

توصیف را هموار سطح روی سیال مرزی لایه�ی ͷی از ایستایͬ حرکات معادلات نوع این باشد، h(u) = ۰

خطͬ غیر معادله�ی آن�گاه باشد، برقرار هم�زمان h(u) = ۰ و g (x) = ۱ ،(۴.١) معادله�ی در اگر حال مͬ�کنند.

مͬ�شود حاصل است، زیر صورت به که حرارت

.ut = (f (u)ux)x (۵.١)
١unique up to identity in law
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مͬ�آید دست به زیر صورت به (۵.١) معادله در f(u) = ۱ دادن قرار با گرما خطͬ معادله�ی

ut = uxx (۶.١)

میزان آن در و مͬ�کند توصیف را ماده ͷی در گرما انتقال که است جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله ͷی که

است. دما گرادیان با متناسب حرارت جریان

متناهͬ تفاضلات روش ٧.١

است. شده اشاره است جزئͬ دیفرانسیل معادله ͷی که گرما معادله�ی حل به مواردی در دوم، فصل در

معادله که است بهتر بنابراین است، ساده�تر بلͷ-شولز جزئͬ دیفرانسیل معادله از گرما معادله اوقات بعضͬ

عددی حل به بخش این در لذا کرد. تبدیل بعدی ͷی گرمای معادله ͷی به را بلͷ-شولز جزئͬ دیفرانسیل

مͬ�شود. پرداخته متناهͬ مشتقات روش�های با معادلات این

است زیر صورت به بعدی ͷی گرمای معادله

uτ − κuxx = ۰ (٧.١)

زیر ابتدایͬ شرط با ، ۰ ≤ τ ≤ T و a ≤ x ≤ b برای

u(x, ۰) = f(x) (٨.١)

است زیر صورت به نیز آن مرزی شرط و

u (a, τ) = g (τ) (٩.١)

u (b, τ) = h (τ) (١٠.١)

D = {a ≤ x ≤ b; ۰ ≤ پیوسته دامنه با گسسته شبͺه ͷی باید متناهͬ تفاضل روش گرفتن کار به برای

مساوی بازه�ی Mزبر که است صورت این به گسسته شبͺه�های اکثر اساسͬ ساختار کرد. تعریف را τ ≤ T}

١٣
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روی زیر شبͺه�ی ترتیب بدین مͬ�شود. گرفته نظر در x محور روی مساوی بازه�ی زیر N و τ محور روی

مͬ�آید دست به [a.b]× [۰, T ]

D̄ =


xj = a+ (j − ۱)∆x;∆x =

b− a

N
; j = ۱, ..., N + ۱

τk = ۰ + (k − ۱)∆τ ;∆τ =
T − ۰

M
; k = ۱, ...,M + ۱

 (١١.١)

در که است شده استفاده شبͺه ͷی از مثال برای بخش، این در متناهͬ تفاضل ͷنیͺت دادن نشان برای

به برای هستند. مرزی شرایط نشان�دهنده�ی ͹پررن خطوط شͺل این در است. شده داده نشان (١.١) شͺل

شود نوشته تفاضلͬ معادله�ی ͷی صورت به نیز زیر دیفرانسیل عملͽر باید متناهͬ تفاضل روش گرفتن کار

L (u) = uτ − κuxx = ۰ (١٢.١)

است. شده گسسته�سازی تقریبͬ مقدار Uj,k و u(x = xj , τ = τk) دقیق مقدار uj,k بعد، بخش در

شبͺه�بندی مثال :١.١ شͺل

١۴
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صریح گسسته�سازی ١.٧.١

زمان در شبͺه، نقاط تمام مͬ�کند. استفاده زمان در پیشرو تفاضل تقریب�های از تنها روشگسسته�سازیصریح

گسسته�سازی روش است. زمان آن در شبͺه روی جواب�های تمام شامل که دارد نام زمانͬ برش ͷی τ = t

به�صورت قبلͬ زمان نقاط از کنونͬ، برش روی زمان هر در PDE جواب�های که مͬ�دهد را امͺان این صریح

شبͺه، از (xj , τk) نقطه در PDE گسسته�سازی برای مͬ�شود. آورده دست به فعلͬ، برش نقطه هر از مستقل

تفاضل تقریب و ∂u(xj , τk)
∂τ

عبارت اولین برای پیشرو تفاضل تقریب از مͬ�شود، گفته مرجع نقطه آن به که

مͬ�شود. استفاده ،∂
۲u(xj , τk)

∂x۲
پخش، عبارت برای مرکزی

است زیر به�صورت اول عبارت پیشرو تفاضل تقریب

∂u(xj , τk)

∂τ
=
uj,k+۱ − uj,k

∆τ
+O(∆τ)

است زیر به�صورت نیز دوم عبارت مرکزی تفاضل تقریب و

∂۲u(xj , τk)

∂x۲
=
uj−۱,k − ۲uj,k + uj+۱,k

∆x۲
+O(∆x۲)

مͬ�شوند. آورده دست به (xj , τt) نقطه در زیر معادلات بنابراین

uτ (xj , τk)− κuxx(xj , τk) = ۰

uj,k+۱ − uj,k
∆τ

− κ
uj−۱,k − ۲uj,k + uj+۱,k

∆x۲
= O(∆x۲) +O(∆τ)

مͬ�آید دست به زیر رابطه�ی و مͬ�شود استفاده uj,k برای تقریب این از

Uj,k+۱ − Uj,k
∆τ

− κ
Uj−۱,k − ۲Uj,k + Uj+۱,k

∆x۲
= ۰ (١٣.١)

برای مͬ�شود. O(∆x۲) + O(∆τ) مرتبه از خطا ͷی به منجر گسسته�سازی این مͬ�شود مشاهده طوریͺه به

شرایط زمان این در کرد. شروع را کار τ = ۰ نقطه از باید مسئله، دامنه روی (xj , τk) نقطه در PDE حل

به�طوریͺه شبͺه، روی PDE حل برای ترتیب بدین مͬ�کند. تعیین را نقاط همه در PDE جواب ابتدایͬ،

نشان روش این در شبͺه�بندی (٢.١) شͺل در مͬ�شود. گرفته کار به صریح متناهͬ تفاضل روش τ = △τ

١۵
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است. شده داده

صریح متناهͬ تفاضل روش در شبͺه�بندی :٢.١ شͺل

توخالͬ نقاط ابتدایͬ، شرایط نشان�دهنده�ی تیره خطوط مرزی، شرایط دهنده نشان سیاه ͹پررن خطوط

دایره�های هستند. مͬ�شود، استفاده آنها از زمانͬ برش اولین در PDE محاسبه برای که مقادیری نشان�دهنده

توجه باید آوریم. دست به جواب ͷی آنها برای مͬ�خواهیم که هستند شبͺه روی نقاطͬ نشان�دهنده�ی نیز توپر

PDE کردن حل برای دارد. ͬͽبست گذشته دوره مقادیر به فقط فعلͬ زمانͬ برش در PDE حل که داشت

نقطه به تا گرفت کار به بازگشتͬ صورت به را ͷنیͺت این مͬ�توان سادگͬ به شبͺه تمام روی (xj , τk) نقاط در

دوره از شبͺه نقطه�ی هر در جواب برای متناهͬ تفاضل معادلات بازچینͬ با خاص، حالت در رسید. τ = T

(١٣.١) رابطه حالت این در کرد. برشحل ͷی نقاط تمام برای هم�زمان به�طور را PDE مͬ�توان قبلͬ، زمانͬ

١۶


