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پیشگفتار

-R ،M و آن از ایده�آلی I نوتري حلقه�اي R اگر کرد: مطرح را سؤال این هونیکه١ [15] مرجع در
Hهمواره i

I(M) موضعی مدول کوهمولوژي وابسته اول ایده�آل�هاي مجموعه آیا باشد، مولد متناهی مدولی
است؟ متناهی

مثال: عنوان به شد. داده منفی پاسخ سؤال این به مورد چند در سپس

آنگاه باشد، R = Z[u, v, w, x, y, z]/(ux + vy + wz) اگر کرد ثابت سینگ٢ [40] مرجع در .1
است. نامتناهی H۳

(x,y,z)(R) وابسته اول ایده�آل�هاي مجموعه

اگر کرد ثابت [19] مرجع در کاتزمن٣ .2
R = K[s, t, u, v, x, y]/(su۲x۲ − (s+ t)uxvy + tv۲y۲)

است. نامتناهی H۲
(x,y)(R) وابسته اول ایده�آل�هاي مجموعه آنگاه باشد

ایده�آل�هاي مجموعه آنها در که دادند ارائه را مثال�هایی [41] مرجع در سینگ و سوانسون۴ انجام سر .3
است. نامتناهی H i

I(R) وابسته اول

کرد. تغییر زیر صورت به را سؤال آن، به منفی پاسخ�هاي پی در
این با معادل سؤال این است؟ متناهی همواره موضعی مدول�هاي کوهمولوژي تکیه�گاه مینیمال عناصر آیا
با همواره مدول�ها�) (یا نوتري حلقه�هاي از موضعی مدول�هاي کوهمولوژي تکیه�گاه آیا بگوییم: که است
کلی حالی در سؤال این .(�8-4-1 (�قضیه است؟ Spec(R) از بسته مجموعه�اي زیر زاریسکی۵ توپولوژي
مثبت پاسخ سؤال این به که است مواردي بررسی نامه پایان این در ما اصلی هدف است. نشده حل تاکنون

می�دهند.
آنها از برخی به زیر در که داد مثبت پاسخ سؤال این به می�توان 7-4-1 قضیه کمک به مورد چند در
وابسته اول ایده�آل�هاي مجموعه اگر R نوتري حلقه روي که، می�کند بیان 7-4-1 قضیه می�کنیم. اشاره

است. بسته آن تکیه�گاه آنگاه باشد، Mمتناهی R-مدول

i ≥ o هر ازاي به آنگاه باشد، آن از ایده�آلی I و میدان یک شامل منظم و موضعی حلقه�اي R اگر .1
یک شامل منظم و موضعی حلقه�هاي براي [17] مرجع در واقع در است. بسته H i

I(R) تکیه�گاه
با میدان یک شامل منظم و موضعی حلقه�هاي براي [23] مرجع در و p > o مشخصه با میدان
١Huneke ٢Sing ٣Katzman ۴Swanson ۵Zariski toplplogy

پ



وابسته اول ایده�آل�هاي مجموعه I ایده�آل هر و i ≥ o هر ازاي به می�شود، ثابت صفر مشخصه
است. متناهی H i

I(R)

هر و I ایده�آل هر ازاي به آنگاه باشد، آمیخته٢ مشخصه با منظم و موضعی متحد١ حلقه�اي R اگر .2
می�شود. ثابت [24] مرجع در مطلب این است. بسته H i

I(R) تکیه�گاه i ≥ o

تعداد داراي نیست مولد متناهی که موضعی مدول کوهمولوژي اولین می�شود ثابت [4] مرجع در .3
ببینید). را سوم فصل از 5-3 (گزاره است وابسته اول ایده�آل متناهی

،i ∈ {o, ۱} براي آنگاه باشد، آن از ایده�آلی I و نوتري Rحلقه�اي اگر می�کنیم ثابت سوم فصل در .4
مجموعه ،i = dim(R)− ۱ حلقه) بودن موضعی حالت (در یا i = dim(R) , i = grade(I, R)

است. بسته آن تکیه�گاه نتیجه در و متناهی H i
I(R) به وابسته اول ایده�آل�هاي

همواره موضعی٣ مدول کوهمولوژي آخرین تکیه�گاه آیا بدانیم: را سؤال این پاسخ علاقه�مندیم بویژه
هر ازاي به و H i

I(R) ̸= o هرگاه گوییم موضعی مدول کوهمولوژي آخرین را H i
I(R))� است؟ بسته

مثال عنوان به است. شده داده مثبت پاسخ مورد چند در نیز سؤال این به .(Hj
I (R) = o ،j > i

کوهمولوژیکی۴ بعد با ایده�آلی I و نوتري Rحلقه�اي اگر ثابتمی�کنیم، 8-1-3 قضیه در سوم فصل در .1
H۲
I(M) تکیه�گاه M مولد متناهی R-مدول هر ازاي به آنگاه ببنید) را 1-3-2 (�تعریف باشد دو

است. بسته

(�یعنی استاندارد ساختار با مدرج حلقه�اي R اگر می�دهیم، نشان 11-1-5 قضیه در پنجم فصل در .2
مدول کوهمولوژي آخرین تکیه�گاه آنگاه باشد، مولد متناهی و مدرج R-مدولی ،M و (�R = Ro[R۱]

است. بسته همواره R+ = ⊕
i≥۱
Ri ایده�آل به نسبت M از موضعی

تصویر Ro که باشد گونه�اي به R نوتري و N-مدرج حلقه� اگر کرد، ثابت کاتزمن [20] مرجع در .3
Hn
R+

(R) تکیه�گاه آنگاه شود، تولید همگن عنصر n توسط R+ و صحیح حوزه یک همریخت
است. بسته

p > o مشخصه با حلقه�اي R اگر کرد، ثابت [20] مرجع در لیوبزنیک از استدلالی کمک به کاتزمن .4
12-3-3 قضیه در است. بسته Hn

I (R) تکیه�گاه آنگاه باشد، عنصر n توسط شده تولید ایده�آلی I و
داد. خواهیم تعمیم را مطلب این

١unramified ٢mixed characteristic ٣top local cohomology module ۴cohomological

dimension

ت



است. نشده حل تاکنون هستند صفر مشخصه با میدان یک شامل که حلقه�هایی براي (4) مسأله البته
عنصر سه توسط شده تولید ایده�آلی I و صفر هم�مشخصه١ با موضعی حلقه�اي (R,m) اگر همچنین
ما براي هنوز H۳

I (R) تکیه�گاه بودن بسته ،pd(R/I) = grade(R/I,R) = ۲ که طوري به باشد
ایده�آل براي آنگاه شود، ثابت H۳

I (R) تکیه�گاه بودن بسته اگر از 25-4 نتیجه به توجه با نیست. مشخص
بود. خواهد بسته نیز Hn

J (R) تکیه�گاه n ≥ ۶ آن در که J = (x۱, . . . , xn)

می�آورند. فراهم نیز زیر سؤال براي مثبتی پاسخ�هاي فوق (4) تا (1) موارد
آیا باشد. عنصر n توسط شده تولید ایده�آلی I و مولد متناهی R-مدول یک M نوتري، Rحلقه�اي اگر

است؟ بسته Hn
I (M) تکیه�گاه

باشد، n = ۱ اگر شود. داده Mپاسخ = R براي سؤال این به کافیست می�کنیم، ثابت 3-1-3 گزاره در
از 6.11 نتیجه در هاکستر٢ توسط نیز باشد n = ۲ که حالتی است. بسته H ۱

I(R) تکیه�گاه که است بدیهی
قضیه اثبات براي که تکنیکی متأسفانه داد. خواهیم تعمیم آنرا ���8-1-3 قضیه در که شد، ثابت [13] مرجع

نیست. کارساز اساسی تغییرات بدون بالاتر کوهمولوژیکی بعد براي می�بریم، کار به 8-1-3
که باشد گونه�اي به M مولد متناهی R-مدول اگر می�کنیم،� ثابت 10-4-3 گزاره در n = ۳ حالت براي
I ایده�آل هر ازاي به آنگاه باشد، بسته H۳

I (M) تکیه�گاه عنصر سه توسط شده تولید I ایده�آل هر ازاي به
است. بسته Hn

I (M) تکیه�گاه عنصر n توسط شده تولید
M و چهار حداکثر بعد با نوتري و موضعی حلقه�اي R اگر می�دهیم نشان (3) فصل از دوم بخش در
است بسته H i

I(M) تکیه�گاه I ایده�آل هر و i ≥ o هر ازاي به آنگاه باشد، مولد متناهی R-مدول یک
را p مشخصه با حلقه�هاي روي لیوبزنیک٣ نتیجه از تعمیمی (3) فصل از سوم بخش در .(8-2-3 (گزاره

.(12-3-3 (قضیه کردیم آن به اشاره�اي بالا در که می�کنیم ثابت
می�کنیم: ثابت را 20-4 قضیه از زیر نتیجه باشد صفر مشخصه از میدان یک شامل R اگر

درآیه�هایی Aبا مانند ۲×۳ ماتریسی آنگاه .n ≥ ۶ که باشد، عنصر nتوسط شده تولید ایده�آلی I فرضکنید
شده تولید ایده�آل I۲(A) آن در که باشیم داشته را Hn

I (R)
∼= H۳

I۲(A)
(R) یکریختی که دارد وجود R از

کرد فرض می�توان آنگاه باشد grade(I, R) ≥ ۲ اگر به�علاوه است. Aماتریس از ۲× ۲ کهادهاي توسط
با ارتباط در بویژه دارد، جالبی نتایج قضیه این .pd(R/I۲(A)) = ۲ درنتیجه و grade(I۲(A), R) ≥ ۲

.(20-4 (مثال دید خواهیم آنرا نتایج هارتشرن مثال�
مدرج Rحلقه�اي اگر می�دهیم، نشان ناگاتا۴ توپولوژیکی محک کمک به (5) فصل از دوم بخش در
هر ازاي به H i

R+
(M) تکیه�گاه آنگاه باشد، دو حداکثر Ro بعد که گونه�اي به باشد، استاندارد ساختار با

گزاره در .(12-2-5 (گزاره است Mبسته مانند کوهن-مکالی و مولد متناهی مدرج R-مدول هر و i ≥ o

١equicharacteristic ٢Hochster ٣Lyubeznik ۴topological Nagata criterion

ث



باشد، داشته ماکسیمال ایده�آل متناهی تعداد داراي و سه حداکثر بعد با Ro اگر می�دهیم نشان نیز 13-2-5
بسته H i

R+
(M) تکیه�گاه i ≥ o هر و M کوهن-مکالی و مولد متناهی مدرج R-مدول هر ازاي به آنگاه

است.

ج



نمادها و نشانه�ها فهرست

R حلقه اول ایده�آل�هاي مجموعه Spec(R)

R حلقه ماکسیمال ایده�آل�هاي مجموعه Max(R)
M مدول تکیه�گاه Supp(M)

M مدول صفر علیه�هاي مقسوم تمام مجموعه ZD(M)
M مدول صفر علیه�هاي مقسوم غیر تمام مجموعه NZD

M مدول به وابسته اول ایده�آل�هاي مجموعه Ass(M)
M مدول پوچساز Ann(M)

I ایده�آل واریته V (I)
زیرمجموعه ⊆

مستقیم جمع حاصل ⊕
تانسوري حاصلضرب ⊗

اجتماع ∪
اشتراك ∩

M در I رتبه grade(I,M)
M عمق depth(M)

M مدول بعد dim(M)

I ایده�آل ارتفاع htI
صحیح اعداد مجموعه Z
M مدول انژکتیو بعد id(M)

M مدول پروژکتیو بعد pd(M)
یکریختی ∼=

بالا کران کوچکترین sup
پایین کران بزرگترین inf

یکتا تجزیه حوزه UFD
M مدول طول l(M)

برداري فضاي بعد vdim
f همریختی هسته�ي Ker(f)

f همریختی (برد) تصویر Im(f)
مستقیم حد lim−→

I ایده�آل کوهمولوژیکی بعد cd(I)

M مدول به نسبت I ایده�آل کوهمولوژیکی بعد cd(I,M)

آنها بین R-همریختی�هاي و R-مدول�ها رسته C(R)
N و M R-مدول�هاي بین R-همریختی�هاي تمام مجموعه HomR(M,N)

M مدول شده کامل M̂
M مدول انژکتیو پوشش E(M)

چندجمله�اي �حلقه K[x۱, . . . , xn]
M مدول ساکل Soc(M)

چ



١ فصل

نیازها پیش



شده�اند. گرفته نظر در یکدار و جابه�جایی نامه پایان این در حلقه�ها تمامی

ͳجا�به�جای جبر از ͳقضایای و مفاهیم ١-١

نماد با را M ت΋یه�گاه باشد، دلخواه R-مدول Έی M کنید فرض (تکيه�گاه١). تعریف١-١-١

زیر صورت به و داده نمایش (�SuppR(M) با کنیم تاکید مربوطه حلقه بر بخواهیم (�اگر Supp(M)

م�ͳکنیم� تعریف

Supp(M) = {p ∈ Spec(R) :Mp ̸= o}.

معادل�اند. زیر اح΋ام صورت این در باشد. R-مدول Έی M کنید فرض .١-١-٢ لم

،M = o .١

،Supp(M) = ∅ ͳیعن Mp = o ،p ∈ Spec(R) هر ازای به .٢

. Mm = o ،m ∈ Max(R) هر ازای به .٣

. [٣٩] مرج΄ ١۵.٩ لم به شود رجوع برهان.

-R و R-مدول�ها از دقیق٢ دنباله�ای o −→ M ′ −→ M −→ M ′′ −→ o اگر .١-١-٣ گزاره

.Supp(M) = Supp(M ′) ∪ Supp(M ′′) آنΎاه باشد،� همریخت�ͳها

.Supp(
n
⊕
i=۱
Mi) =

n
∪
i=۱

Supp(Mi) باشد R-مدول�ها از خانواده�ای
{
Mi

}n
i=۱ اگر بویژه

.[٢] مرج΄ از ١.۵.۴ گزاره به شود رجوع برهان.

V (I) با را I واریته باشد. R از سره�ای ایده�آل I کنید فرض ايده�آل٣). يک (واريته تعریف١-١-۴

م�ͳکنیم� تعریف زیر صورت به و داده نمایش

V (I) = {p ∈ Spec(R) : I ⊆ p}.

آنΎاه باشد، مولد ͳمتناه ͳمدول-R ،M و نوتری حلقه�ای R اگر .۵-١-١ لم

Supp(M) = V (AnnR(M)).

١Support ٢exact sequence ٣variety

٢



.[٣٩] مرج΄ ٢٠.٩ لم به شود رجوع برهان.

با Mرا به نسبت R صفر علیه�های مقسوم همه Mمجموعه دلخواه R-مدول برای تعریف١-١-۶.

تعریف زیر صورت به و داده نمایش (�ZDR(M) با کنیم تاکید حلقه به بخواهیم (�اگر ZD(M) نماد

م�ͳکنیم

ZD(M) = {x ∈ R : xm = o باشیم، داشته M از x چون ناصفری عنصر ازای .{به

Mم�ͳنامیم. به Rنسبت علیه�هایصفر مقسوم غیر تمام مجموعه NZD(M)را = R\ZD(M) مجموعه

باشد. MیRΈ-مدول و نوتری حلقه�ای R فرضکنید وابسته١). اول های تعریف١-١-٧(ايده�آل

داشته وجود m ∈M چون ناصفری عنصر هرگاه Mگوییم به وابسته اول ایده�آل را R از p اول ایده�آل

(اگر Ass(M) نماد با را M به وابسته اول ایده�آل�های تمام مجموعه .p = AnnR(m) که باشد

لذا م�ͳدهیم. نمایش (AssR(M) با کنیم تاکید مربوطه حلقه بر بخواهیم

Ass(M) =
{
p ∈ Spec(R) : p = AnnR(x) باشیم، داشته M از x چون ناصفری عنصر ازای به

}
.

چون دقیقی دنباله اگر تنها و اگر p ∈ Ass(M) داد نشان می�توان سادگی به تعریف این با
باشد. داشته وجود o −→ R/p −→M

این در باشند. دلخواه ͳمدول�های-R ،M,N و نوتری حلقه�ای R کنید فرض .١-١-٨ گزاره

صورت�

.AssR(M) = ∅ اگر تنها و اگر M = o .١

است. ͳمتناه مجموعه�ای AssR(M) باشد، مولد ͳمتناه M اگر .٢

.AssR(N) ⊆ AssR(M) ⊆ AssR(N) ∪ AssR(M/N) آنΎاه باشد، N ⊆Mاگر .٣

.ZDR(M) =
∪

p∈AssR(M)

p .۴

.Ass(⊕
i∈Λ
Mi) = ∪

i∈Λ
Ass(Mi) باشد R-مدول�ها از خانواده�ای

{
Mi

}
i∈Λ اگر .۵

. [٢] مرج΄ از ١.٣ بخش به شود رجوع برهان.

زیر شرایط p ∈ Spec(R) هر ازای به باشد، R-مدول ،M و نوتری حلقه�ای R اگر .١-١-٩ گزاره

معادل�اند.
١associated prime ideals

٣



،p ∈ Supp(M) .١

.q ⊆ p باشیم داشته که دارد وجود q ∈ Ass(M) .٢

.[٢] مرج΄ از ١.۵.٨ گزاره به شود رجوع برهان.

اگر a, b ∈ R هر ازای به هرگاه گوییم، ١ͳابتدای را R حلقه از q سره ایده�آل تعریف١-١-١٠.

است. ͳابتدای ͳایده�آل اول ایده�آل هر که است ͳبدیه .b ∈ √
q باشیم داشته آنΎاه a /∈ q و ab ∈ q

ͳابتدای-p را q q√آنΎاه = p اگر است، اول ͳایده�آل√q آنΎاه باشد ͳابتدای ͳایده�آل q اگر همچنین

م�ͳنامیم.

به بتوان را I اگر باشد. R از سره�ای ایده�آل I کنید فرض ابتدايی٢). (تجزيه ١-١-١١ تعریف
√
qi = pi که به�طوری I =

n∩
i=۱
qi ͳیعن کرد، بیان ͳابتدای ایده�آل�های از ͳمتناه تعداد اشتراک صورت

گوییم مینیمال را ͳابتدای تجزیه این همچنین م�ͳنامیم. I برای ͳابتدای یΈتجزیه را اشتراک این آنΎاه

هرگاه�

باشند. متمایز ͳΎهم p۱, . . . , pn اول ایده�آل�های .١

.I ̸=
n∪
i=۱
i̸=j

qi ͳیعن
n∪
i=۱
i ̸=j

qi ⊈ qj باشیم داشته j = ۱, . . . , n هر ازای به .٢

تجزیه Έی √qi = pi ،i = ۱, . . . , n هر ازای به طوری΋ه به I =
n∩
i=۱
qi اگر .١-١-١٢ قرارداد

ͳسادگ به �صورت این در .ass(I) = {p۱, . . . , pn} م�ͳدهیم قرار آنΎاه باشد، I برای مینیمال ͳابتدای

.Min(I) = Minass(I) داد نشان م�ͳتوان

عناصر آنΎاه باشد�). ͳابتدای تجزیه Έی �(��دارای باشد پذیر تجزیه ͳایده�آل I اگر تعریف١-١-١٣.
۴ͳمحاط اول ایده�آل�های را ass(I) عناصر بقیه و منفرد٣ اول ایده�آل�های را Minass(I) مجموعه

ͳیعن باشد، ͳمحاط اول ایده�آل�های فاقد هرگاه گوییم مرتب۵ را I ایده�آل همچنین م�ͳنامیم.

.Minass(I) = ass(I)

کرد ثابت م�ͳتوان باشد R از ͳایده�آل I اگر .١۴-١-١ ن΋ته
√
I =

∩
p∈V (I)

p =
∩

p∈Min(I)

p =
∩

p∈ass(I)

p.

١primary ٢primary decomposition ٣isolated primes ۴embeded primes ۵unmixed ideal

۴



زنجیر بزرگترین طول را p ارتفاع باشد، R از اول ͳایده�آل p کنید فرض (ارتفاع١). تعریف١-١-١۵

نمایش ht p نماد با آنرا و کرده تعریف p۰ ⊊ p۱ ⊊ . . . ⊊ pn = p صورت به R اول ایده�آل�های از

م�ͳکنیم تعریف I دلخواه ایده�آل برای باشد نوتری R اگر همچنین م�ͳدهیم.

ht I = min{ht p : p ∈ V (I)}.

داد نشان م�ͳتوان ͳبه�سادگ تعریف این با

ht I = min{ht p : p ∈ Min(I)} = min{ht p : p ∈ ass(I)}.

این در .ht I = n و
√
I = I که باشد R نوتری حلقه از ͳایده�آل I کنید فرض .١۶-١-١ گزاره

و ht L = n که است مرتب ͳایده�آل L آن در که نوشت I = L ∩K صورت به م�ͳتوان را I صورت

.ht(L+K) ≥ n+ ۲ و ht K ≥ n+ ۱ که است ͳایده�آل K

م�ͳکنیم تعریف زیر صورت به را A مجموعه برهان.

A = {p ∈ Min(I) : ht p = n } = {p ∈ Minass(I) : ht p = n}.

شده خواسته شرایط در K و L م�ͳکنیم ادعا K =
∩

p∈Min(I)⧹A
p و L =

∩
p∈A

p م�ͳدهیم قرار حال

داریم حال .I = L ∩K که است ΀واض ١۴-١-١ ن΋ته به توجه با کنند. ͳم صدق

.Minass(L) = ass(L) = A پس است، L برای مینیمال ͳابتدای تجزیه Έی L =
∩
p∈A

p .١

.ht L = n لذا ht p = n ،p ∈ ass(L) هر ازای به همچنین است. مرتب ͳایده�آل L بنابراین

.ass(K) = Min(I)⧹A پس است، K برای مینیمال ͳابتدای تجزیه Έی K =
∩

p∈Min(I)⧹A
p .٢

.ht K ≥ n+ ۱ لذا ht p ≥ n+ ۱ آنΎاه باشد دلخواه p ∈ ass(K) اگر بنابراین

q۱ ∈ Min(I)\A و ht q ≥ n+ ۱ Kپس ⊆ q لذا باشد. دلخواه q ∈ V (L+K) فرضکنید .٣

q۲ ∈ A لذا L ⊆ q اما q = q۱ آنΎاه باشد، ht q = n+ ۱ اگر حال .q۱ ⊆ q که دارد وجود

نتیجه در .ht q ≥ n + ۲ پس q۱ ∈ Min(I) با است تناقض این و q۲ ⊊ q۱ که دارد وجود

.ht(L+K) ≥ n+ ۲

آنΎاه باشند،� Έی ارتفاع با ͳابتدای ͳایده�آل�های q۱, . . . , qn و UFD Έی R اگر .١-١-١٧ گزاره

م�ͳشود). تولید عنصر Έی توسط ) است ٢ͳاصل ͳایده�آل
n
∩
i=۱
qi

.[٢٨] مرج΄ از هفتم فصل از ٢٠.٣ تمرین به شود رجوع برهان.
١height ٢principal

۵


