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Abstract 

Let  𝐿 be a complete lattice, 𝑅 be a commutative ring with identity and let  𝑀 be an 𝑅-module. In 

this discretion, we  study  the  prime 𝐿-submodule of   𝑀  and  we  see  some  related  results  

about  it. Also we  study  normal fuzzy prime decomposition  and  some  related  results. 
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 پيش گفتار
 

. معرفي گرديد »مجموعه هاي فازي«در مقاله اي تحت عنوان  Lotfi zadehتوسط  1965فازي اولين بار در سال  نظريه

Lotfi zadeh  در اين نظريه، زير مجموعه فازي𝜇   از يك مجموعة غير تهي𝑋   را به عنوان يك تابع از 𝑋  0]به بازه, 1] 

  J. A. Goguen  1967در سال . [18]نموداين مقاله بينش جديدي در حوزه وسيعي از زمينه هاي علمي باز . معرفي كرد

  .[5]يك شبكه كامل است 𝐿كه در آن . تعميم داد 𝑋فازي از 𝐿 _ به زير مجموعه هاي  را 𝑋از   𝜇زير مجموعه فازي مفهوم 

 زير مجموعه فازي مقاله هاي بنيادي زيادي را در زمينه هاي مختلفبا استفاده از نظريه  Azriel Rosenfeld  1971در سال 

سال  در  . ]15[ مي نامند  فازي  جبر  پدررا  Rosenfeld   واقعدر . كردز جمله روي ساختارهاي جبري ارائه ارياضيات 

بعد از آن چندين محقق ديگر   و]. 7,8[بررسي كرد  مفهوم ايده آل فازي از يك حلقه را معرفي و W. J. Liu   1983و1982

 يك  فازي از  مدول هاي  نظريه زير  .به دست آوردند فازي 𝐿 _ و  مدول  𝑅از حلقه  فازي𝐿 _ نتايج جالبي روي ايده آل هاي 

 _ 𝑅 مدول𝑀   نخستين بار توسطNegoita  وRalescu 13[مطرح گرديد.[ Sidky را  فازي هايمدول  زير نظريه راديكال

اخيراً .   كردبررسي تحت عنوان مقاله اي مطرح نمود و تعريفي از زير مدول هاي اوليه فازي ارائه داد و بسياري از خواص آن را 

از  بعضي  توسط  𝑀مدول𝑅 _   يك  مدول هاي اول ازنظريه زير مدول هاي اول فازي و توپولوژي زاريسكي روي مجموعة زير 

نه  جبر كه در زمي  در ايران نيز دكتر رضا عامري محقق و پژوهشگري است. مطالعه قرار گرفته استمؤلفان و نويسندگان مورد 

  ].3,9,10,16,17[.فازي بسيار فعال مي باشد

هاي  ايده آل _ 𝐿 را  مطرح و ارتباط آن را با   𝑀مدول  𝑅 _ زير مدول هاي اول از يك  _ 𝐿ما در اين پايان نامه قصد داريم 

و     هاي اول ايده آل _ 𝐿زير مدول هاي اول،  _ 𝐿ودر اين بررسي از نظريه . را بررسي كنيم  𝑅با يكه  اول از حلقه جا بجايي و 

𝐿 _ اگر  ت مي كنيم كه ثاب. استفاده خواهيم كرد هاي مانده اي خارج قسمت𝜇   يك𝐿 _ يك اول از  زير مدول 𝑅- مدول𝑀 

:𝜇باشد به طوري كه  𝑀زير مدول از  _ 𝐿يك   𝜈و  𝜈 ≠ 1𝑅  گاه آن𝜇: 𝜈  يك𝐿 _  ايده آل اول از 𝑅 بررسي  و نيز  . است

كه  باشد به طوري  𝑀زير مدول اول از  _ 𝐿يك   𝜇و  𝑁مدول 𝑅 _به   𝑀مدول  -𝑅از اپيمورفيسمي   𝑓خواهيم كرد كه اگر 

𝑓 _ گاه پايا باشد آن  𝜇: 1M = 𝑓(𝜇): 1N كه  و تمام مطالب ذكر شده را به صورت فازي نتيجه مي گيريم و نشان مي دهيم

فازي اول  ل فازي، تجزيهاو تجزيه و سرانجام. است 𝑀، زير مدول اول فازي از 𝑀از زير مدول هاي اول فازي ازاشتراك متناهي 

خواهيم كرد  و اثبات ها را مطرحرا تعريف و قضايايي مربوط به آن  تجزيه اول فازي نرمال براي زير مدول هاي فازيغير زائد و 

 .استفاده گرديده است [13] و [6]، [4]، [3]درتنظيم اين پايان نامه از منابع  .
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 فصل صفر

 مقدمه

      اگر در سه شرط زير  يمنام  𝐴   روي ترتيب جزييرا يك   ≥   يك مجموعه ناتهي باشد، رابطه  𝐴  فرض كنيد -1-0 تعريف

 صدق كند

𝑎به ازاي هر  يعني .بازتابي باشد -الف ∈ 𝐴 ، 𝑎 ≤ 𝑎 . 

,𝑎براي  يعني .پاد تقارني باشد -ب 𝑏 ∈ 𝐴   اگر𝑎 ≤ 𝑏  و  𝑏 ≤ 𝑎    آنگاه 𝑎 = 𝑏 . 

,𝑎براي  يعني .متعدي باشد -ج 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐴   اگر𝑎 ≤ 𝑏  و  𝑏 ≤ 𝑐    آنگاه 𝑎 ≤ 𝑐 . 

 . است مجموعه مرتب جزيييك  (≥,𝐴)يم باشد گوي 𝐴يك ترتيب جزيي روي  ≥اگر 

,𝑎 يك مجموعه مرتب جزيي باشد، عضو هاي  (≥,𝐴)اگر  -2-0 تعريف 𝑏 ∈ 𝐴  گاه  هر يمگوي مقايسه پذيررا𝑎 ≤ 𝑏  يا

𝑏 ≤ 𝑎 ).دو عضو يك مجموعه مرتب جزيي لزوماً مقايسه پذير نيستند(.  

 مجموعه مرتب كلي  يك  𝐴گاه به مقايسه پذير باشند، آن  (≥,𝐴)  اگر هر دو عضو يك مجموعه مرتب جزيي  -3-0 تعريف

 . يمگوي

,𝑎  گاه به ازاي هرهر گوييم شبكهرا يك   (≥,𝐴)  مجموعه مرتب جزيي -4-0 تعريف 𝑏 ∈ 𝐴،  مجموعه  {𝑎, 𝑏}   داراي

 .باشد) sup(و كوچك ترين كران بالا يا سوپريمم) inf(اينفيمموم بزرگ ترين كران پايين يا 

 .باشد supو  inf، داراي 𝐴اگر هر زير مجموعة ناتهي  گوييم كاملرا  (≥,𝐴)شبكه  -5 -0 تعريف

 به طوري كه  استفاده مي كنيم supبراي نمايش  ∨و از نماد  infبراي نمايش  ∧از نماد   پايان نامهما در اين   -6-0 قرارداد

𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑠𝑢𝑝{𝑥,𝑦}        و        𝑥 ∧ 𝑦 =  𝑖𝑛𝑓{𝑥, 𝑦}  

𝐴  گوييم هرگاه براي هر هيتينگرا يك شبكه كامل جبري  𝐿   يك شبكه كامل -7-0 عريفت ⊆ 𝐿   براي هر و    𝑏 ∈ 𝐿 
 داشته باشيم

∨ {𝑎 ∧ 𝑏|𝑎 ∈ 𝐴} = (∨ {𝑎|𝑎 ∈ 𝐴}) ∧ 𝑏       و       ∧ {𝑎 ∨ 𝑏|𝑎 ∈ 𝐴} = (∧ {𝑎|𝑎 ∈ 𝐴}) ∨ 𝑏  
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 . با حداقل دو عضو است مگر خلاف آن بيان شود هيتينگشبكه كامل جبري نشان دهنده يك   𝐿 در اين پايان نامه هموارهو 

 1 و 0را به ترتيب با نماد  𝐿مجموعه   inf  و  sup  در اين صورت .يك شبكه كامل باشد (≥,𝐿)فرض كنيد   -8-0 تعريف

 . يمنشان مي ده

  چنين تعريف مي كنيمرا   𝑃(𝐴)در   ≥  رابطه .مجموعه تواني آن باشد  𝑃(𝐴)و يك مجموعه   𝐴فرض كنيد   -9 -0 مثال

𝐶 ≤ 𝐷 ⟺ 𝐶 ⊆ 𝐷  

𝐶,𝐷هر       براي نيز  يك مجموعه مرتب جزيي است و  (≥,𝑃(𝐴))در اين صورت واضح است كه  ∈ 𝑃(𝐴)  داريم 

𝑠𝑢𝑝{𝐶 ,𝐷} = 𝐶 ∨ 𝐷 = 𝐶 ∪ 𝐷        و           𝑖𝑛𝑓{𝐶,𝐷} = 𝐶 ∧ 𝐷 = 𝐶 ∩ 𝐷  

   و  همچنين

𝑖𝑛𝑓𝑃(𝐴) = ⋂ 𝐶 = ∅ = 0𝐶⊆𝐴 𝑠𝑢𝑝𝑃(𝐴)         و                     = ⋃ 𝐶 = 𝐴 = 1𝐶⊆𝐴. 

,0])در  -10 -0 مثال  .مي باشد supبرابر  بازهيك  عدد وinf ، عدد صفر بازه برابر  (≥,[1

𝑐باشد،  يك شبكه كامل 𝐿 اگر  -11 -0 تعريف ∈ 𝐿 ∖  را {1}

,𝑎  گاه براي هرهر گوييم 𝐿از  عضو اول  -الف 𝑏 ∈ 𝐿  اگر  𝑎 ∧ 𝑏 ≤ 𝑐  گاه آن 𝑎 ≤ 𝑐  يا  𝑏 ≤ 𝑐 . 

𝑎  گاههر گوييم 𝐿 يمالعضو ماكس -ب ∈ 𝐿 ∖ 𝑐   كه   {1} < 𝑎 <  . باشدن  موجود  1

را با نماد كه آن  (∙)و ضرب (+)همراه با دو عمل دوتايي جمع 𝑅مجموعه اي است ناتهي مانند  حلقهيك  -12 -0 تعريف

(𝑅 , + , .  نمايش مي دهند، به طوري كه (

, 𝑅) -الف  .يك گروه آبلي باشد ( +

,𝑎 به ازاي هر يعني. نسبت به عمل ضرب شركت پذير باشد  -ب 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 ، (𝑎 .𝑏). 𝑐 = 𝑎 . (𝑏. 𝑐). 

,𝑎  به ازاي هر يعني. عمل ضرب نسبت به عمل جمع از چپ و راست توزيع پذير باشد -ج 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 داشته باشيم 

 𝑎 . (𝑏 + 𝑐) = 𝑎 .𝑏 + 𝑎 . 𝑐     و       (𝑎 + 𝑏). 𝑐 = 𝑎. 𝑐 + 𝑏. 𝑐  
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,𝑎  به ازاي هر يك حلقة تعويض پذير يا جابجايي است هرگاه 𝑅گوييم  و نيز  𝑏 ∈ 𝑅 داشته باشيم    

𝑎 . 𝑏 = 𝑏.𝑎  

𝑎 به ازاي هر باشد به طوري كه 1𝑅شامل عنصري مانند  𝑅يك حلقة با يكه يا يكدار است هرگاه  𝑅گوييم  و همچنين ∈ 𝑅، 

 1𝑅. 𝑎 = 𝑎 . 1𝑅 = 𝑎   

1𝑅   يمگوي  يك حلقه را. 

.𝑎ضرب   -13-0 قرارداد 𝑏  را با نماد𝑎𝑏  نشان مي دهيم. 

. بسته است 𝑅ضرب در  باشد كه تحت اعمال جمع و 𝑅زير مجموعه اي ناتهي از  𝑆يك حلقه و  𝑅فرض كنيد  -14-0 تعريف

 در اين صورت .مي ناميم 𝑅 زير حلقةرا يك  𝑆گاه  حلقه اي تحت اين اعمال باشد، آن خود 𝑆هرگاه 

𝑥 به ازاي هر گاههر گوييم ايده آل چپرا يك  𝑅از حلقة   𝐼زير حلقة  -الف  ∈ 𝐼  و 𝑟 ∈ 𝑅      ، 𝑟𝑥 ∈ 𝐼  . 

𝑥 به ازاي هر گاههر گوييم ايده آل راسترا يك  𝑅از حلقة   𝐼زير حلقة  -ب  ∈ 𝐼  و 𝑟 ∈ 𝑅     ،𝑥𝑟 ∈ 𝐼   . 

 . باشد هرگاه هم ايدآل چپ و هم ايده آل راست گوييم ايده آلرا يك  𝑅از حلقة   𝐼زير حلقة  -ج 

𝑃  هرگاه گوييم 𝑅 ايده آل اولرا يك   𝑃 ايده آل - 15-0 تعريف ≠ 𝑅   و به ازاي هر دو ايده آل𝐼و 𝐽   در𝑅   اگر𝐼𝐽 ⊂ 𝑃   

𝐽  گاهآن ⊂ 𝑃     يا    𝐼 ⊂ 𝑃        . 

,𝑎  براي   تنها اگر اگر و  است  ايده آل اول  يك 𝑅   از حلقة جابجايي 𝑃   ايده آل سره -16-0 نكته 𝑏 ∈ 𝑅   از𝑎𝑏 ∈ 𝑃 

𝑏  نتيجه شود كه ∈ 𝑃   يا   𝑎 ∈ 𝑃 .  

مجموعة تمام ايده آل هاي اول   𝑉(𝐼)اگر   .يك ايده آل از آن باشد  𝐼بك حلقة جابجايي و  𝑅فرض كنيم  -17 -0 تعريف

𝑅  و شامل𝐼  ،راديكالباشد 𝐼  را با نماد√𝐼   كنيمنمايش داده و به صورت زير تعريف مي 

√𝐼 =  ⋂ 𝑃𝑃∈𝑉(𝐼)   

 گاهباشد آن 𝑅يك ايده آل از   𝐼يك حلقة جابجايي و  𝑅اگر  - 18 -0 ]1[ قضيه

√𝐼 = {𝑟 ∈ 𝑅|∃𝑛 ∈ ℕ;  𝑟𝑛 ∈ 𝐼}  
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𝑚اگر   گوييم ماكسيمالرا  𝑅در حلقة   𝑚ايده آل  -19 -0 تعريف  ≠ 𝑅  ازاي هر ايده آل   به  و𝐼  كه  𝑚 ⊂ 𝐼 ⊂ 𝑅، 

 داشته باشيم

𝐼 = 𝑚       يا     𝐼 = 𝑅 

باشد كه در مجموعه تمام ايده آل   𝑅يك ايده آل از   𝑃اگر . يگ حلقة جابجايي و با يكه باشد 𝑅  فرض كنيد -20 -0 قضيه

 ]. 2[يك ايده آل اول است  𝑃گاه متناهي نيستند ماكسيمال باشد آن كه با توليد 𝑅هاي 

,𝑎به ازاي هر  هرگاه گوييم اوليه  را 𝑅از حلقة جابجايي  𝑄يك ايده آل سره   -21 -0 تعريف 𝑏 ∈ 𝑅،  𝑎𝑏 ∈ 𝑄  ايجاب

𝑎كند كه  ∈ 𝑄   به ازاي يك  يا𝑛 ∈ ℕ ،𝑏𝑛 ∈ 𝑄 . 

  هرگاه گوييم اوليهرا  𝑅از حلقة جابجايي  𝑄يا به طور معادل يك ايده آل سره 

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅:  𝑎𝑏 ∈ 𝑄 ⟹ 𝑎 ∈ 𝑄  يا  𝑏 ∈ �𝑄   . 

𝑃   گاهرا باشد آن  𝑅  يك ايده آل اوليه از حلقة جابجايي 𝑄اگر  -22 -0 قضيه و تعريف = �𝑄  در  .يك ايده آل اول است

 . ]1[يماوليه گوي 𝑃 _را يك ايده آل 𝑄اين صورت 

 شدبا𝑅 يك ايده آل ماكسيمال از   𝑄�  اگر. باشد  𝑅  جابجايي و با يكه حلقة از يك ايده آل  𝑄  كنيدفرض  -23 -0 قضيه

 ]. 1[يك ايده آل اوليه است  𝑄  گاهآن

است اگر  تجزيه اوليهداراي يك   𝐼گوييم ايده آل . باشد  𝑅يك ايده آل سره از حلقة جابجايي   𝐼فرض كنيد  -24-0 عريفت

… و  𝑄𝑛ايده آل هاي اوليه   چنان موجود باشند كه   𝑄1 و 𝑄2 و

𝐼 = 𝑄1 ∩ 𝑄2 ∩ …∩ 𝑄𝑛  . 

𝐼  تجزيه اوليه -25-0عريف ت = 𝑄1 ∩ 𝑄2 ∩ …∩ 𝑄𝑛   براي ايده آل  تجزيه اوليه مينيمالرا يك𝐼  اگر  گوييم 

1 براي هر -الف ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ،   𝑄1 ∩ 𝑄2 ∩ …∩ 𝑄𝑖−1 ∩ 𝑄𝑖+1 ∩ …∩ 𝑄𝑛 ⊈ 𝑄𝑖 

𝑃𝑖 -ب = �Q𝑖  ها ايده آل هاي اول متمايز𝑅 باشند . 

 برابر    𝐼  اگر گوييم   تحويل ناپذير را   𝐼ايده آل . باشد  𝑅يك ايده آل سره از حلقة جابجايي   𝐼فرض كنيد  -26 -0 تعريف
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𝐼 باشند كه 𝑅  دو ايده آل  𝐽  و 𝐾يعني اگر . باشدنبزرگتر از خودش  اًايده آل اكيد  اشتراك دو = 𝐽 ∩ 𝐾   گاهآن 

𝐼 = 𝐽           يا       𝐼 = 𝐾   

   هرگاه يمگوي مدول يكاني  𝑹 _را يك  𝑀مجموعة غير تهي . يگ حلقة جابجايي و با يكه باشد 𝑅فرض كنيد  -27 -0 تعريف

𝑀 بوده و مجهز به نگاشتي چون و جمعي يك گروه آبلي   𝑅 × 𝑀 ⟶ 𝑀   چنان باشد كه به ازاي هر  𝑟, 𝑟′ ∈ 𝑅    و

𝑚,𝑚′ ∈ 𝑀  داشته باشيم 

.𝑟    -الف (𝑚 + 𝑚′) = 𝑟.𝑚 + 𝑟.𝑚′ 

𝑟)      -ب + 𝑟′).𝑚 = 𝑟.𝑚 + 𝑟′𝑚 

𝑚.(′𝑟𝑟)     -ج = 𝑟. (𝑟′.𝑚)  

1𝑅.𝑚       -د = 𝑚    

 زير مدول  𝑁گوييم . باشد  𝑀  زير مجموعه اي از    𝑁و  𝑅  جابجايي  حلقه  روي مدولي    𝑀  فرض كنيد -28-0تعريف 

𝑀  است اگر خود با عمل هاي𝑀   يك _ 𝑅 مدول باشد  . 

مدول زير 𝑁  گوييم. باشد  𝑀 از غير تهيزير مجموعه   𝑁و   𝑅مدولي روي حلقه جابجايي   𝑀فرض كنيد  -29-0 ]1[لم

𝑀 به ازاي هر   تنها اگر است اگر و𝑛,𝑛′ ∈ 𝑁    و𝑟, 𝑟′ ∈ 𝑅 ،  𝑟𝑛 + 𝑟′𝑛′ ∈ 𝑁  . 

𝐾باشد و   𝑀زير مدولي از   𝑁و   𝑅مدولي روي حلقه جابجايي   𝑀فرض كنيد  -30 -0 تعريف ⊆ 𝑀  و𝐾 ≠  ايده آل. ∅

{𝑟 ∈ 𝑅|r𝐾 ⊆ 𝑁}  

𝑁:𝑅را با نماد  𝑅از  𝐾 يمنمايش مي ده.  

 باشد در اين صورت  𝑀زير مدولي از   𝑁و  𝑅با يكه   مدولي روي حلقه جابجايي و  𝑀فرض كنيد   -31 -0 تعريف

𝑟به ازاي  گوييم هرگاه  𝑀از  زير مدول اولرا يك  𝑁 -الف ∈ 𝑅 و 𝑥 ∈ 𝑀  از 𝑟𝑥 ∈ 𝑁  نتيجه شود كه 

𝑟𝑀 ⊆ 𝑁    يا     𝑥 ∈ 𝑁   . 

𝑟هرگاه به ازاي  گوييم  𝑀از  زير مدول اوليهرا يك  𝑁 -ب  ∈ 𝑅 و 𝑥 ∈ 𝑀  از 𝑟𝑥 ∈ 𝑁  نتيجه شود كه 𝑥 ∈ 𝑁   يا

𝑛وجود داشته باشد  ∈ ℕ    به طوري كه 𝑟𝑛𝑀 ⊆ 𝑁 . 
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𝑟هرگاه به ازاي هر گوييم  اول را 𝑀از  𝑁زير مدول  به عبارتي ∈ 𝑅 و 𝑥 ∈ 𝑀   كه𝑟𝑥 ∈ 𝑁  نتيجه شود 

𝑥 ∈ 𝑁     يا      𝑟 ∈ 𝑁:𝑀. 

𝑟هرگاه به ازاي هر گوييم  اوليه  را 𝑁و  ∈ 𝑅 و 𝑥 ∈ 𝑀   كه𝑟𝑥 ∈ 𝑁  نتيجه شود 

  𝑥 ∈ 𝑁     يا      𝑟 ∈ √𝑁:𝑀. 

 .هر زير مدول اول، يك زير مدول اوليه است -32 -0 نتيجه

 𝑅ايده آل اول از   𝑁:𝑀 آنگاهباشد  𝑀زير مدول اول از  𝑁و  𝑅با يكه   مدولي روي حلقه جابجايي و  𝑀اگر  -33-0 قضيه

 .[12] است

باشد در اين   𝑀زير مدول اوليه از  𝑁و  𝑅با يكه   و  جابجايي  روي حلقه  مدولي  𝑀  كنيد  فرض  -34-0 قضيه و تعريف

𝑃يك ايده آل اوليه و  𝑁:𝑀صورت  = √𝑁:𝑀  يك ايده آل اول از𝑅 در اين صورت  .است𝑁  را يك_ 𝑃  زير مدول اوليه از

𝑀 2[يمگوي  .[ 

زير    𝑁  و  𝑅مدولي روي حلقه جابجايي و با يكه   𝑀فرض كنيد   -35-0و تجزيه اوليه مينيمال زير مدولتجزيه اوليه 

عبارت است از اشتراك تعدادي متناهي از زير مدول هاي اولية   𝑀  در  𝑁  تجزيه اوليه باشد در اين صورت  𝑀  مدول سره از

𝑀  كه برابر  𝑁  يعني. باشد    𝑁 = 𝑄1 ∩ 𝑄2 ∩ …∩ 𝑄𝑛   كه    𝑄𝑛 و … زير مدول اوليه  _ 𝑀 ،  𝑃𝑖در    𝑄1 و 𝑄2 و

𝑁   همچنين تجزيه اوليه  .هستند = 𝑄1 ∩ 𝑄2 ∩ …∩ 𝑄𝑛   1  به ازاي هرهرگاه  را مينيمال گوييم ≤ 𝑖 ≤ 𝑛    داشته

 باشيم 

𝑄1 -الف ∩ 𝑄2 ∩ …∩ 𝑄𝑖−1 ∩ 𝑄𝑖+1 ∩ …∩ 𝑄𝑛 ⊈ 𝑄𝑖   

𝑃𝑖 -ب = �Q𝑖  هاي اول متمايز  زير مدولها𝑅 باشند . 
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  1         فصل

_ 𝑳 زير مجموعه 

 .مدول يكاني است𝑅_يك  𝑀يك حلقه جابجايي با يكه و  𝑅 همواره در اين پايان نامه   *

𝜇     تابع هر  گاهآن  باشد،  تهي غير   مجموعة يك    𝑋   يك  شبكه  كامل  و  𝐿   اگر  -1-1 تعريف ∶ 𝑋 ⟶ 𝐿     يك را    

_ 𝑳  از  زير مجموعه𝑋  اگر  .  گوييم𝐿 = [0 , مجموعة  .مي ناميم  𝑋از   زير مجموعه فازي  يك را   𝜇گاه  آن  باشد،  [1

  .يمنمايش مي ده  𝐿𝑋را با نماد  𝑋زير مجموعه هاي  𝐿 _تمام  

𝑦فرض كنيد   -2-1 تعريف ∈ 𝐿  و  𝐴 ⊆ 𝑋  در اين صورت ،𝑦𝐴 ∈ 𝐿𝑋  را به صورت زير تعريف مي كنيم 

𝑦𝐴(𝑥) = �𝑦     𝑥 ∈ 𝐴
0     𝑥 ∉ 𝐴

�  

𝐴در حالت خاص اگر   = {𝑎}   ،باشد𝑦𝐴  را با نماد𝑎𝑦  نمايش داده و آن را يك_ 𝑳  از  نقطه𝑋 بنابراين   .يمگوي 

𝑎𝑦(𝑥) = �𝑦     𝑥 = 𝑎
0     𝑥 ≠ 𝑎

�  

𝜈 و 𝜇  فرض كنيد  -3-1 تعريف ∈ 𝐿𝑋 . در اين صورت گوييم  𝜇  در  مشمول 𝜈 است و مي نويسيم  𝜇 ⊆ 𝜈  براي  اگر

𝑥 هر ∈ 𝑋، 

   𝜇(𝑥) ≤  𝜈(𝑥)  

𝜇اگر   -4-1 تبصره ∶ 𝑋 ⟶ 𝐿  ك ي_ 𝐿  زير مجموعه از𝑋  باشد به طوري كه𝑎 ∈ 𝑋 ،𝑦 ∈ 𝐿   و   𝜇(𝑎) = 𝑦 آنگاه

𝑎𝑦 ⊆ 𝜇   و  مي نويسيم𝑎𝑦 ∈ 𝜇. 

, 𝜇براي   -5-1 تعريف 𝜈 ∈ 𝐿𝑋  اجتماع 𝜇 ∪  𝜈 ∈ 𝐿𝑋  اشتراك  و 𝜇 ∩  𝜈 ∈ 𝐿𝑋   را  براي هر𝑥 ∈ 𝑋  به صورت زير
           تعريف مي كنيم

�𝜇 ∪  𝜈�(𝑥) = 𝜇 (𝑥) ∨ 𝜈(𝑥)  

 و

�𝜇 ∩  𝜈�(𝑥) = 𝜇 (𝑥) ∧ 𝜈(𝑥)  

 ها را مي توان به صورت زير تعميم داد زير مجموعه 𝐿 _تعريف اجتماع و اشتراك 

⋃ 𝜇𝑖𝑖∈𝐼 (𝑥) = ⋁ 𝜇𝑖𝑖∈𝐼 (𝑥)         و⋂ 𝜇𝑖𝑖∈𝐼 (𝑥) = ⋀ 𝜇𝑖(𝑥) 𝑖∈𝐼 
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  .مجموعه انديس گذار است 𝐼كه در آن 

𝐼به خصوص  اگر  = {1, … , 𝑛}    آنگاه 

⋃ 𝜇𝑖𝑛
𝑖=1 (𝑥) = ⋁ 𝜇𝑖(𝑥)𝑛

𝑖=1 = 𝜇1(𝑥) ∨ 𝜇2(𝑥) ∨ …∨ 𝜇𝑛(𝑥)   

 و

⋂ 𝜇𝑖(𝑥)𝑛
𝑖=1 = ⋀ 𝜇𝑖(𝑥)𝑛

𝑖=1 = 𝜇1(𝑥) ∧ 𝜇2(𝑥) ∧ …∧ 𝜇𝑛(𝑥)  

𝜇براي  -6-1 تعريف  ∈ 𝐿X  و𝑎 ∈ L ،𝜇𝑎  شده با تعريف 𝜇𝑎 = �𝑥 ∈ 𝑋�𝜇 (𝑥) ≥ 𝑎� برشيك  را 𝑎  تحت𝜇   يا يك

 .    گوييم𝜇 از   تراز 𝒂 _  يا برش 𝒂 _   زير مجموعه

, 𝜇فرض كنيد    -7-1 قضيه 𝜈 ∈ 𝐿𝑋  . در اين صورت 

𝜇 اگر  -الف  ⊆ 𝜈     آنگاه به ازاي هر  𝑎 ∈ L،    𝜇𝑎 ⊆ 𝜈𝑎  

,𝑎 اگر   -ب  𝑏 ∈ L   و 𝑎 ≤ 𝑏   آنگاه      𝜇𝑏 ⊆ 𝜇𝑎  

𝜇   -ج = 𝜈       به ازاي هر  اگر و تنها اگر  𝑎 ∈ L ،  𝜇𝑎 = 𝜈𝑎  . 

𝑥فرض كنيد  -الف :اثبات ∈  𝜇𝑎 لذا  دلخواه باشد𝜇 (𝑥) ≥ 𝑎  و چون𝜇 ⊆ 𝜈  پس𝜇(𝑥) ≤  𝜈(𝑥)   و𝜈 (𝑥) ≥ 𝑎 . در

𝑥 نتيجه  ∈  𝜈𝑎  و اين نشان مي دهد كه. 𝜇𝑎 ⊆ 𝜈𝑎 

𝑥  فرض كنيد  -ب ∈  𝜇𝑏   ،لذا دلخواه باشد 𝜇 (𝑥) ≥ 𝑏  .چون  𝑎 ≤ 𝑏  پس  𝜇 (𝑥) ≥ 𝑎.  نتيجه  در  𝑥 ∈  𝜇𝑎 . از

.اين  رو    𝜇𝑏 ⊆ 𝜇𝑎 

𝜇فرض كنيد  -ج = 𝜈  هر ازاي  به ، )الف( قسمت   به  با توجه ، لذا𝑎 ∈ L   ،  𝜇𝑎 ⊆ 𝜈𝑎و    𝜈𝑎 ⊆ 𝜇𝑎 .  و  اين  نشان

𝜇𝑎 مي دهد = 𝜈𝑎 . 

𝑎 هر ازاي به كنيدفرض بالعكس،   ∈ L ،  𝜇𝑎 = 𝜈𝑎  كنيد فرض  و 𝑡 ∈ 𝑋  باشد و     دلخواه𝜇(𝑡) = 𝑏   صورت  اين در   

𝑡 ∈ 𝜇𝑏 = �𝑥 ∈ 𝑋�𝜇 (𝑥) ≥ 𝑏�  چون و  𝜇𝑏 = 𝜈𝑏  نتيجه  در  𝑡 ∈ 𝜈𝑏  يعني 𝑡 ∈ 𝜈𝑏 = �𝑥 ∈ 𝑋�𝜈 (𝑥) ≥ 𝑏� 

𝜈 (𝑡)    بنابراين ≥ 𝑏 = 𝜇(𝑡)  .   كهو   به   طريق   مشابه   ثابت   مي شود   𝜇 (𝑡) ≥ 𝜈(𝑡) . به  ازاي  هر   در   نتيجه

𝑡 ∈ 𝑋،  𝜇 (𝑡) = 𝜈(𝑡) .و اين نشان مي دهد كه  𝜇 = 𝜈 ∎ 

𝜇𝑖|𝑖}   فرض كنيد -8-1 قضيه ∈ 𝐼} ⊆ LX   خانواده اي از  _ 𝐿 هاي زير مجموعه  𝑋  در اين صـورت بـه ازاي هـر     .باشد
𝑎 ∈ L    داريم 
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⋃     -الف (𝜇𝑖)𝑎 ⊆ (⋃ 𝜇𝑖𝑖∈𝐼 )𝑎𝑖∈𝐼  

⋂        -ب (𝜇𝑖)𝑎 = (⋂ 𝜇𝑖𝑖∈𝐼 )𝑎𝑖∈𝐼 

 .برقرار است) الف(يك زنجير متناهي باشد تساوي در  Lوقتي  -ج

𝑥فرض كنيد  -الف :اثبات ∈ ⋃ (𝜇𝑖)𝑎𝑖∈𝐼   دلخواه باشد، بنابراين به ازاي يك𝑖 ∈ 𝐼 ،𝑥 ∈ (𝜇𝑖)𝑎.  لذا  𝜇𝑖(𝑥) ≥ 𝑎     و با

⋃كهشودها نتيجه مي  زير مجموعه 𝐿 _اجتماعتوجه به تعريف  𝜇𝑖(𝑥) ≥ 𝑎𝑖∈𝐼  كه دهدمي  ننشاو اين𝑥 ∈ (⋃ 𝜇𝑖𝑖∈𝐼 )𝑎. 

⋃    رو اين از (𝜇𝑖)𝑎 ⊆ (⋃ 𝜇𝑖𝑖∈𝐼 )𝑎𝑖∈𝐼. 

𝑥اگر   -ب ∈ ⋂ (𝜇𝑖)𝑎 𝑖∈𝐼 گاه به ازاي هردلخواه باشد آن𝑖 ∈ 𝐼،   𝑥 ∈ (𝜇𝑖)𝑎.   در نتيجه𝜇𝑖(𝑥) ≥ 𝑎  و با توجه به تعريف

⋂ ها  مجموعهزير  𝐿 _اشتراك  𝜇𝑖𝑖∈𝐼 (𝑥) ≥ 𝑎   و اين نشان مي دهد كه𝑥 ∈ (⋂ 𝜇𝑖𝑖∈𝐼 )𝑎. 

𝑥 حال فرض كنيد  ∈ (⋂ 𝜇𝑖𝑖∈𝐼 )𝑎  دلخواه باشد، پس⋂ 𝜇𝑖𝑖∈𝐼 (𝑥) ≥ 𝑎 .بنابراين به ازاي هر𝑖 ∈ 𝐼، 𝜇𝑖(𝑥) ≥ 𝑎 . به

𝑖به ازاي هرعبارتي  ∈ 𝐼 ،𝑥 ∈ (𝜇𝑖)𝑎 . و با توجه به تعريف اشتراك_ 𝐿 ها زير مجموعه  𝑥 ∈ ⋂ (𝜇𝑖)𝑎 𝑖∈𝐼  . و اين نشان

⋂مي دهد كه  (𝜇𝑖)𝑎 = (⋂ 𝜇𝑖𝑖∈𝐼 )𝑎𝑖∈𝐼 . 

𝑛    ازاي   به    كنيد   فرض  -ج ∈ ℕ،      𝐿 = {𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛}     ،مي توان    بنابراين  باشد 𝑎𝑖  صورت   به   را   ها   

𝑎1 ≤ 𝑎2 ≤ ⋯ ≤ 𝑎𝑛     فرض  كنيد  .در   نظر   گرفت   𝑥 ∈ (⋃ 𝜇𝑖𝑖∈𝐼 )𝑎𝑗   1    كه ≤ 𝑗 ≤ 𝑛. هر ازاي  به بنابراين

1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛،  ⋃ 𝜇𝑖(𝑥) ≥ 𝑎𝑗𝑖∈𝐼 .لذا  يك 𝑖 ∈ 𝐼    چنان  موجود  است  كـه𝜇𝑖(𝑥) ≥ 𝑎𝑗  .   يعنـي𝑥 ∈ (𝜇𝑖)𝑎𝑗    و  در

𝑥  نتيجـه  ∈ ⋃ (𝜇𝑖)𝑎𝑗𝑖∈𝐼.      از   ايـن   رو(⋃ 𝜇𝑖𝑖∈𝐼 )𝑎𝑗 ⊆ ⋃ (𝜇𝑖)𝑎𝑗𝑖∈𝐼 .   داريـم    )الـف (بـه   قسـمت      و   بـا   توجـه

(⋃ 𝜇𝑖𝑖∈𝐼 )𝑎𝑗 = ⋃ (𝜇𝑖)𝑎𝑗𝑖∈𝐼 ∎. 

𝜇اگر . باشد Yبه   Xيك نگاشت از  𝑓فرض كنيد   -9-1 تعريف ∈ 𝐿𝑋  و𝜈 ∈ 𝐿𝑌  .𝑓(𝜇)     و𝑓−1(𝜈)   به صورت زير

 تعريف مي شوند 

𝑦براي هر   -الف ∈ 𝑌 ،             𝑓(𝜇)(𝑦) = �∨ �𝜇 (𝑥)�𝑥 ∈ 𝑓−1(𝑦)�             𝑓−1(𝑦) ≠ ∅
0                                               𝑓−1(𝑦) = ∅

�   

𝑓(𝜇)و  داريم   ∈ 𝐿𝑌 . 

𝑥  براي هر  -ب ∈ 𝑋  ،        𝑓−1(𝜈)(𝑥) = 𝜈(𝑓(𝑥))    

𝑓−1(𝜈)و داريم  ∈ 𝐿𝑋 . 
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,𝜇فرض كنيد   -10-1 تعريف 𝜈 ∈ 𝐿𝑅  در اين صورت به ازاي هر ،𝑥 ∈ 𝑅،  

(𝜇 . 𝜈 )(𝑥) =∨ �𝜇(𝑦) ∧ 𝜈(𝑧)�𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅 و 𝑥 = 𝑦𝑧�  

. 𝜇 از اين به بعد به جاي نماد  -11 -1 قرارداد 𝜈 از نماد ،𝜇𝜈  استفاده مي كنيم. 

,𝜇فرض كنيد   -12- 1)[3.1.4 ,13].ك.ر(  قضيه 𝜈, 𝜉  ∈ 𝐿𝑅 . در اين صورت 

𝜈اگر   -الف ⊆ 𝜉،    آنگاه𝜈𝜈 ⊆ 𝜉𝜉 

𝜈𝜈�𝜉� -ب = 𝜇(𝜈𝜉) 

𝜇 -ج ⊆ 𝜈𝜈 

.1𝑅 -د 𝜇 ⊆ 𝜇. 

𝜉فرض كنيد   -13-1 تعريف ∈ 𝐿𝑅    و𝜇 ∈ 𝐿𝑀 . در اين صورت 𝜉 𝜇 ∈ 𝐿𝑀 را  براي هر   𝑥 ∈ 𝑀 تعريف زير  به صورت 

 مي كنيم

     (𝜉 𝜇 )(𝑥) =∨ {𝜉(𝑟) ∧ 𝜇(𝑦)|𝑟 ∈ 𝑅 , 𝑦 ∈ 𝑀 ,𝑥 = 𝑟𝑦}  

𝜇فرض كنيد   -14-1 تعريف ∈ 𝐿𝑅 .راديكال  𝜇  نماد  را با  ℛ(𝜇)   نمايش داده و براي هر   𝑥 ∈ 𝑅  زير تعريف صورت به

 مي كنيم

ℛ�𝜇�(𝑥) = ⋁ 𝜇(𝑥𝑛)𝑛∈ℕ  

𝜇با توجه به تعريف فوق واضح است كه  ⊆  ℛ(𝜇)  . 

,𝜇براي   -15-1 تعريف 𝜈 ∈ 𝐿𝑀   و𝜉 ∈ 𝐿𝑅   .𝜇: 𝜈 ∈ 𝐿𝑅   و𝜇: 𝜉 ∈ 𝐿𝑀   را به صورت زير تعريف مي كنيم 

𝜇: 𝜈 =∪ {𝜂 ∈ 𝐿𝑅|𝜂. 𝜈 ⊆ 𝜇}  

𝜇: 𝜉 =∪ {𝜈 ∈ 𝐿𝑀|𝜉. 𝜈 ⊆ 𝜇}  

,𝜇فرض كنيد   -16-1 قضيه 𝜈 ∈ 𝐿𝑀   و𝜉 ∈ 𝐿𝑅  . آنگاه 

:𝜇� -الف 𝜈�𝜈 ⊆ 𝜇 

:𝜉(𝜇-ب 𝜉) ⊆ 𝜇 
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𝜈𝜉 -ج ⊆ 𝜇 ⟺ 𝜉 ⊆ 𝜇: 𝜈 ⟺ 𝜈 ⊆ 𝜇: 𝜉. 

𝑥به ازاي هر   -الف :اثبات ∈ 𝑀  داريم 

��𝜇: 𝜈�𝜈� (𝑥) =∨ ��𝜇: 𝜈�(𝑟) ∧ 𝜈(𝑦)�𝑟 ∈ 𝑅,𝑦 ∈ 𝑀, 𝑥 = 𝑟𝑦�  

= ∨ ��∨ �𝜂(𝑟)�𝜂 ∈ 𝐿𝑅, 𝜈𝜂 ⊆ 𝜇�� ∧ 𝜈(𝑦)�𝑟 ∈ 𝑅,𝑦 ∈ 𝑀, 𝑥 = 𝑟𝑦�                          

=∨ �𝜂(𝑟) ∧ 𝜈(𝑦)�𝜂 ∈ 𝐿𝑅, 𝑟 ∈ 𝑅,𝑦 ∈ 𝑀,𝑥 = 𝑟𝑦 , 𝜈𝜂 ⊆ 𝜇�                          

≤∨ �(𝜂𝜈)(𝑟𝑦)�𝜂 ∈ 𝐿𝑅, 𝑟 ∈ 𝑅, 𝑦 ∈ 𝑀,𝑥 = 𝑟𝑦 , 𝜈𝜂 ⊆ 𝜇�                          

≤∨ �𝜇(𝑥)�𝜂 ∈ 𝐿𝑅, 𝑟 ∈ 𝑅, 𝑦 ∈ 𝑀, 𝑥 = 𝑟𝑦 , 𝜈𝜂 ⊆ 𝜇�                                                   

= 𝜇(𝑥)                           

𝑥به ازاي هر  -ب ∈ 𝑀 داريم 

(𝜉(𝜇: 𝜉) )(𝑥) =∨ �𝜉(𝑟) ∧ �𝜇: 𝜉�(𝑦)�𝑟 ∈ 𝑅,𝑦 ∈ 𝑀,𝑥 = 𝑟𝑦�  

=∨ �𝜉(𝑟) ∧ �∨ �𝜈(𝑦)�𝜈 ∈ 𝐿𝑀 , 𝜉𝜈 ⊆ 𝜇���𝑟 ∈ 𝑅,𝑦 ∈ 𝑀,𝑥 = 𝑟𝑦�                     

                      =∨ �𝜉(𝑟) ∧ 𝜈(𝑦)�𝜈 ∈ 𝐿𝑀 , 𝑟 ∈ 𝑅,𝑦 ∈ 𝑀, 𝑥 = 𝑟𝑦 , 𝜈𝜉 ⊆ 𝜇�         

≤∨ �(𝜉𝜈)(𝑟𝑦)�𝜈 ∈ 𝐿𝑀 , 𝑟 ∈ 𝑅, 𝑦 ∈ 𝑀, 𝑥 = 𝑟𝑦 , 𝜈𝜉 ⊆ 𝜇�                       

                           ≤∨ �𝜇(𝑥)�𝜈 ∈ 𝐿𝑀 , 𝑟 ∈ 𝑅, 𝑦 ∈ 𝑀, 𝑥 = 𝑟𝑦 , 𝜈𝜉 ⊆ 𝜇� 

                                                                                                  = 𝜇(𝑥)   

 ∎ .واضح است )15 -1(باتوجه به تعريف  -ج

𝜉 فرض كنيد  -17-1 قضيه ∈ 𝐿𝑅،𝜈 ∈ 𝐿𝑀  و{𝜇𝑖  |𝑖 ∈ 𝐼}  يك خانواده از عضوهاي 𝐿𝑀 در اين صورت .باشد 

⋂) -الف 𝜇𝑖𝑖∈𝐼 ): 𝜈 = ⋂ (𝜇𝑖: 𝜈)𝑖∈𝐼  

⋂) -ب 𝜇𝑖𝑖∈𝐼 ): 𝜉 = ⋂ (𝜇𝑖: 𝜉)𝑖∈𝐼 . 

⋂)                                          -الف :اثبات 𝜇𝑖𝑖∈𝐼 ): 𝜈 =∪ {𝜂 ∈ 𝐿𝑅|𝜂. 𝜈 ⊆ (⋂ 𝜇𝑖𝑖∈𝐼 )} 


