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مقدمه

فیزیکی سیستم�هاي جمله از متفاوتی زمینه�هاي در کسري حسابان و کسري جزئی دیفرانسیل معادلات
کاربرد مکانیک و برق مهندسی زیست، محیط علوم شناسی، زمین ذرات، غیرعادي انتشار پدیده�ي مثل
و کسري حسابان ذرات، عادي غیر انتشار پدیده�ي توصیف براي روش�ها کارآمدترین از یکی دارند.
در زمان به نسبت اول ي مرتبه مشتق جمله�ي اگر می�باشد. کسري انتشار معادلات به مربوط معادلات
انتشار معادله�ي کنیم، جای�گزین α(۰ < α < ۲) مرتبه�ي کسري مشتق با را کلاسیک انتشار معادله�ي
و کسري انتشار زیر معادله�ي باشد، ۰ < α < ۱ معادله این در اگر می�آید. دست به کسري عادي غیر

می�شود. نامیده کسري انتشار بالا معادله�ي باشد، ۱ < α < ۲ اگر
مطالعه مورد متفاوت جنبه�هاي از بعد، دو و بعد یک در متناهی دامنه�ي در کسري انتشار زیر معادلات
کار به متناهی دامنه�ي در معادلات، گونه این حل براي بسیاري، عددي روش�هاي است. گرفته قرار
،56 ،48 ،47 ،46 ،11 ،10 ،2] 1 ضمنی و صریح متناهی تفاضلات روش�هاي مثال، براي است. رفته
متناهی تفاضلات روش ،[45] 2 ضمنی شعاعی پایه�اي توابع روش ،[82 ،81 ،80 ،77 ،76 ،71 ،67 ،66

غیره. و [79 ،70](ADI) 4 ضمنی متناوب جهت روش ،[25 ،18 ،14 ،13] 3 فشرده
سختی است. برخوردار ویژه�اي اهمیت از نامتناهی، دامنه�ي در کسري مرتبه�ي معادلات مورد پژوهشدر
دامنه�ي بودن نامتناهی در نامتناهی، دامنه�هاي روي معادلاتی چنین براي عددي جواب آوردن دست به
نامتناهی دامنه�ي در کسري مسائل تحلیلی جواب زمینه�ي در زیادي مقالات دارد. قرار آن�ها فیزیکی
گونه این جواب که کرده�اند، بحث فوریه و لاپلاس تبدیلات جمله از گوناگون روش�هاي از استفاده با
توابع این که می�شود بیان غیره و Mittag-Leffler ،M-Wright ،Fox H توابع اساس بر اغلب مسائل
در کسري مسائل بودن کاربردي دلیل به نیست. راحتی کار آن�ها محاسبه و هستند سري فرم به

1Explicit and implicit finite difference
2Radial basis functions
3Compact finite difference
4Alternative direction implicit

1



مقدمه2

این عددي جواب مورد در که آوریم دست به را آن�ها عددي جواب که داریم نیاز ما نامتناهی، دامنه�ي
کسري مسائل عددي جواب آوردن دست به براي زیادي روش�هاي است. نشده بحث خیلی مسائل گونه
کارآمدترین و مهمترین از یکی (ABM) 5 مصنوعی مرز روش که دارد وجود نامتناهی دامنه�ي در
به نامتناهی دامنه�ي در جزئی دیفرانسیل معادلات عددي جواب آوردن دست به براي که روش�هاست
معادلات مانند صحیح مرتبه�ي مسائل براي مثال طور به است. گرفته قرار توجه مورد اخیرا و می�رود کار
مسائل براي ، [34] دیگر معادلات انواع و [73 ،31 ،30]7 سهموي معادلات ، [60 ،33 ،21] 6 موج

. [27 ،26 ،24 ،23] بعدي دو و بعدي یک کسري انتشار زیر معادلات مانند کسري مرتبه�ي
روي را نامتناهی اصلی دامنه�ي سپس می�کنیم، معرفی مصنوعی مرز یک ابتدا مصنوعی، مرز روش در
در مسئله تحلیل و تجزیه با آنگاه می�کنیم، تقسیم نامتناهی و متناهی دامنه�ي زیر دو به مصنوعی مرز
استفاده با سپس می�آوریم، دست به را تقریبی و دقیق مصنوعی مرزي شرایط نامتناهی، دامنه�ي زیر
مقدار مسئله�ي یک به را نامتناهی دامنه�ي در اصلی مسئله�ي آمده، دست به مصنوعی مرزي شرایط از
مقدار مسئله�ي عددي جواب�هاي می�توان حال می�کنیم. تبدیل متناهی دامنه�ي زیر در مرزي-اولیه

آورد. دست به عددي، روش�هاي از یکی با را متناهی دامنه�ي زیر در مرزي-اولیه
دوم، فصل در می�پردازیم. کسري حسابان مورد در مقدماتی بیان به اول فصل در پایان�نامه، این در
یک در نامتناهی دامنه�ي در کسري انتشار زیر معادلات از کلاس یک براي دقیق� مصنوعی مرزي شرط
متناهی، دامنه�ي زیر در مرزي-اولیه مقدار مسئله�ي عددي جواب�هاي سپس است، آمده دست به بعد
قرار بحث مورد روش پایداري و همگرایی سپس می�آید. دست به متناهی تفاضلات روش از استفاده با
جواب�هاي دوم، فصل در آمده دست به مصنوعی مرزي شرط همان از استفاده با سوم فصل در می�گیرد.
،8 مربعی اسپلاین روش�هاي از استفاده با را متناهی دامنه�ي زیر در مرزي-اولیه مقدار مسئله�ي عددي
شده ارائه روش�هاي پایداري و سازگاري سپس می�آوریم. دست به ،10 اي چندجمله غیر و 9 مکعبی
معادلات براي تقریبی و دقیق مصنوعی مرزي شرایط چهارم، فصل در می�دهیم. قرار بررسی مورد را
یک و 11 لاپلاس تبدیلات کمک به بار، اولین براي را بعد دو در نامتناهی دامنه�ي در کسري انتشار زیر

5Artificial boundary method
6Wave equations
7Parabolic equations
8Quadratic spline method
9Cubic
10Nonpolynomial
11Laplace transforms



مقدمه3

نشان براي سپس می�آوریم، دست به ، 12 دوم نوع شده�ي اصلاح بسل توابع جالب ویژگی�هاي از سري
متناهی دامنه�ي زیر در مرزي-اولیه مقدار مسئله�ي آمده، دست به مصنوعی مرزي شرایط کارایی دادن
انتشار زیر معادلات عددي جواب می�کنیم. حل 13 کلاسیک نیکلسون کرانک- روش با را بعد دو در
براي که می�باشد جدیدي کار مصنوعی، مرز روش از استفاده با بعد دو در نامتناهی دامنه�ي در کسري
این نوآوري�هاي می�باشد. [23] پایان�نامه این در اصلی مرجع است. آمده دست به جا این در بار اولین

است. شده ارائه [27 ،26] مقالات در پایان�نامه،

12Modified Bessel functions of second kind
13Classical Crank-Nicolson



1 فصل

کسري حسابان بر مقدمه�اي

حسابان در که رایت4 لفلر3و میتاگ بتا2، گاما1، تابع جمله از خاص تابع چند معرفی به فصل این در
لاپلاس تبدیلات ، 5 کسري مشتق عملگرهاي سپس می�پردازیم. می�کنند ایفا را مهمی نقش کسري
می�دهیم. قرار بررسی مورد را کاربردهایش و کسري مشتقات با 7 جزئی دیفرانسیل معادلات ، 6 کسري

گاما تابع 1.1
یعنی فاکتوریل، تابع از تعمیمی که می�باشد اویلر گاماي تابع کسري حسابان در اساسی توابع از یکی

بگیرد. نیز ناصحیح مقادیر n که می�شود باعث و باشد می n!

زیر انتگرالی به�صورت و می�دهیم نشان Γ(z) نماد با را گاما تابع .1.1 تعریف
Γ(z) =

∫ ∞

۰
e−ttz−۱ dt,

است: زیر صورت به آن حدي نمایش و همگراست مختلط راست صفحه نیم در که می�شود، تعریف
Γ(z) = lim

n→∞

n!nz

z(z + ۱) . . . (z + n)
,

1Gamma function
2Beta function
3Mittag-Leffler
4Wright
5Fractional derivative operators
6Fractional Laplace transforms
7Partial differential equations
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کسري5 حسابان بر مقدمه�اي .1 فصل

است. Re(z) > ۰ می�کنیم فرض که

می�کنیم. بیان را تابع این ویژگی�هاي از بعضی زیر در

می�کند صدق زیر بازگشتی رابطه�ي در گاما تابع •
Γ(z + ۱) = zΓ(z)

می�شود. اثبات راحتی به جز به جز انتگرال از استفاده با که

می�باشد. z = −n(n = ۰,۱,۲, ...) در ساده قطب داراي گاما تابع •

نیست. صفر گاه هیچ گاما تابع •

نمود استفاده می�توان جمله�اي دو ضرایب آوردن دست به براي گاما تابع از •(
z

w

)
=

z!

w!(z − w)!
=

Γ(z + ۱)
Γ(w + ۱)Γ(z − w + ۱)

.

صورت به گاما تابع براي استرلینگ فرمول •

Γ(z) = e−zzz−
۱
۲ (۲π)

۱
۲

[
۱ +

۱
۱۲z

+
۱

۲۸۸z۲
− ۱۳۹

۵۱۸۴۰z۳
− ۵۷۱

۲۴۸۸۳۲۰z۴
+ ...

]
,

(z → ∞ in | arg z| < π )

است.

است: زیر صورت به مختلط صفحه�ي در گاما تابع •
Γ(z̄) = Γ(z),

arg Γ(z + ۱) = arg Γ(z) + arctan
y

x
.

صورت به آن مجانبی فرمول •

Γ(az + b) ∼
√

۲πe−az(az)az+b− ۱
۲ , (| arg z| < π, a > ۰),

است.

شود. مراجعه [59 ،58 ،17] مراجع به تابع این بیشتر ویژگی�هاي مورد در بیشتر مطالعه براي



کسري6 حسابان بر مقدمه�اي .1 فصل

بتا تابع 2.1
استفاده بتا تابع از گاما، تابع مقادیر از معینی ترکیب از استفاده جاي به که است بهتر موارد بیشتر در

کنیم.

صورت این در باشند. مثبت حقیقی قسمت�هاي با مختلط متغیر دو w و z کنید فرض .2.1 تعریف
به�صورت بتا تابع

B(z, w) =

∫ ۱

۰
tz−۱(۱ − t)w−۱dt =

∫ ∞

۰

tz−۱

(۱ + t)z+w dt

= ۲
∫ π

۲
۰ (sin t)۲z−۱(cos t)۲w−۱dt,

می�شود. تعریف

رابطه�ي بتا تابع و گاما تابع بین همچنین
B(z, w) =

Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)

داریم رابطه این به توجه با که است. برقرار
B(z, w) = B(w, z).

میتاگ-لفلر تابع 3.1
�صورت به پارامتري تک میتاگ-لفلر تابع α > ۰ هر براي .3.1 تعریف

Eα(z) =
∞∑
k=۰

zk

Γ(αk + ۱)
, (1.1)

می�شود. تعریف

�صورت به پارامتري دو میتاگ-لفلر تابع β > ۰ و α > ۰ هر براي .4.1 تعریف
Eα,β(z) =

∞∑
k=۰

zk

Γ(αk + β)
, (2.1)

می�شود. تعریف

برقرارند: میتاگ-لفلر تابع براي زیر روابط
E۱,۱(z) =

∞∑
k=۰

zk

Γ(k + ۱)
=

∞∑
k=۰

zk

k!
= ez,

E۱,۲(z) =
∞∑
k=۰

zk

Γ(k + ۲)
=

۱
z

∞∑
k=۰

zk+۱

(k + ۱)
=
ez − ۱
z

,


