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  دانشگاه آزاد اسلامی

  واحد تھران مرکزی

  دانشکده علوم پایھ، گروه ریاضی و آمار     

 

  )M.S c( پایان نامھ برای دریافت درجھ کارشناسی ارشد

  محض:گرایش

  :عنوان

  حلقھ ھای ماتریس مثلثی قویاً کلین روی حلقھ موضعی

  :استاد راھنما

  آقای دکتر شعبانعلی صفری ثابت

  :استاد مشاور

  خانم دکتر شروین صاحبی

  :پژوھشگر    

  شیرین رادفر

  ١٣٩١تابستان 



 د 
 

  

  

  :سپاسگزاری

  با سپاس از خداوند متعال برای اعطای توفیق انجام این تحقیق ،لازم است از راھنمایی ھا ی ارزشمندو

  ھمکاری ھای توأم با صبر و دقت جناب آقای دکتر شعبانعلی صفری ثابت ، در تمامی مراحل انجام این

  و ھمچنین از زحمات بی دریغ سرکار خانم دکتر شروین صاحبی در پایان نامھ تشکر وقدردانی نمایم 

  این امر و در طول این مقطع تحصیلی  سپاسگزاری کنم واز مادر مھربانم کھ در تمامی مراحل زندگی 

  بھ ویژه در طول این مقطع تحصیلی ھمواره مشوق و ھمراه من بوده است کمال تشکروقدرانی را بھ 

 .عمل آورم
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  :تقدیم بھ

  ھمسر عزیزم

 .کھ در این دوره از تحصیل حامی و یار و یاور من بوده است
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 فھرست مطالب

 صفحھ عنوان                                                                                                                

 ١                                                                                                                       چکیده

    ٢                                                                                                                     مقدمھ  
 ۵                                                                                                          کلیات:فصل اول

  ۵                                                                                                             ھدف          

 ۵پیشینھ تحقیق                                                                                                             

  ۶                                                                                                روش کار تحقیق         

     ٧                                                                                تعاریف وقضایای مقدماتی:فصل دوم

  ٢٢اتریس ھای بالا مثلثی                                 بررسی شرایط قویاً کلین بودن حلقھ م:فصل سوم

    ٢٢    نتایج اولیھ روی حلقھ ماتریس ھای مثلثی                                                        :بخش اول

 ٣٧                       شرایط لازم وکافی                                                                 :بخش دوم

  ۶١  مثالھا:بخش سوم    

  ۶٩                                                                                             حلقھ وقوع:فصل چھارم

     ٧۵                                                                               نتیجھ گیری وپیشنھادات:فصل پنجم
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       ٧٩        فھرست منابع فارسی                                                                                          

       ٧٩ فھرست مراجع انگلیسی                                                                                             
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      ٨٩واژه نامھ انگلیسی بھ فارسی                                                                                         

 ٩٨ چکیده انگلیسی  
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  :چکیده 

ً کلین ܽ Rϵیک حلقھ است عنصر  Rفرض کنید = ܽنامنѧد ھرگѧاه  ١را قویا e + b بѧھ ترتیѧب bوe کѧھ  

ً Rعنصر خودتوان و یکھ حلقھ  eھستند وضمنا b= b e  . حلقھR وѧر عضѧاه ھѧد ھرگѧین نامنѧکل ً را قویا

ً کلین باشد بررسی می کنѧیم کѧھ نتیجѧھ مѧی Rدر این تحقیق شرایطی را روی حلقھ موضعی مانند. آن قویا

ً کلین است RTn)(دھند  در ضمن نشان می دھیم کھ ایѧن حالѧت بѧرای حلقѧھ ھѧای موضѧعی .یک حلقھ قویا

  .جابجایی و بعلاوه تحت شرایطی برای حالت ھای دیگر از حلقھ ھای موضعی نیز برقرار است

  

  

  

  

 

  

  

  

  

  

  

  

                                                             
      Clean Strongly-  ١  
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  :مقدمھ 

  یک عضو از یک حلقھ کلین نامیده می شود اگر بھ صورت مجموع یک عضو یکھ و یک عضو خود 

  حاصلضرب حلقھ ھا کلین است . توان باشد و یک حلقھ کلین نامیده می شود اگر ھر عضو آن کلین باشد

  نشان داد کھ  ]١٩[در  ٢نیکلسون١٩٧٧در سال . اگر و فقط اگر ھر مؤلفھ از حاصلضرب کلین باشد

ً شرایط کافی برای حلقھ ھایی کھ دار   ای تصویر ھمومورفیک یک حلقھ کلین، کلین است و ضمنا

  برای حلقھ ھا نشان داد ]١٨[در ٣علاوه بر این کامیلو. خاصیت تبادلی ھستند را مورد بررسی قرار داد

  :قرار می باشد کھ رابطھ زیر بدون شرط برگشت پذیری بر

  نیمھ کاملکلینتبادلی

کلѧین باشѧد و عضѧوھای J/Rکلѧین اسѧت اگѧر و فقѧط اگѧر  Jبا رادیکال  Rثابت شد حلقھ  ]١٩و١٨[در

ثابѧѧت کردنѧد رابطѧھ زیѧѧر  ]١۶[کѧامیلودر و٤بѧرای حلقѧѧھ ھѧا  خورانѧا.ارتقѧѧاء یابنѧد RJ)(خѧود تѧوان آن بѧھ

    :برقرار است

  منظم یکھ  کلین

  

یѧک مѧدول کلѧین : مѧدول کلѧین را چنѧین تعریѧف کردنѧد ٦، نیکلسѧون و زاو ٥کامیلو ،خورانا، لѧم ]١٧[در 

  . نامیده می شود اگر حلقھ اندومورفیسم آن کلین باشد

  

  

  

  

                                                             
  Nicholson - ٢  

Camillo- ٣  
Khurana -  ٤   
Lam -  ٥   
Zhou-  ٦  



٣ 
 

21ثابت کردند کھ اگر  ] ٧[و نیکلسون در ٧مقدم بر این، ھان ,MM مدولھای کلین باشند آنگاه

21 MM  کلین است. 

  این امر بھ طور کامل  ]٢٠[ودر(نشان داد کھ یک فضای برداری مدول کلین است  ]١٢[در ٨سرکید

ً بررسی شد وآنھا  ]١٧[خورانا، لم ، نیکلسون و زاو در و این نتیجھ توسط)بررسی شده است   مجددا

  . نشان دادند کھ چگونھ مدولھای پیوستھ کلین ھستند

ً کلین را بیان کرد ]١٧[نیکلسون در  ً کلین نامیده :مفھوم قویا   بھ طوریکھ یک عضو از یک حلقھ قویا

  . می شود اگر بھ صورت مجموع یک عضو یکھ و یک عضو خود توان کھ جا بھ جا می شوند باشد

ً کلین است اگر ھ ً کلین است اگر حلقھ ھمچنین یک حلقھ قویا ً کلین باشد و یک مدول قویا   ر عضو آن قویا

ً کلین باشد ً کلین ھستند بھ تبعیت از کاری کھ . اندومورفیسم ھای آن قویا   حلقھ ھای موضعی قویا

   ]١٩بخش١۴[و خصوصیات اساسی حلقھ ھای موضعی  ]١٩[نیکلسون راجع بھ حلقھ ھای تبادلی در

  این امرانگیزه مطالعھ . ا عضو خود توان ھای بدیھی باید موضعی باشدانجام داد یک حلقھ تبادلی ب

ً حلقھ ھای کلین ھستند کھ عضوھای خود توان آن    روی حلقھ ھای موضعی است و این حلقھ ھا صریحا

ً . این امر می تواند آغاز تحقیق ومطالعھ ما باشد. ھا بدیھی اند  نیکلسون نشѧان داد کѧھ حلقѧھ ھѧای قویѧا

ً کلین ھستند   . منظم، قویا

ً  ]١٠[نتایج ابتدایی روی حلقھ ھای آبلی منظم    نشان می  ]٢٣-۵تمرین١۵ [منظم -و حلقھ ھای قویا

ً کلین ھستند) چپ(دھد کھ حلقھ ھای آبلی منظم و حلقھ ھای کامل راست     آرتینیبویژه حلقھ ھای . قویا

ً کلین ھستند) چپ(راست  ً کلین روی حلقھ . قویا   ھدف اصلی این تحقیق بررسی مجموعھ حلقھ ھای قویا

  .ھای ماتریس مثلثی وحلقھ ھای وقوع در خصوص حلقھ ھای موضعی است

  

                                                             
  Han - ٧  

  Searcoid - ٨   
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درفصѧѧل اول از ایѧѧن تحقیѧѧق کلیѧѧات و روش تحقیѧѧق را بیѧѧان مѧѧی کنѧѧیم و در فصѧѧل دوم از ایѧѧن تحقیѧѧق  

استفاده را ارائھ می دھیم و در بخش یک از فصل سوم قضیھ ای را اثبات مѧی تعاریف و قضایای مورد 

ً نشѧان مѧی دھѧد کѧھ ھمѧۀ مѧاتریس ھѧای بѧالا مثلثѧی  ً اسѧتفاده مѧی شѧود و سѧریعا کنیم کھ در این تحقیق تماما

ً کلین ھستند  ٩روی حلقھ ھای موضعی بلیچد در بخش دوم از ھمѧین فصѧل شѧرایطی را روی حلقѧۀ . قویا

RTn)(قرار مѧی دھѧیم کѧھ نتیجѧھ مѧی دھѧد  Rموضعی ً کلѧین اسѧت و ھمچنѧین عکѧس ایѧن مطلѧب را   قویѧا

و در بخѧش سѧوم از فصѧل سѧوم مثѧال ھѧایی ارائѧھ مѧی دھѧیم کѧھ . حلقھ است، اثبات می کنیم -h, Rوقتی 

ھستند ودر فصل چھارم یک تعمیم از حلقھ ماتریس ھای بѧالا مثلثѧی ثابت می کنند نتایج قبلی غیر بدیھی 

ً مرتب متناھی بیان مѧی شѧوند، ارائѧھ  مѧی دھѧیم و بعضѧی  کھ بھ صورت حلقھ وقوع تحت مجموعھ جزئا

در فصل پنجم بھ بیان نتیجѧھ . از نتایج بدست آمده در این تحقیق را روی حلقھ ھای وقوع بسط می دھیم 

  .پردازیم گیری وپیشنھادات می

Zیک حلقھ و  Rدر این مقالھ   ( R ) , )(RU  , )(RJ  نѧال جیکوبسѧب رادیکѧای وبھ ترتیѧھ ھѧروه یکѧگ

R  و مرکزR تعریف می شوند. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

                                                             
Bleached- ٩   
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  کلیات:فصل اول

  ھدف

ًکلین ھستند می  در این پایان نامھ بھ بررسی اینکھ حلقھ ماتریس ھای بالا مثلثی تحت چھ شرایطی قویا

پردازیم وآن را روی حلقھ ھای موضعی جابجایی گسترش می دھیم و این ویژگی را روی حلقھ ھای 

تعمیم می دھیم و قضایای مربوط بھ آنھا را 1Bوسریھای توانی اریب ووقوع وھمچنین عملگر  بلیچد

ً کلین ھستند   .ارائھ می کنیم تا ببینیم تحت چھ شرایطی قویا

  

  

  پیشینھ تحقیق

موضوعی کھ در این تحقیق مورد بررسی قرار می گیرد یکی از تازه ھای علمی در زمینھ جبر و 

ً کلین در سال .گرایش حلقھ ھا می باشد توسط آقای نیکلسون بیان  ١٩٧٧ابتدا مفھوم حلقھ قویا

  :موضوع مورد بررسی مربوط بھ مقالھ ای با عنوان.گردید

Strongly clean triangular matrix rings over local rings 

   

 ]۶ [.بھ چاپ رسیده است ٢٠٠٧است کھ در سال 

  

  



۶ 
 

ً کلین  این خاصیت را روی حلقھ ماتریس ھای بالا مثلثی مورد در این تحقیق با تعر یف حلقھ قویا

بررسی قرار می دھیم و بھ دنبال آن نتایج مھمی روی سایر حلقھ ھا بدست می آوریم کھ در فصل ھای 

  .مختلف این تحقیق بھ طور کامل بیان می گردند

  

  روش کار تحقیق

در بررسی و انجام این پایان نامھ از مقالات وکتب موجود در کتابخانھ ھا وسایر بخش ھای مرتبط 

چندین مقالھ وکتاب بھ زبان انگلیسی نیز جھت بھره برداری از اینترنت تھیھ گردیده .استفاده شده است

ده در این تحقیق را ابتدا با تعاریف وقضایایی کھ در فصل دوم آمده است مفاھیم اولیھ مورد استفا.است

ًکلین بودن حلقھ ھای ماتریسی بالا  بیان می کنیم و در فصل ھای بعدی بھ ترتیب بھ ارائھ شرایط قویا

ًدر فصل .و حلقھ سری ھای توانی اریب و حلقھ وقوع می پردازیم 1Bمثلثی و بلیچد وعملگر  نھایتا

پرداخت وبعد چند پیشنھاد پژوھشی در رابطھ با موضوع مورد پایانی بھ نتایج این پایان نامھ خواھیم 

  .بحث را برای محققین وعلاقھ مندان مطرح می نماییم
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  تعاریف وقضایای مقدماتی: فصل دوم

 

   .در این فصل بھ بیان تعاریف وقضایای مقدماتی مورد استفاده در طول پایان نامھ می پردازیم

  

باشند کѧھ بѧھ  Rدو عمل دوتایی روی .و+یک مجموعھ غیر تھی وRفرض کنید :حلقھ) ١-٢تعریف   (

ھمѧراه بѧا ایѧن دو عمѧل را یѧک حلقѧھ  Rدر ایѧن صѧورت مجموعѧھ.ترتیب جمع و ضرب نامیده می شѧوند

)می نامیم وبھ صورت  R   :شان می دھیم ھرگاهن(.,+,

١( R   گروه جمعی آبلی باشد)(+,

٢ ( R   یک نیم گروه ضربی باشد)(.,

a,b,cϵعمل ضرب روی عمѧل جمѧع از چѧپ و راسѧت توزیѧع پѧذیر باشѧد یعنѧی بѧھ ازای ھѧر)٣ R  تھѧداش

  :باشیم

a (b+c)=ab+ac 

(a+b) c=ac+bc 

حلقѧѧھ ای کѧѧھ عمѧѧل ضѧѧرب در آن دارای خاصѧѧیت جابجѧѧایی باشѧѧѧدراحلقھ :حلقѧѧھ جابجѧѧایی)٢-٢تعریѧѧف(

  .جابجایی می نامیم

رایѧک زیѧر حلقѧھ Sباشѧد،Rیک زیرمجموعھ ناتھی ازSیک حلقھو) Rو+و(.اگر:زیرحلقھ)٣-٢(تعریف

Rگوییم وبھ صورتS≤ Rو+و.(نشان می دھیم اگرS(یک حلقھ باشد .  
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Rفѧѧرض کنیѧѧد:ضѧѧرب حلقѧѧھ ھѧѧا)۴-٢(تعریѧѧف ଵوR ଶ و ⋯وR   ھѧѧھ بѧѧد کѧѧا باشѧѧھ ھѧѧانواده ای از حلقѧѧخ

൛صورت   R ൟୀଵ
୬ حال قرار می دھیم.نشان می دھیم:  

R = R ଵ × R ଶ × ⋯× R  = ൛(ܽଵ, ܽଶ,⋯ , ܽ୬)|       ܽ୧ ∈ R    , i = 1,⋯ , n ൟ 

 :چنین تعریف می کنیم Rاعمال دوتایی جمع وضرب را روی مجموعھ 

(ܽଵ, ܽଶ,⋯ ,ܽ୬) + (ܾଵ, ܾଶ,⋯ , ܾ୬) = (ܽଵ + ܾଵ, ܽଶ + ܾଶ,⋯ , ܽ୬ + ܾ୬) 

(ܽଵ,ܽଶ,⋯ ,ܽ୬). (ܾଵ, ܾଶ,⋯ ,ܾ୬) = (ܽଵܾଵ, ܽଶܾଶ,⋯ ,ܽ୬ܾ୬) 

  

 R تقیمѧرب مسѧرا حاصلضѧھ آنѧد کѧی دھѧھ مѧبا جمع وضرب تعریف شده بھ صورت بالا تشکیل یک حلق

Rحلقھ ھای   برای i=1,2,⋯ ,  می نامیم وبھ صورت   ݊

R = ෑ R 



ୀଵ

 

  .نمایش می دھیم

ϵ ܾ ,ܽرایک حوزه صحیح می نامیم اگر بھ ازای ھر Rحلقھ :حوزه صحیح)۵-٢(تعریف R کھ   

  0= ܾ یا0= ܽآنگاه 0= ܾ ܽ

 یک حلقھ باشدمجموعھ  Rفرض کنید:مرکزحلقھ)۶-٢(تعریف

Z  ( R )={ܽ ϵ R ϵ ݔ ∀  ; ܽ ݔ= ݔ ܽ      |  R   } 

  .رامرکزحلقھ نامیم

Zاعضای:عضو مرکزی)٧-٢(تعریف  ( R   .می نامیم Rراعضو مرکزی حلقھ (

ϵ ܽ عضو Rدر حلقھ:عضو خودتوان) ٨-٢( تعریف Rراعضوخودتوان می نامیم اگر ܽଶ = ܽ     .  

ϵ ܽ عضوRدر حلقھ :عضو پوچ توان)٩-٢(تعریف R حیح وѧدد صѧرا عضو پوچ توان می نامیم اگر ع

ܽ موجود باشد کھ ݊مثبتی مانند  = 0       



٩ 
 

  .آبلی است ھر گاه ھر عضو خودتوان آن یک عضو مرکزی باشد Rحلقھ : حلقھ آبلی)١٠-٢تعریف(

  وارون پذیر از راست گوییم  Rرا در حلقھ ܽعضو مخالف صفر :عضو وارون)١١-٢( تعریف 

ϵ ܾھر گاه  R  و وارون پذیر از چپ است ھر گاه 1= ܾ ܽموجود باشد کھ ܿ ϵ R ܿموجود باشد کھ ܽ 

=1  

ϵ ܽعضѧѧѧو :عضѧѧѧو یکѧѧѧھ) ١٢-٢( تعریѧѧѧف  Rاهѧѧѧوییم ھرگѧѧѧھ گѧѧѧپ  ܽ را یکѧѧѧت و چѧѧѧدارای وارون راس

  و)وارون پذیر باشد ܽیعنی (باشد

)(RU ={ ܽ ϵ R وارون پذیر باشد          | ܽ } 

 رایک ایده آل راست مѧی نѧامیم اگربѧھ ازای ھѧرRازحلقھ  ܫزیرمجموعھ ناتھی : ایده آل)١٣-٢(تعریف

ܽ, ܾ ϵ ݎوھر     ܫϵ R داشتھ باشیم:  

   ܫܾ߳- ܽ)١

 ܫ ϵݎ ܽ          )٢  

  وھر  ϵI ܾ ,ܽبھ ازای ھر  رایک ایده آل چپ نامیم اگرRازحلقھ ܫھمچنین زیرمجموعھ ناتھی 

ϵݎ  R داشتھ باشیم:  

١(  ܽ - ܾ ϵ ܫ  

   ܫ ϵ ܽ ݎ)٢  

Rاست اگریѧک ایѧده آل راسѧت و یѧک ایѧده آل چѧپ حلقѧھ R، یک ایده آل ازحلقھܫ  وزیرمجموعھ ناتھی

  .باشد
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Jو ܫ را اول گوییم اگربرای دو ایده آل دلخواهRازحلقھP  ایده آل  محض :ایده آل اول)١۴-٢(تعریف 

 :داشتھ باشیمRازحلقھ 

J ܫ ⊊P   ⇒ ܫ ⊊P   یا    J ⊊P 

  :ر ا ماکسیمال گوییم اگر Rازحلقھ ܯ ایده آل:ایده آل ماکسیمال)١۵-٢(تعریف

ܯ )١ ≠ R 

ܯکھ ܰبرای ایده آل دلخواه)٢ ⊊ =ܰ، نتیجھ شودܰ R  

راحلقѧѧѧھ )راسѧѧѧت(بѧѧѧا دقیقایѧѧѧک ایѧѧѧده آل ماکسѧѧѧیمال چѧѧѧپ  Rحلقѧѧѧھ ]١۴[: حلقѧѧѧھ موضѧѧѧعی)١۶-٢(تعریѧѧѧف 

 .موضعی می نامیم

نمѧایش میѧدھیم اشѧتراک تمѧام ایѧده ال RJ)(رادیکال جیکوبسن کѧھ بѧا :رادیکال جیکوبسن)١٧-٢(تعریف

  .استR )راست(ھای ماکسیمال چپ

وଶܫوଵܫاگر : D.C.C شرط)١٨-٢(  تعریف   برای دنبالھ نزولی  باشند Rایده آلھای  …

ଵܫ    ⊇ ଶܫ ⊇ ݅∀موجѧود باشѧد کѧھ tعدد صحیح ⋯ ≥ ୧ܫ،  ݐ =  D.C.Cدر شѧرط  Rآنگѧاه گѧوییم  ୲ܫ

  .صدق می کند

را روی دنبالѧھ  D.C.Cشѧرط Rنامنѧد اگѧر)راسѧت(را آرتینѧی چѧپ Rحلقھ :حلقھ آرتینی)١٩-٢(تعریف

  .متعلق بھ خود داشتھ باشد) راست(ای از ایده آلھای چپ

رایک حلقھ تقسیم گوییم اگرعناصرغیرصѧفرآن  Rحلقھ یکدار):حلقھ بخشی(حلقھ تقسیم)٢٠-٢تعریف(

  .تحت عمل ضرب وارون پذیر باشند

 . جابجایی باشد آن را یک میدان می نامیم Kاگرحلقھ بخشی : میدان)٢١-٢(تعریف
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 K،.  و+ بѧا ھمѧان اعمѧال دوتѧایی  Lاسѧت ھرگѧاه  Kزیѧر میѧدان  Lگѧوییم  :زیر میѧدان) ٢٢-٢(تعریف

  .یک میدان باشد

Kرا میدان اول نامیم اگرK میدان:اول میدان)٢٣-٢(تعریف   .زیر میدان  محض نا بدیھی نداشتھ باشد 

R یѧک گѧروه آبلѧی بѧا عمѧل دوتѧایی ܯ یک حلقھ و Rاگر:مدول-R)٢۴-٢( تعریف × بѧا       ܯ→ܯ

(݉,ݎ)ضابطھ    → ,ݎ∀و   ܾ݉߳,ܽ∀بھ طوری کھ داشتھ باشیم) ܯ߳݉(باشد    ݉ݎ  ܴ߳ݏ

ܽ)ݎ )١ + ܾ) = ܽݎ +        ܾݎ

,ݎ)   )٢   ܽ(ݏ = ܽݎ +     ܽݏ

ܽ(ݏݎ) )٣    =   (ܽݏ)ݎ

ً ضمنمدول چپ است و - Rیک ܯ آنگاه گوییم .1ୖیکѧدار و شѧرط   Rاگر  ا ܽ = نیѧز برقѧرار باشѧد  ܽ

مѧѧѧدول راسѧѧѧت نیѧѧѧز بѧѧѧھ طѧѧѧور مشѧѧѧابھ تعریѧѧѧف مѧѧѧی - R .نامنѧѧѧد مѧѧѧدول یکѧѧѧانی چѧѧѧپ- Rرا  ܯآنگѧѧѧاه 

  ،  ܯ نیز نمایانگر آن است کھ  ୖܯمدول چپ است و-R، ܯبھ منزلھ آن است کھ ோܯنماد.شود

R-مدول راست است .  

 ܯ داشѧتھ باشѧیم، ܯ دو حلقھ باشند بھ طوری کھ برای گѧروه آبلѧیS و Rاگر:بیو مدول) ٢۵-٢(تعریف

یѧک بیومѧدول مѧی باشѧد و بѧھ صѧورت  ܯمѧدول راسѧت باشѧد آنگѧاه گѧوییم -Sمѧدول چѧپ و یѧک -Rیک 

  .نمایش می دھیمௌோܯ

∅ مدول و -Rیک  ܯ اگر:زیر مدول)٢۶-٢( تعریف  ≠ ܰ ⊊ خѧود نیѧز یѧک  Nدر صورتیکھ     ܯ

R- می نامیم کھ معادل است با ܯ را زیرمدولܰ مدول باشد آنگاه  

,ݔ∀ ݔ    :ܰ߳ݕ −  ܰ߳ݕ

߳ݎ∀ R   , ∶ ܰ߳ݕ∀ ݎݕ ,ܰ߳ݕݎ       ∈ ܰ 
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  دو حلقھ باشند در این صورت نگاشت S وRفرض کنید:ھمومورفیسیم حلقھ ھا) ٢٧-٢(تعریف  

    ݂: R→ S    ھمومورفیسم ازراR  بھS  ܽنامیم اگر بھ ازای ھر, ܾ ϵ R داشتھ باشیم:  

݂(ܽ + ܾ) = ݂(ܽ) + ݂(ܾ) 

݂(ܾܽ) = ݂(ܽ)݂(ܾ) 

:݂)بѧѧѧھ خѧѧودش Rھѧѧر ھمومورفیسѧѧѧم حلقѧѧھ:اندومورفیسѧѧѧم) ٢٨-٢( تعریѧѧف   R → R را یѧѧѧک     (

  .برای گروه ھا نیز بھ طور مشابھ تعریف می شود.اندومورفیسم نامیم

بѧѧھ خѧѧودش یѧѧѧک بѧѧھ یѧѧѧک وپوشѧѧا باشѧѧѧد آن را  Rاگѧѧѧر ھمومورفیسѧѧم حلقѧѧѧھ:اتومورفیسѧѧم)٢٩-٢(تعریѧѧف

 .اتومورفیسم نامیم

 باشند تابع) چپ(مدول  -R  دو ܤو  ܣ اگر :مدول ھمومورفیسم -R )٣٠-٢( تعریف 

ܣ:݂    ܤ    :مدول ھمومورفیسم گوییم ھر گاه -R را یک →

∀ܽ,ܾ ∈ ܣ ∶ ݂(ܽ + ܾ) = ݂(ܽ) + ݂(ܾ) 

ݎ∀ ∈ R  ,∀ܽ ∈ ܣ ∶ (ܽݎ)݂   =  (ܽ)݂ݎ

ܣ:݂    Bاگر برای ھمومورفیسم  :ھمومورفیکتصویر )٣١-٢( تعریف    داشتھ باشیم→

 = می توانندھر دو حلقѧھ یѧا گѧروه  ܤو  ܣ.(  است ܣتصویر ھمومورفیک   ܤآنگاه گوییم   ܤ ݂݃݉ܫ

  )باشند

یک مدول ھاپفین است ھر گاه ھر اندومورفیسم پوشای  ܯگوییم  :   ١٠مدول ھاپفین)٣٢- ٢( تعریف 

  .آن یک بھ یک باشد

قابل نشاندن اسѧت ھرگѧاه ھمومورفیسѧم  ܤدر  ܣدو حلقھ باشند ،  ܤو  ܣفرض کنید  ):  ٣٣-٢(تعریف 

ܣ:݂    ܤیک بھ یک      .وجود داشتھ باشد→

                                                             
Hopfian - ١٠  
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پیوستھ نامیده می شود ھرگѧاه ھѧر زیرمѧدول از آن یѧک  ܯمدول  ]١٧[ :مدول پیوستھ)٣۴-٢( تعریف 

ایزومѧورف باشѧد خѧود نیѧز  ܯکѧھ بѧا یѧک جمعونѧد از  ܯ باشدو ھر زیر مدول از ܯجمعوند مستقیم از 

  .باشد ܯ  یک جمعوند از 

مدول نѧیم سѧاده گѧوییم ھرگѧاه ھѧر زیѧر مѧدول از آن -Rرا یک  ܯ: مدول نیم ساده-R )٣۵-٢(  تعریف

  .باشد ܯ یک جمعوند مستقیم از

⋯,୬ܯفѧѧѧرض کنیѧѧѧد   :دنبالѧѧѧھ دقیѧѧѧق)    ٣۶-٢(تعریѧѧѧف  ݊) ܯ, ≥ 2)  ،R- واهѧѧѧایی دلخѧѧѧدول ھѧѧѧم

  در این صورت دنبالھ .باشند

ܯ
ఝభሱሮ ଵܯ

ఝమሱሮ ଶܯ ିଵܯ→⋯→
ఝሱሮܯ 

  

⋯,୬߮ھمومورفیسم ھای     -Rرا، کھ دنبالھ ای از  ,߮ଵ   رایѧاه بѧر گѧامیم ھѧی نѧق مѧھ دقیѧت، دنبالѧاس

2ھر  ≤ ݅ ≤ ݊      ،Ke߮ݎ = ߮ିଵ Im .  

در ایѧن  .دلخѧواه باشѧند مѧدول ھѧایی-K   ،R و N و M فرض کنید :دنبالھ دقیق کوتاه)  ٣٧-٢(تعریف 

→صورت اگر دنبالھ       0 K 0 →M
φ
→ܰ

μ
دقیق باشد ، آن را دنبالھ دقیق کوتاه می گوییم و اگѧر   →

K +M= N آنگاه این دنبالھ را شکافنده گوییم.  

در ھریک از شرایط زیر صدق کند  Rیک حلقھ باشد اگر  Rفرض کنیم:حلقھ نیم ساده)٣٨-٢(تعریف

  :یک حلقھ نیم ساده می باشد Rآنگاه 

  نیم ساده باشند)چپ ( مدول ھای-Rھمھ )١

ً تولید شده نیم ساده باشند)چپ ( مدول ھا ی-Rھمھ )٢   متناھیا

  دوری نیم ساده باشند)چپ ( مدول ھای -Rھمھ ) ٣

۴( R-مدول ) چپ( Rنیم ساده باشد،  

  شکافنده باشند) چپ ( مدول ھا -Rھمھ دنبالھ ھای کوتاه دقیق از)۵
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پѧѧوچ تѧѧوان -R،Tزیѧѧر مجموعѧѧھ حلقѧѧھ A گѧѧوییم   ]١۴[ :تѧѧوان  پѧѧوچ-T مجموعѧѧھ)  ٣٩-٢(تعریѧѧف

,ଵܽ}دنبالھ از اعضا ماننداست اگر برای ھر ) راست(چپ ܽଶ, ܽଷ,⋯ وجѧود n≥1  یک عدد صѧحیح   {

ଵܽଶ⋯ܽ୬ܽداشتھ باشد بھ طوریکھ  = 0 .  

Rکامѧل اسѧت اگѧر  Rحلقѧھ :حلقѧھ کامѧل)۴٠-٢(تعریѧف
)(RJ൘ پѧوچ تѧوان -RJ،T)(نѧیم سѧاده باشѧد و   

  .باشد)چپ(راست

Rنیمھ موضعی است اگر  Rحلقھ  :نیم موضعی)   ۴١-٢(تعریف 
)(RJ൘   .نیمھ ساده باشد   

نیمھ موضعی باشد و عضѧوھای خودتѧوان  Rنیمھ کامل است اگرRحلقھ :نیم کامل حلقھ)۴٢-٢(تعریف

R
)(RJ൘  .ارتقاء یابند Rبتوانند بھ  

ای  ݔ،  ܽ Rϵمѧنظم اسѧت اگѧر وفقѧط اگѧر بѧرای ھѧر  Rحلقѧھ:مѧنظم وقویѧاً مѧنظم  حلقѧھ) ۴٣-٢(تعریف

ܽݔܽموجود باشد کھ  Rمتعلق بھ  = ً اگر  ܽ ܽو ضمنا = ܽଶآنگاه گوییم حلقھ   ݔRمنظم است ً   .قویا

Rحلقѧھ :مѧنظم-  حلقѧھ) ۴۴-٢(تعریف       ،-  رѧرای ھѧر بѧت  اگѧنظم اسѧمRϵ ܽ ،ݔ ∈ R  ودѧوج

ܽݔܽداشتھ باشد بھ طوریکھ     = ܽ .  

ً حلقھ )۴۵-٢(  تعریف ً  ،Rحلقھ :منظم -قویا ∋ ݔ است ھرگاه برای ھر منظم -قویا R عدد طبیعی،

  . ݔ ାଵ  =Rݔ Rوجود داشتھ باشد بھ طوریکھ   ݊  مانند 

،عضو خودتوان   ܽ Rϵیک حلقھ تبادلی است اگر وفقط اگر برای ھر  R :حلقھ تبادلی) ۴۶-٢(تعریف

e در ܽ R   موجود باشد بطوری کھR ∈ (1 − ܽ) 1 − e . 

  

  

  

  

  


