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تشر و قدردان

او است. پسین بی آخرین و پیشین بی نخستین که را خداوندی م�گویم سپاس و حمد

به را دوره این که بخشید من به ای بهره خویش توفیق دوام با و است رحیم و رحمان که

پایان به دوره این که حال سازم. اش خشنودی به برآمدن نردبان را آن و برسانم پایان

تشر نموده�اند یاری مرا مسیر این در که کسان تمام از که م�دانم واجب خود بر رسیده،

نمایم. قدردان و

نشیب پر مسیر این ساختن هموار با که عزیزم مادر و پدر بخصوص خانواده�ام از ابتدا در

م�کنم. قدردان نمودند، فراهم برایم را بالندگ و رشد زمینه فراز، و

ارزنده�شان راهنمایی�های با که اردوخان دکتر آقای جناب ارجمندم، راهنمای استاد از

دارم. را قدردان و سپاس کمال نمودند، یاری پایان�نامه این رساندن ثمر به در مرا

م�نمایم. تشر نمودند، همراه مرا مشاور استاد عنوان به که تجویدی دکتر خانم از همچنین

پایان�نامه ارزشیابی و مطالعه زحمت که خارج داور عنوان به یوسف دکتر آقای جناب از

متشرم. بسیار نمودند، شرکت من پایان�نامه از دفاع جلسه در و فرمودند تقبل را



چیده

بر همرشتاین، انتگرال معادلات عددی جواب�های یافتن برای را Tauروش پایان�نامه، این

ارائه برنشتاین چندمقیاس توابع و �برنشتاین چند�جمله�ای�های متعامد، پایه�ای� توابع حسب

معادلات و همرشتاین فردهلم انتگرال معادلات �شده، مطرح انتگرال معادلات م�دهد.

عملیات ماتریس از استفاده روش، این در اصل ایده م�باشند. همرشتاین ولترای انتگرال

نظر در با ابتدا منظور این برای م�باشد. غیرخط تابع از انتگرال�گیری برای Tau روش

بردار u آن در (که uTϕ(t) بصورت را موردنظر معادله جواب متعامد، پایه�ای� توابع گرفتن

ماتریس بارگیری با سپس و زده تقریب م�باشد) متعامد پایه بردار ϕ(t) و مجهول ضرایب

معادله ی به را موردنظر معادله ،غیرخط تابع از انتگرال�گیری برای Tauروش عملیات

دارد، مطابقت مجهول ضرایب با جبری معادلات از دستگاه ی با که هم�ارز ماتریس

م�آوریم�. بدست را u ضرایب بردار دستگاه این حل با و م�کنیم� تبدیل

پایه حسب بر را Tau روش ،B(t) برنشتاین پایه بردار با ϕ(t) بردار تعویض با همچنین

با را Tauروش پایان در �م�بریم�. بار �شده مطرح معادلات عددی حل برای و برنشتاین

انتگرال معادلات عددی حل برای و داده قرار مطالعه مورد برنشتاین چندمقیاس توابع پایه

بار همرشتاین ولترا-فردهلم انتگرال-دیفرانسیل معادلات و همرشتاین ولترای و فردهلم

داده قرار ارزیابی مورد را روش عددی، مثال�ها�ی ارائه با زیربخش، هر انتهای در �م�بریم�.

مقایسه معادلات این حل برای موجود روش�های دیر از �آمده بدست نتایج با آنها نتایج و

م�شود.

چندمقیاس توابع برنشتاین، چندجمله�ای�های متعامد، توابع کلیدی: های واژه

ولترا، فردهلم، همرشتاین، انتگرال-دیفرانسیل معادله همرشتاین، انتگرال معادله برنشتاین،

دوگان. عملیات ماتریس ، Tau عملیات ماتریس ،غیرخط ،خط
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مقدمه

گوناگون رده�های جواب تعیین برای متعددی عددی و تحلیل روش�های ریاضیات، علم در

آسان معمولا تحلیل بصورت معادلات این حل که آن�جایی از دارد. وجود معادلات از

م�شود. استفاده معادلات این حل برای عددی روش�های غالباً لذا نم�باشد،

گوناگون رده�های عددی حل در موفق بسیار روش�های از ی عنوان به طیف روش�های

در روش�ها این است. گرفته قرار محققان از بسیاری توجه مورد که بوده�است، معادلات از

�است. شده گرفته قرار استفاده مورد بسیار فیزی پدیده�های از برخاسته مختلف عرصه�های

کرده پیدا بیشتری کاربرد اخیر دهه�های در که طیف روش�های از ی اجرا، سادگ دلیل به

[٢،١] در الدائو٢ و ارتیز١ توسط که Tauروش پایان�نامه، این در است. Tauروش است،

چندجمله�ای�های و متعامد پایه�های حسب بر معادلات، عددی حل برای شد، پیشنهاد

و همرشتاین ولترای انتگرال معادلات شده مطرح معادلات م�شود. ارائه برنشتاین٣

کار محور م�شود، ارائه که روش در م�باشند. همرشتاین فردهلم انتگرال معادلات

مشخصه است. معادله مختلف قسمت�های با متناظر بردار�های و ماتریس�ها بارگیری

جبری معادلات با سیستم�هایی به را معادلات گونه این که است آن ،تکنی این اصل

پایان�نامه، این در م�دهد. کاهش را محاسبات حجم شفت�آوری طور به و کرده تبدیل

ارائه آنها دوگان عملیات ماتریس و [٣] شده معرف برنشتاین۴ چندمقیاس توابع همچنین

با همرشتاین فردهلم و ولترا انتگرال-دیفرانسیل و انتگرال معادلات سپس �است. شده

در شده�اند. حل توابع این دوگان عملیات ماتریس بارگیری با و Tau ازروش استفاده

اشاره پژوهش این در شده مطرح معادلات حل برای موجود روش�های از برخ به این�جا

م�کنیم.

ولترا-فردهلم انتگرال معادلات حل برای لژاندر روشموج�های از [۴] همارش و یوسف

١Ortiz
٢El-Daou
٣Bernstein
۴Bernstein multi-scaling functions

خ
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را �پالس بلاک توابع و شده گویا هار توابع [۵] در اردوخان �است. کرده استفاده غیرخط

همارانش همراه به [٧] و [۶] در یالسینباس۵ است. �برده بار معادلات این حل برای

داده پیشنهاد خط فردهلم انتگرال معادلات برای را لژاندر و لاگر سری روش ترتیب به

است. برده� بار فردهلم-ولترا انتگرال معادلات حل برای را تیلور سری [٨] در و �است

انتگرال معادلات حل برای را برنشتاین عملیات ماتریس�های [٩] هاشم�زاده و مال�نژاد

هم�محل و گالرکین روش�های از استفاده با [١٠] در هندی۶ داده�اند. پیشنهاد همرشتاین

معادلات جواب�های یافتن برای هم هایبرید توابع است. پرداخته معادلات این حل به

موج روش ترتیب به [١٧] و [١۶] در گرفته�اند. قرار بررس مورد [١۵-١١] در انتگرال

است. شده �برده بار خط ولترای انتگرال معادلات حل برای سینک هم�محل و لژاندر

و [١٨] در مثلثات توابع و والش توابع روش�های از استفاده با معادلات این غیرخط نوع

معادلات حل برای را Tau روش [٢٠] هادیزاده و قریش شده�اند. واقع بحث مورد [١٩]

معادلات عددی حل برای Tauروش [٢۴-٢١] در �برده�اند. بار همرشتاین ولترای انتگرال

است. گرفته قرار استفاده مورد انتگرال-دیفرانسیل

حقیق آنالیز از مقدمات اول، فصل در �است. گردیده تنظیم فصل سه در پایان�نامه این

توابع تقریب دوم، فصل در م�گردد. ارائه است بعدی فصل�های نیاز مورد که عددی و

�همین به م�شود. ارائه برنشتاین چندمقیاس توابع و برنشتاین چندجمله�ای�های حسب بر

ویژگ�های و برنشتاین چندمقیاس توابع و برنشتاین چندجمله�ای�های فصل این در منظور

روش سوم، فصل در م�شوند. معرف توابع این دوگان عملیات ماتریس همچنین و آنها

متعامد، پایه�ای توابع حسب بر همرشتاین انتگرال معادلات عددی حل برای را Tau

مثال�های ارائه با و کرده بیان برنشتاین چندمقیاس توابع و برنشتاین چندجمله�ای�های

دیر با معادلات این حل از موجود نتایج با و م�دهیم قرار ارزیابی مورد را روش عددی

م�نماییم. مقایسه روش�ها

۵Yalcinbas
۶Hendi



١ فصل

نیازها پیش

[٢٧] عددی آنالیز و [٢۶،٢۵] حقیق آنالیز از مهم قضایای و تعاریف بیان به فصل این در

ایفا بعدی فصل�های در نیاز مورد مفاهیم بهتر درک برای عمده�ای نقش که م�پردازیم

م�کنند.

حقیق آنالیز در پایه مفاهیم ١.١

از: است متشل (خط) برداری فضای ی .١.١.١ تعریف

اسالرها، از F میدان ی (١

بردارها، نام به (V,+) آبل گروه ی (٢

در که اسالر ضرب نام به σ(α, x) = αx ضابطه با σ : F × V −→ V نگاشت ی (٣

کند. صدق زیر موضوعه اصول

i) ∀α ∈ F, ∀x, y ∈ V ; α(x+ y) = αx+ αy,

ii) ∀α, β ∈ F, ∀x ∈ V ; (α + β)x = αx+ βx,

iii) ∀α, β ∈ F,∈ V ; (αβ)x = α(βx),

iv) ∀x ∈ V ; ١.x = x.

آبل گروه در جمع عمل . م�نامیم F میدان روی برداری فضای ی را V بالا تعریف در

اگر و حقیق برداری فضای ی را V آن�گاه F = R اگر م�نامیم. برداری جمع را (V,+)

. گوییم مختلط برداری فضای را V آن�گاه F = C

گوییم محدب را S مجموعه باشد. حقیق برداری فضای ی V فرض�کنیم .٢.١.١ تعریف

١



٢ نیازها پیش .١ فصل

هرگاه:

∀x, y, ∀t ∈ [٠,١]; (١ − t)x+ ty ∈ S.

باشد. واقع S در y و x بین واصل پاره�خط روی نقطه هر دیر، عبارت به

را V از W زیر�مجموعه باشد. F روی برداری فضای ی V �کنیم فرض .٣.١.١ تعریف

روی اسالری ضرب و برداری جمع اعمال با خودش W هرگاه م�نامیم V زیر�فضای ی

باشد. F روی برداری فضای ی ،V

R به V از ∥ · ∥ تابع به باشد، R روی برداری فضای ی V �کنیم فرض .۴.١.١ تعریف

هرگاه گوییم، نرم ی

i) ∀x, y ∈ V ; ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥,

ii) ∀x ∈ V, ∀α ∈ F ; ∥αx∥ = |α|∥x∥,

iii) ∀x ∈ V ; ∥x∥ = ٠ ⇒ x = ٠.

گوییم. (نرمیده) نرم�دار فضای است، نرم ی دارای که V برداری فضای به .۵.١.١ تعریف

d(x, y) = ∥x − y∥ باشیم داشته x, y ∈ V هر برای و باشد نرم�دار فضای ی V اگر

نرم�دار فضای هر بنابراین گوییم. نرم وسیله به شده القا متری فضای ی را (V, d) آن�گاه

است. متری فضای ی

هرگاه: (xn → x) گوییم همرا x به V نرم�دار فضای در را {xn}∞n=٠ دنباله .۶.١.١ تعریف

lim
n→∞

∥xn − x∥ = ٠.

هرگاه: گوییم ١کش V نرم�دار فضای در را {xn}∞n=٠ دنباله .٧.١.١ تعریف

∀ε > ٠, ∃N, ∀m,n ∈ z+, (m,n > N ⇒ ∥xn − xm∥ < ε).

تعریف زیر صورت به را ∥.∥c نرم باشد، پیوسته [a, b] بر f �کنیم فرض .٨.١.١ تعریف

م�کنیم،

∥f∥c = supa6x6b|f(x)| = maxa6x6b|f(x)|.

١Cauchy



٣ نیازها پیش .١ فصل

همرا V در کوش دنباله هر هرگاه گوییم کامل را (V, d) متری فضای .٩.١.١ تعریف

باشد.

با (V, d) متری فضای هرگاه گوییم باناخ٢ فضای ی را V نرم�دار فضای .١٠.١.١ تعریف

باشد. کامل متری فضای ی م�شود)، القا نرم وسیله به که (متری متعارف متر

زیر��مجموعه�های Mاز خانواده باشد. غیر�ته مجموعه ی X �کنیم فرض .١١.١.١ تعریف

: هرگاه گوییم جبر ی را X

باشد)، بسته اجتماع عمل تحت M) باشد M در M عضو دو هر اجتماع (١
باشد. M در M عضو هر متمم (٢

در باشد. بسته شمارا اجتماع تحت هرگاه گوییم جبر −σ ی را M جبر .١٢.١.١ تعریف

-جبر σ ی را M آن�گاه m =
∪∞

i=١ mi ∈ M اگر، {mi}∞i=١ ⊆ M �کنیم فرض حقیقت

گوییم.

(X,M) زوج Xباشد، روی Mیσ-جبر و غیر�خال Xیمجموعه اگر تعریف١٣.١.١.

گوییم. اندازه�پذیر فضای ی را

تابع ی f : X → R∗ و اندازه�پذیر فضای ی (X,M) �کنیم فرض .١۴.١.١ تعریف

O باز زیرمجموعه هر به�ازای هرگاه گوییم اندازه�پذیر تابع را f باشد. �یافته توسعه حقیق

.f−١(O) ∈M یعن باشد اندازه�پذیر M به نسبت X در f−١(O) ، مجموعه R در

f : X → C اندازه�پذیر توابع تمام از متشل فضای ١ 6 p 6 ∞ برای .١۵.١.١ تعریف

دیر: عبارت به گوییم. Lp(X) فضای باشد،
∫
X
|f(t)|pdt <∞ که

Lp(X) =

{
f |f : X → C : اندازه�پذیر f,

∫
X

|f(t)|pdt <∞
}

و p > ١ هر به�ازای است. برداری فضای ی Lp(X) که داد نشان م�توان آسان به

: م�کنیم تعریف f ∈ Lp(X)

∥f∥p =

{∫
X

|f(t)|pdt
} ١

p

,

نرم شرایط در تابع این که داد نشان م�توان آسان به گوییم. f Lp−نرم را ∥f∥p عدد و

م�کند. صدق

٢Banach
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∑∞
n=٠ xn سری گوییم Xباشد. نرم�دار فضای در دنباله�ای {xn}∞n=٠ اگر .١۶.١.١ تعریف

صورت این در باشد. همرا x به Sn =
∑n

i=٠ xi دنباله هرگاه است. x به همرا X ∞∑در
n=٠ ∥xn∥ هرگاه گوییم همرا مطلقاً را

∑∞
n=٠ xn سری .

∑∞
n=٠ xn = x م�نویسیم

باشد. همرا

هر که است آن باشد، کامل X نرم�دار فضای آن�که برای کاف و لازم شرط .١.١.١ قضیه

باشد. همرا فضا این در همرا مطلقاً سری

است. کامل (١ ≤ p ≤ ∞) ،Lp فضای فیشر٣) ریز ) .٢.١.١ قضیه

در است. باناخ فضای ی ١ ≤ p ≤ ∞ به�ازای Lp فوق، قضایای به توجه با به�این�ترتیب

یعن ،L٢(X) خاص حالت

L٢(X) =

{
f |f : X → C : ,fاندازه�پذیر

∫
X

|f(t)|٢dt <∞
}
,

نرم با

∥f∥٢ =

{∫
X

|f(t)|٢dt
} ١

٢
,

است. باناخ فضای ی

هرگاه گوییم ضرب�داخل فضای ی را X (حقیق) مختلط خط فضای .١٧.١.١ تعریف

داشته وجود م�دهیم، نشان ⟨·, ·⟩ نماد با را آن که X ×X روی (حقیق) مختلط تابع ی

باشیم: داشته α ∈ C هر و x, y, z ∈ X هر برای به�طوری�که باشد

i) ⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩ + ⟨y, z⟩,

ii) ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩,

iii) ⟨αx, y⟩ = α⟨x, y⟩,

iiii) ⟨x, x⟩ = ٠ ⇔ x = ٠, ⟨x, x⟩ ≥ ٠.
م�شود. نامیده y و x ضرب�داخل ⟨x, y⟩ آن�گاه

داده نمایش ∥x∥ =
√

⟨x, x⟩ وسیله به که م�کند تعریف نرم ی X روی ضرب�داخل ی

٣Riesz-Fisher
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م�شود: تعریف زیر ضابطه با X روی متر ی ترتیب همین به و م�شود

d(x, y) = ∥x− y∥ =
√

⟨x− y, x− y⟩.

x, y ∈ X هر برای آن�گاه باشد، ضرب�داخل فضای ی X فرض�کنیم .١٨.١.١ تعریف

داریم:

|⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥.∥y∥ کش-شوارتز۴ نامساوی (١
∥x+ y∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥ مثلث نامساوی (٢

∥x+ y∥٢ + ∥x− y∥٢ = ٢∥x∥٢ + ٢∥y∥٢ الاضلاع متوازی اتحاد (٣

ضرب�داخل ی هرگاه گوییم هیلبرت۵ فضای ی را H باناخ فضای .١٩.١.١ تعریف

به�وسیله که نرم با L٢[a, b] فضای مثال، عنوان به باشد. شده تعریف H روی ⟨., .⟩

آن ضرب�داخل که است هیلبرت فضای ی م�شود، تعریف ∥x∥٢ =
{∫ b

a
|x(t)|٢dt

} ١
٢

و باشند حقیق توابع y(t) و x(t) هرگاه م�شود، تعریف ⟨x, y⟩ =
∫ b

a
x(t)y(t)dt وسیله به

م�شود: تعریف چنین ضرب�داخل باشند، مختلط مقدار با توابع y(t) و x(t) اگر

⟨x, y⟩ =

∫ b

a

x(t)y(t)d(t).

تعامد ٢.١

گوییم عمود را فضا این از y عضو بر X ضرب�داخل فضای ی از x عضو .١.٢.١ تعریف

،A,B ⊆ X اگر همچنین م�دهیم. نمایش x ⊥ y با را آن و ⟨x, y⟩ = ٠ ،x ̸= y هرگاه

باشیم داشته a ∈ A هر به�ازای هر�گاه ،x ⊥ A م�دهیم نمایش و است عمود A بر x گوییم

باشیم داشته b ∈ B هر و a ∈ A هر به�ازای هر�گاه عمودند، هم بر B و A گوییم و x ⊥ a

.a ⊥ b

تعریف، بنابه باشد. H هیلبرت فضای زیر�فضای ی F �کنیم فرض .٢.٢.١ تعریف

هرگاه: گوییم F متعامد ممل را F⊥ مجموعه

F⊥ = {x ∈ H | x ⊥ F} .

۴Cauchy-Schwartz
۵Hilbert
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بسته زیر�فضای F⊥ آن�گاه باشد، H هیلبرت فضای زیر�فضای ی F اگر .١.٢.١ قضیه

است. H

باشد، بسته F اگر باشد. H هیلبرت فضای زیر�فضای F �کنیم فرض (ریز۶) .٢.٢.١ قضیه

.F ⊕ F⊥ = H آن�گاه

: هر�گاه گوییم متعامد را A ⊂ X .٣.٢.١ تعریف

∀x, y ∈ A, ⟨x, y⟩ =

 ٠, x ̸= y,

α > ٠, x = y.

گوییم. نرمال یا یه متعامد را A مجموعه ،∥x∥ = ١ باشیم داشته x ∈ A هر برای اگر

و باشد X ضرب�داخل فضای از یه متعامد زیر�مجموعه ی A اگر .۴.٢.١ تعریف

آن�گاه باشند A از متمایزی عناصر xn, ..., x٢, x١

∀y ∈ X,
n∑

k=١
|⟨y, xk⟩|٢ ≤ ∥y∥٢.

y ∈ X و باشد X ضرب�داخل فضای از یه متعامد زیر�مجموعه A اگر .٣.٢.١ قضیه

آن�گاه:

است. شمارش�پذیر {x ∈ A | ⟨y, x⟩ ̸= ٠} (١
بسل٧). (نامساوی

∑
x∈A |⟨y, x⟩|٢ ≤ ∥y∥٢ (٢

سری آن�گاه باشد، H هیلبرت فضای از یه متعامد زیر�مجموعه ی A اگر .۴.٢.١ قضیه

همراست. جملات، ترتیب از مستقل
∑

x∈A⟨y, x⟩x فوریه٨

X از یه متعامد زیر�مجموعه A و ضرب�داخل فضای ی X �کنیم فرض .۵.٢.١ تعریف

داشته y ∈ X هر به�ازای هرگاه گوییم X برای یه متعامد پایه ی را A آن�گاه باشد.

باشیم:

y =
∑
x∈A

⟨y, x⟩x.

۶Riesz
٧Bessel
٨Fourier



٧ نیازها پیش .١ فصل

باشد. X از زیر�مجموعه�ای A و ضرب�داخل فضای ی X �کنیم فرض .۶.٢.١ تعریف

: هرگاه است کامل A گوییم

A⊥ = {y ∈ X | ⟨x, y⟩ = ٠ ∀x ∈ A} = {٠} .

شرایط آن�گاه Hباشد، هیلبرت فضای از یه متعامد زیرمجموعه ی A اگر .۵.٢.١ قضیه

هستند: معادل زیر

. پارسوال٩) (اتحاد
∑

x∈A |⟨y, x⟩|٢ = ∥y∥٢ داریم، y ∈ X هر به�ازای (١
است. کامل A (٢

است. H برای یه متعامد پایه ی A (٣

باشد، H هیلبرت فضای از کامل یه متعامد زیر�مجموعه ی A اگر قبل قضیه به توجه با

که داد بسط y =
∑

x∈A⟨y, x⟩x فوریه سری صورت به م�توان را y ∈ H عنصر هر آن�گاه

است. y به همرا مذکور فوریه سری

هر�گاه: گوییم وزن تابع ی [a, b] بر را ω تابع .٧.٢.١ تعریف

، باشد نامنف (a, b) بر ω (١
باشد، انتگرال�پذیر [a, b] بر ω (٢

نباشد. صفر با متحد (a, b) بدیه غیر بازه زیر هیچ بر ω (٣

را ω وزن تابع به نسبت ضرب�داخل اینک کردیم، تعریف را ضرب�داخل L٢[a, b] در قبلا

: م�کنیم تعریف زیر صورت به

⟨x, y⟩ =

∫ b

a

ω(t)x(t)y(t)dt.

هرگاه گوییم کامل نرمال متعامد دستگاه ی را {fi} نرمال متعامد دستگاه .٨.٢.١ تعریف

دیر: عبارت به �باشد. نداشته وجود آن از وسیع�تر نرمال متعامد دستگاه هیچ

∃f, ∀i, ⟨f, fi⟩ = ٠ → f = ٠.

باشند L٢(a, b) در (یه) نرمال متعامد توابع از ای دنباله fn, ..., f٢, f١ اگر .۶.٢.١ قضیه

مینیمم ∥f −
∑n

i=١ αifi∥ که هست ی αn, ..., α٢, α١ آن�گاه ،f ∈ L٢(a, b) همچنین و

٩Parseval
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گوییم. f مربعات کمترین تقریب
∑n

i=١ αifi به و است

بسل). (نامساوی
∑n

i=١ |⟨f, fi⟩|
٢ ≤ ∥f∥٢ .١.٢.١ نتیجه

،f ∈ L٢ و باشد L٢(a, b) در کامل نرمال متعامد سیستم ی {fi}∞i=١ اگر .٢.٢.١ نتیجه

بسل). (نامساوی
∑n

i=١ |⟨f, fi⟩|
٢ ≤ ∥f∥٢ و همراست

∑∞
i=١ |⟨f, fi⟩|

٢ آن�گاه

نرمال متعامد سیستم ی {fi}∞i=١ و باشند L٢(a, b) در توابع g و f اگر .٣.٢.١ نتیجه

آن�گاه ηi = ⟨f, fi⟩ و ξi = ⟨g, fi⟩ و L٢(a, b) در کامل

|
∞∑
i=١

ηiξi| ≤ ∥f∥∥g∥.

پیوسته متعامد سیستم�های ٣.١

روی وزن تابع ی ω و L٢[a, b] در توابع از دنباله ی {fi}∞i=١ فرض�کنیم .١.٣.١ تعریف

هرگاه، متعامدند ω وزن تابع به نسبت توابع دنباله این باشد، [a, b]

⟨fi, fj⟩ =

 αi > ٠, i = j

٠, i ̸= j
, i, j = ١,٢, ...

نرمال متعامد دنباله ی را {fi}∞i=١ توابع دنباله آن�گاه ∥fi∥ = ١ , i هر برای اگر به�علاوه

گوییم. یه یا

هستند. خط� مستقل متعامد توابع دنباله .٢.٣.١ لم

زیر قضیه که گرام-اشمیت١٠ فرایند به توجه با م�توان را چند�جمله�ای متعامد سیستم�های

.[٢٨] �آورد �بدست م�دهد، ارائه

تعریف زیر در که {ϕ٠(t), ϕ١(t), · · · , ϕn(t), · · · چندجمله�ای�های{ مجموعه .١.٣.١ قضیه

م�باشند. متعامد ω(t) وزن تابع به نسبت [a, b] بازه بر �شوند، م

ϕ٠(t) = ١,

١٠Gram-Schmidt
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ϕ١(t) = t− β١, ∀t : a ≤ t ≤ b,

آن در که

β١ =

∫ b

a
tω(t) [ϕ٠(t)]٢ dt∫ b

a
ω(t) [ϕ٠(t)]٢ dt

,

،a ≤ t ≤ b هر به�ازای k ≥ ٢ وقت

ϕk(t) = (t− βk)ϕk−١(t) − αkϕk−٢(t),

آن در که

βk =

∫ b

a
tω(t) [ϕk−١(t)]٢ dt∫ b

a
ω(t) [ϕk−١(t)]٢ dt

,

و

αk =

∫ b

a
tω(t)ϕk−١(t)ϕk−٢(t)dt∫ b

a
ω(t) [ϕk−٢(t)]٢ dt

.

بالا قضیه در ϕ٠(t), ϕ١(t), · · · , ϕn(t) چندجمله�ای�های ،n > ٠ هر به�ازای .١.٣.١ نتیجه

ϕk(t) ای چندجمله هر به�ازای و م�سازند Πn برای پایه ی و هستند خط� مستقل [a, b] بر

،k < n درجه از

∫ b

a

ω(t)ϕn(t)ϕk(t) = ٠.

م�باشد. n درجه از حداکثر چند�جمله�ای�های مجموعه Πn

متعامد سیستم�های حسب بر توابع تقریب ١.٣.١

پس ،f ∈ L[٠,١]٢ و باشد L[٠,١]٢ برای کامل متعامد پایه ی {ϕk(t)}∞k=٠ �کنیم فرض

داریم:

f(t) =
∞∑
j=٠

fjϕj(t) (١.١)



١٠ نیازها پیش .١ فصل

بزنیم، تقریب اول جمله m+ ١ با را f(t) اگر که است جمله نامتناه شامل (١.١) معادله

داریم:

f(t) ≃
m∑

j=٠
fjϕj(t) = fTϕ(t), (٢.١)

آن: در که

fT = [f٠, f١, · · · , fm], ϕ(t) = [ϕ٠(t), ϕ١(t), · · · , ϕm(t)]T , (٣.١)

و

fj =
⟨f(t), ϕj(t)⟩
∥ϕj(t)∥٢ =

١
∥ϕj(t)∥٢

∫ ١

٠
ω(t)f(t)ϕj(t)dt, j = ٠,١, ...,m. (۴.١)

داریم: صورت این در k(t, s) ∈ L[٠,١])٢ × [٠,١]) �کنیم فرض حال

k(t, s) =
∞∑
i=٠

∞∑
j=٠

ki,jϕi(t)ϕj(s). (۵.١)

تقریب اول جمله m + ١ با را k(t, s) اگر که است جمله نامتناه شامل (۵.١) معادله

داریم: بزنیم،

k(t, s) ≃
m∑
i=٠

m∑
j=٠

kϕi,jϕi(t)ϕj(s), (۶.١)

پس

k(t, s) ≃ ϕT (t)kϕϕ(s), (٧.١)

که

kϕi,j =
⟨ϕi(t), ⟨k(t, s), ϕj(s)⟩⟩

∥ϕi(t)∥٢∥ϕj(s)∥٢

=
١

∥ϕi(t)∥٢∥ϕj(s)∥٢

∫ ١

٠

∫ ١

٠
ω(t)ω(s)k(t, s)ϕi(t)ϕj(s)dtds.


