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چͺیده
انتͽرالͬ معادلات حل برای ١ ͷسین تقریب پایه بر جدید عددی روش�های نامه پایان این در

ضعیف منفرد هسته با دوم نوع خطͬ ٢ فردهلم
g(t) = λu(t)−

∫ b

a

|t− s|p−١k(t, s)u(s)ds a ≤ t ≤ b

و (طبیعͬ) ͬͺفیزی مانند عملͬ کاربردهای در اغلب نوع این از معادلاتͬ است. شده پیشنهاد
حرارتتابشͬ، انتقال مسئله پتانسیل، مسائل دیریͺله، مسئله ،ͷترواستاتیͺال مسائل مهندسͬ،
پلیمر ͷی از عناصر بین کنش هم بر و راکتور مسائل ،ͷفیزی اختر از ذرات انتقال مسائل
با ͷسین تقریب از توانایͬ�هایͬ وسیله به روش�ها این شوند. مͬ ظاهر محلول، در زنجیری
اجراست. قابل هستند، منفرد شͺل به که معادلاتͬ برای و یافته�اند، توسعه هموارسازي، تبدیل
لحاظ این از و مͬ�باشند، نمایͬ همͽرایͬ دارای روش�ها این که مͬ�دهد، نشان عددی مثال�های

بخشیده�اند. بهبود را همͽرا جمله�ای�های چند از استفاده معمول نتایج روش�ها این

١Sinc ٢Fredholm
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پیشͽفتار
است: گردیده تدوین زیر مقاله اساس بر نامه پایان این

• Okayama, Tomoaki and Matsuo, Takayasu and Sugihara. Sinc-collocation
methods for weakly singular Fredholm integral equations of the second kind.
Journal of computational and applied mathematics, Vol. 234, No. 4, pp.
1211-1227.

خانواده�ی است شده استفاده ͷسین تابع از آن در که تقریبͬ روش�های اخیر، مطالعات در
هر برای دقیقͬ تقریب�های به قادر را ما فرمول�ها این مͬ�کنند. ارائه را فرمول�ها از جدیدی
طرفͬ از …مͬ�سازند. غیره و تابع مشتق تقریب تابع، تقریب مانند حسابͬ عملیات نوع
مهندسͬ، علوم در وسیعͬ کاربرد و مͬ�کنند ایفا ریاضیات در مهمͬ نقش انتͽرال معادلات
روش�های که مͬ�باشند تͺین نقاط دارای موارد از بسیاری در و …دارند غیره و ،ͷفیزی شیمͬ،
ͬͺی مͬ�باشند. کارا بسیار مسایل گونه این برای ،ͷسین پایه�ای تابع خواص دلیل به ͷسین
نمایͬ همͽرایͬ، مرتبه نیز منفرد مسائل در حتͬ که است آن ͷسین روش�های مزیت�های از

مͬ�پردازیم. ͷسین روش�های تاریچه�ی از مختصری به ادامه در دارند.
نخستین ویتاکر گرفت. قرار استفاده ویتاکر٢مورد برل١و کارهای در بار نخستین ͷسین تابع
١٩٨١ سال در داد. قرار بررسͬ مورد را تحلیلͬ توابع و ͷسین تابع بین ارتباط که بود کسͬ
مربوط قضایای و توابع برای ویتͺر تابع اساس بر را ͷسین تقریب استنجر٣فرمول�های ͷفران
کارگیری به با را ͷسین بیال۴ͬͺتقریب ،١٩٩١ سال در .[٢۴] کرد بررسͬ را تقریب این به

است[۶]. داده ارائه مرزی مقدار مسائل برای محلͬ هم روش
ͷسین پایه�ای توابع توسط را ضعیف منفرد هسته با دوم نوع فردهلم معادلات نامه پایان این در
را خطا بیشینه سپس مͬ�زنیم، تقریب ͷسین مضاعف نمایͬ و ͷسین ساده نمایͬ روش دو به

مͬ�آوریم. بدست تقریبͬ جواب از انتͽرال معادله اصلͬ جواب تفریق با
مͬ�پردازیم. اولیه مفاهیم و تاریچه به اول فصل در که است فصل چهار شامل نامه پایان این
روش�های سوم فصل در و مͬ�شود، پرداخته آن خواص و ͷسین تابع تعریف به دوم فصل در

١E.Borel
٢E.T.Whittaker

٣F.Stenger
۴B.Bialecki
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٣

حل برای ٢DE ͷسین مضاعف نمایͬ و ١SE با ͷسین ساده نمایͬ نوع از ͷسین محلͬ هم
تحلیل و تجزیه است. شده معرفͬ دوم نوع از ضعیف منفرد هسته با فردهلم انتͽرال معادلات
به عددی مثال�های انتها در و است، شده آورده روش�ها همͽرایͬ به مربوط قضایای و خطا
صورت به خطاها نمودار که شده مقایسه N مختلف مقادیر برای خطا ماکزیمم نمودار همراه

مͬ�باشد. نزولͬ

١Simple Exponential ٢Double Exponential



١ فصل
اولیه مفاهیم و تاریخچه

اولیه مفاهیم و تاریخچه ١.١
علامت زیر u(x) مجهول تابع آن در که است معادله�ای انتͽرال، معادله ͷی .١.١.١ تعریف

: است زیر صورت به خطͬ انتͽرال معادله ͷی عمومͬ شͺل دارد. قرار انتͽرال
u(x) = f(x) +

∫ β(x)

α(x)

k(x, t)u(t)dt (١.١)

حدود β(x) ، α(x) و مͬ�شود نامیده هسته که است متغیره دو تابع ͷی k(x, t) آن در که
هستند. انتͽرال

است شده ظاهر انتͽرال علامت زیر در تنها ،u(x) مجهول تابع فوق معادله در .٢.١.١ تذکر
داشته حضور هم انتͽرال علامت از خارج در مجهول تابع است ممͺن دیͽر حالت�های در و

هستند. معلومͬ توابع f(x) تابع و k(x, t) معادله، هسته که داشت توجه باید باشد.
شد. ریموند١پیشنهاد دوبویس توسط میلادی ١٨٨٨ سال در بار اولین انتͽرال معادله�ی
سال�های در وی نامه پایان که زمانͬ آبل٢، به را انتͽرال معادله�ی پیدایش اولین همچنین
اولین که دارد وجود نیز دیͽری نظریه مͬ�دهند. نسبت شد، منتشر میلادی ١٨٢۶ تا ١٨٢٣
وی که زمانͬ مͬ�باشد، میلادی ١٧٨٢ سال لاپلاس٣در به مربوط انتͽرال معادله�ی پیدایش

مͬ�کرد. ریزی پایه را لاپلاس معͺوس تبدیلات ایده�ی
: مͬ�شود تعریف زیر صورت به ٠ < t <∞ که f(t) تابع لاپلاس تبدیل مثال عنوان به

L{f(t)} = F (s) =

∫ +∞

٠
e−stf(t)dt (٢.١)

١Du Bois-Reymond
٢N.Abel

٣P.Laplace
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اولیه۵ مفاهیم و تاریخچه .١ فصل

که صورتͬ در است. s > ٠ برای فوق انتͽرال همͽرایͬ بیانͽر (٢.١) رابطه
F (s) =

١
s٢

s > ٠ (٣.١)
داشته توجه باید کنیم، تعیین را F (s) معͺوس لاپلاس تبدیل همان یا ،f(t) تابع بخواهیم و

: باشیم
١
s٢

=

∫ +∞

a

e−stf(t)dt (۴.١)
مجهول تابع f(t) آن در که مͬ�شود تبدیل انتͽرال معادله ͷی به فوق معادله صورت این در

است. شده شروع لاپلاس توسط انتͽرال معادله معرفͬ که معناست بدین این و است.
معͺوس تبدیل و −∞ < x < +∞ که f(x) تابع تبدیل برای میلادی ١٨٢٠ سال در ١ فوریه

: داد ارائه را زیر تعریف آن
F (λ) =

∫ +∞

−∞
eiλxf(x)dx (۵.١)

f−١{F} = ١
٢π

∫ +∞

−∞
eiλxF (λ)dλ (۶.١)

که کرد حل را f(x)حسب بر انتͽرال معادله ͷی (۵.١) معادله در f(x) کردن پیدا در او لذا
بعضͬ اگر نیست تعجب جای صریح جواب چنین با مͬ�باشد. (۶.١) معادله�ی همان جواب،
نظر در انتͽرال معادله ͷی برای یافتنͬ دست و واضح جواب اولین را فوریه نتایج دانان تاریخ

بͽیرند.
از آن اهمیت اصولا˟ و است ریاضͬ آنالیز شاخه�های مهمترین از ͬͺی انتͽرال معادلات نظریه

است. جزئͬ مشتقات با معادلات تئوری در مرزی مقدار مسائل لحاظ
که انتͽرالͬ معادلات و جزئͬ مشتقات با معادلات و معمولͬ دیفرانسیل معادلات حل برای
نسبت انتͽرال معادلات کنیم، استفاده عددی روش�های از باید نیستند صریحͬ جواب دارای

معادله�ی مͬ�شوند. تقریب بهتر جزئͬ یا معمولͬ مشتقات با معادلات به

u(x) = f(x) +

∫ β(x)

α(x)

k(x, t)u(t)dt (٧.١)

: داد نمایش زیر صورت به عملͽری شͺل به توان مͬ را
u(x) = f(x) + (Ku)(x) → (Ku)(x) =

∫ β(x)

α(x)

k(x, t)u(t)dt (٨.١)
: معادل طور به یا و

u = f +Ku (٩.١)
١J.Fourier



اولیه۶ مفاهیم و تاریخچه .١ فصل

است. (١.١) معادله برای انتͽرال عملͽر ͷی K که
معادلات نوع این که شود ظاهر معادله در نیز مشتق است ممͺن مواقع بعضͬ که کنیم توجه
اوایل در معادلات نوع این است توضیح به لازم مͬ�نامند. انتͽرال-دیفرانسیل معادلات را

شدند. معرفͬ ولترا١ توسط میلادی ١٩٠٠

غیرخطͬ و خطͬ انتͽرال معادلات بندی طبقه ١.١.١
خطͬ معادلات ترین متداول . مͬ�شوند تقسیم غیرخطͬ و خطͬ گروه دو به انتͽرال معادلات
بندی دسته ولترا انتͽرال معادلات و فردهلم انتͽرال معادلات گروه دو به مͬ�توان را غیرخطͬ و
: مͬ�گیرند قرار بررسͬ مورد زیر دسته چهار در خطͬ انتͽرال معادلات بخش این در اما کرد

فردهلم انتͽرال ١-معادلات
ولترا انتͽرال ٢-معادلات

-دیفرانسیل انتͽرال ٣-معادلات
منفرد انتͽرال ۴-معادلات

معادلات همچنین و غیرخطͬ و خطͬ نوع از ولترا و فردهلم انتͽرال معادلات معرفͬ به حال
مͬ�پردازیم. منفرد انتͽرال معادلات و انتͽرال-دیفرانسیل

تعریفمͬ�شود: زیر شͺل به u(x) مجهول تابع حسب بر خطͬ انتͽرال معادله تعریف٣.١.١.

h(x)u(x) = f(x) +

∫ β(x)

a

k(x, t)u(t)dt (١٠.١)

صورت به و مͬ�نامند فردهلم انتͽرال معادله را (١٠.١) معادله β(x) = b اگر .۴.١.١ تعریف
: مͬ�شود داده نشان زیر

h(x)u(x) = f(x) +

∫ b

a

k(x, t)u(t)dt (١١.١)
.h(x) = ٠ هرگاه مͬ�شود نامیده اول نوع از فردهلم انتͽرال معادله (١١.١) معادله

١V.Volterra



اولیه٧ مفاهیم و تاریخچه .١ فصل

صورت این در
f(x) =

∫ b

a

k(x, t)u(t)dt (١٢.١)
این در .h(x) = ١ هرگاه مͬ�شود نامیده دوم نوع از فردهلم انتͽرال معادله (١١.١) معادله

صورت
u(x) = f(x) +

∫ b

a

k(x, t)u(t)dt (١٣.١)
صورت به و مͬ�نامند ولترا انتͽرال معادله را (١١.١) معادله β(x) = x اگر .۵.١.١ تعریف

: مͬ�شود داده نشان زیر
h(x)u(x) = f(x) +

∫ x

a

k(x, t)u(t)dt (١۴.١)
این در .h(x) = ٠ هرگاه مͬ�شود نامیده اول نوع از ولترا انتͽرال معادله (١١.١) معادله

صورت
f(x) =

∫ β(x)

a

k(x, t)u(t)dt (١۵.١)
صورت دراین .h(x) = ١ هرگاه است دوم نوع از ولترا انتͽرال معادله (١١.١) معادله

u(x) = f(x) +

∫ β(x)

a

k(x, t)u(t)dt (١۶.١)
جواب معلوم، توابع در اندکتغییراتͬ با یعنͬ هستند، رفتار بد اول نوع انتͽرال معادلات کل در
تقریبͬ صورت به معلوم توابع اگر که است معنͬ بدین این و مͬ�شود شدید دگرگونͬ دچار آن�ها
باشند، آمده بدست خطایͬ اندک با و ͬͺفیزی کمیت�های سری ͷی گیری اندازه طریق از و
قابل آمده بدست جواب نتیجه در شد، خواهند جواب در زیادی اختلاف آمدن وجود به باعث

نیست. اطمینان
داد. نمایش زیر شͺل�های به مͬ�توان را دوم نوع ولترای و فردهلم خطͬ غیر انتͽرال معادلات

u(x) = f(x) + λ

∫ b

a

k(x, t, u(t))dt (١٧.١)

u(x) = f(x) + λ

∫ x

a

k(x, t, u(t))dt (١٨.١)
مͬ�شود. ظاهر غیرخطͬ صورت به انتͽرال علامت زیر در مجهول، تابع u(t)معادلات دراین

: صورت این در باشد پذیر جدایͬ مجهول تابع به نسبت معادلات هسته اگر

u(x) = f(x) + λ

∫ b

a

k(x, t)φ(u(t))dt (١٩.١)



اولیه٨ مفاهیم و تاریخچه .١ فصل

u(x) = f(x) + λ

∫ b

a

k(x, t)ψ(u(t))dt (٢٠.١)
انتͽرال معادله را معادلات نوع این هستند. u(x) از غیرخطͬ توابع ψ(x) و φ(x) ها آن در که

همرشتاین١مͬ�نامند.
مͬ�باشد، ولترا و فردهلم انتͽرال بخش دو دارای که را دوم نوع انتͽرال معادله تعریف١.١.۶.

مͬ�نامند. دوم نوع ولترا - فردهلم خطͬ غیر انتͽرال معادله
u(x) = f(x) + λ١

∫ b

a

k١(x, t)φ(t, u(t))dt+ λ٢
∫ x

a

k٢(x, t)ψ(t, u(t))dt (٢١.١)
u(x) مجهول تابع حسب بر خطͬ دیفرانسیل - انتͽرال معادله استاندارد شͺل تعریف٧.١.١.

: مͬ�شود تعریف زیر شͺل به
u(n)(x) = f(x) +

∫ β(x)

a

k(x, t)u(t)dt (٢٢.١)
(٢٢.١) معادله همچنین مͬ�دهد. نشان را x به نسبت u(x) تابع ام n مشتق u(n)(x) درآن که

: نوشت نیز زیر اپراتوری شͺل به مͬ�توان را
u(n)(x)− f(x) = (Ku)(x) a ≤ x ≤ b

مͬ�شود. نامیده u تابع انتͽرال عملͽر K آن در که
خطͬ انتͽرال-دیفرانسیل معادله را (٢٢.١) معادله باشد β(x) = b که وقتͬ .٨.١.١ تعریف

: مͬ�نامند ام n مرتبه فردهلم
u(n)(x) = f(x) +

∫ b

a

k(x, t)u(t)dt u(k) =
dku

dxk
, ٠ ≤ k ≤ (n− ١)

: مͬ�نامند ولترا خطͬ انتͽرال-دیفرانسیل معادله را (٢٢.١) معادله باشد β(x) = x همچنین
u(n)(x) = f(x) +

∫ x

a

k(x, t)u(t)dt u(k) =
dku

dxk
, ٠ ≤ k ≤ (n− ١)

منفرد انتͽرال معادلات ٢.١.١
نفر دو توسط متفاوت کاملا́ مساله دو با ارتباط در اخیر قرن اوایل در منفرد انتͽرال معادلات
توابع نظریه مرزی مسایل برخͬ روی کار ضمن که بود ٢ هیلبرت آن�ها از ͬͺی که شد معرفͬ
آن�ها با مد، و جذر عمومͬ تئوری در که بود ٣ پوانͺاره دیͽری و کرد برخورد آن با تحلیلͬ

. شد مواجه
١Hammrestein
٢D.Hilbert

٣H.Poincare



اولیه٩ مفاهیم و تاریخچه .١ فصل

حدود از ͬͺی حداقل اگر گوئیم منفرد انتͽرال معادله را انتͽرال معادله ͷی .٩.١.١ تعریف
انتͽرال�گیری فاصله از نقاطͬ در یا نقطه ͷی در معادله هسته اینͺه یا باشد بͬ�نهایت انتͽرال

. باشد نامتناهͬ
: آن کاربردهای و ضعیف منفرد هسته با انتͽرال معادلات حل ضرورت

برخͬ رفتار همچنین دارند. کاربردی استفاده اغلب ضعیف منفرد هسته با انتͽرال معادلات
این ͷکم به مͬ�شوند، ظاهر علوم و مهندسͬ مختلف شاخه�های در که را ͬͺفیزی پدیدهای
: کرد اشاره زیر موارد به مͬ�توان جمله آن از که داد قرار مطالعه مورد مͬ�توان معادلات نوع

کم. تناوب زمان با الͺتریسته مسایل -١
اکتیوی. رادیو گرمای و اکتیوی رادیو موازنه مسایل بندی صورت -٢

پلیمری. زنجیره ͷی از اعضایͬ بین ͬͺهیدرودینامی کنش هم بر از توصیفͬ -٣
شنوایͬ. و رادیویͬ امواج تͺثیر -۴

تبدیلͬ. مسایل و تابشͬ حرارت تابشͬ، تعادل نوع از ریاضͬ مسایل و دیریͺله مسایل -۵
یافت z٠ همسایͽͬ�های از ͬͺی هرگاه مͬ�نامیم تحلیلͬ z٠ نقطه در را f تابع .١٠.١.١ تعریف
صفحه نقاط تمام در اگر مͬ�نامیم تام را f تابع باشد. پذیر مشتق آن نقاط تمام در f که شود

باشد. تحلیلͬ مختلط
زیر صورت به را آن بتوان هرگاه مͬ�شود نامیده پذیر١ جدایͬ k(t, s) هسته .١١.١.١ تعریف

: داد نمایش
k(t, s) =

n∑
i=١

ai(t)bi(s) (٢٣.١)

c > ٠ اگر مͬ�باشد، ٠ < p ≤ ١ ،p توان با هلدر ͬͽپیوست دارای f تابع .١٢.١.١ تعریف
: باشیم داشته x, y ∈ R هر برای که به�طوری باشد داشته وجود
| f(x)− f(y) |< c | x− y |p

٢ شیتس لیپ ͬͽپیوست دارای f صورت این در p = ١ دهیم قرار فوق تعریف در اگر
مͬ�باشد.

شعاع و a ∈ C مرکز به باز ͷدیس ͷی دهنده نشان D(a, r) کنیم فرض .١٣.١.١ تعریف
: صورت به r > ٠

D(a, r) = {z ∈ C ; |z − a| < r} (٢۴.١)
١Seperable Kernel ٢R.Lipschits



اولیه١٠ مفاهیم و تاریخچه .١ فصل

داشته وجود اگر مͬ�نامیم S از درونͬ نقطه را a باشد، C از مجموعه زیر S فرضکنیم شد. با
اگر مͬ�نامیم S حدی نقطه را a نقطه و باشد S به ,D(aمتعلق r) بطوریͺه a ∈ D(a, r) باشد
مͬ�دهیم. نشان ∂D با را S مرز باشد، a از غیر b ∈ S مانند نقطه�ای شامل D(a, r)ͷدیس

دارای حداقل C از S مجموعه زیر نامتناهͬ مرز هر ( ١ وایرشتراس - (بولزانو .١۴.١.١ قضیه
است. حدی نقطه ͷی

برای و باشد، مثبت ثابت ͷی k فرضکنیم -همبند) k دامنه ͷی از (تعریفͬ تعریف١.١.١۵.
: مͬ�کنیم تعریف را زیر شͺل به دنباله�ای ،m = ١, ٢, ٣, · · ·

{Lmj}∞j=١ = {Zmj(t); ٠ ≤ t ≤}∞j=١

: مͬ�باشد زیر خواص دارای که
به نسبت مثبت طور به Lmj و C مجموعه، در بازی کران Bmj باشد، Lmj = ∂Dmj ١-اگر

مͬ�شوند. معین Bmj

که Bmj ⊂ Bmj+١ نمونه برای شد. خواهد محصور ثابت، m هر برای Bmj ناحیه�ی -٢
ندارند. مشترکͬ نقاط هیچ Lmj+١ و Lmj ولͬ مͬ�باشد j = ١, ٢, . . .

ندارد. مشترکͬ نقطه هیچ m = ١, ٢, . . . , k ثابت هر برای Bmj ناحیه�ی با k ٣-ناحیه
: مͬ�شوند تعریف زیر صورت به Dj و D نواحͬ کنیم ۴-فرض

Dj =
k∪

m=١
Bmj → D = lim

j→∞
Dj (٢۵.١)

مͬ�شوند. نامیده -همبند k دنباله مͬ�شوند، معین حالت این در که D و Dj نواحͬ
است. همبند ساده طور به دامنه ͷی D(a; r) ، r > ٠ برای و a ∈ D اگر مثال برای

مͬ�نامیم. همبند ساده طور به Dرا آنͽاه k = ١ اگر ،k متناهͬ مثبت صحیح اعداد بعضͬ برای
تحلیلͬ�اند. D در که توابع، از خانواده�ای H(D) .١۶.١.١ تعریف

دهنده نشان D(D) همچنین و باشد -همبند k دامنه ͷی D کنیم فرض .١٧.١.١ تعریف
که فرضکنیم است. مشخصشده (١۵.١.١) تعریف در Djکه دنباله�های تمام از خانواده�ای
آن در f ′ که باشد f ∈ H(D) ،D در مجزا نقاط از شمارش قابل مجموعه�ای ͷی در جز به

نمͬ�باشد. موجود
مجموعه�ای دهنده نشان DP (f ;D) و �باشد، ٠ ≤ P ≤ ∞ بازه در ثابتͬ عدد P کنیم فرض
و NP (f ;D) صورت∞> این در Dj ∈ DP (f ;D) اگر باشد Dj ∈ DD دنباله�های همه از

١Bolzano - Weiestrass
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: داریم

NP (f ;D) = lim
j→∞

(

∫
∂D

|f(z)|p|dz|)
١
P

≡ inf
Dj∈Dp(f ;D)j→∞

sup(

∫
∂D

|f(z)|p|dz|)
١
P

: داریم P =∞ برای

N∞(f ;D) = lim
j→∞

sup |f(z)|z∈∂Dj

≡ inf
Dj∈D∞(f ;D)j→∞

sup |f(z)|z∈∂Dj
(٢۶.١)

: مͬ�نویسیم زیر صورت به را ∫
∂D
f(z)dz تعریف و NP (f ;D) <∞ داریم f هر برای

∫
∂D

f(z)dz = lim
j→∞

∫
∂Dj

f(z)dz (٢٧.١)

: آنͽاه P ∈ [١,∞] برای f ∈ Hp(D) اگر و -همبند k دامنه ͷی D اگر .١٨.١.١ قضیه
∫
∂D

f(z)dz = ٠



٢ فصل
ͷسین تابع خواص و تعریف

خواصآن و ͷسین تابع ١.٢
: مͬ�شود تعریف زیر صورت به حقیقͬ اعداد در ١ͷسین تابع

sinc(x) =


sin(πx)
πx

, x ̸= ٠
١ , x = ٠ (١.٢)

: مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به را الفاصله متساوی نقاط با ͷسین تابع h > ٠ هر برای و
S(j, h)(x) = sinc(

x− jh
h

) (٢.٢)
: داریم xk = kh الفاصله متساوی نقاط برای مͬ�شود. نامیده S(j, h)ͷسین تابع که

S(j, h)(kh) = δjk =

 ١ , k = j

٠ , k ̸= j
(٣.٢)

: داریم ͷسین تابع تعریف به توجه با

sinc(
x− jh
h

) =


sin(π(x−jh

h
))

π(x−jh
h

)
, x ̸= jh

١ , x = jh
(۴.٢)

١Sinc

١٢



١٣ͷسین تابع خواص و تعریف .٢ فصل

مختلف های j ازای به ͷسین تابع نمودار :١.٢ شͺل

: داریم را زیر خواص آنͽاه
-١∫ ∞

−∞
sinc(x)dx = π (۵.٢)

-٢
d

dx
(sinc(x)) =

cos(x)

x
− sin(x)

x
(۶.٢)
-٣∫ ∞

−∞
sinc(x)dx = ١ (٧.٢)

-۴
∞∑
k=٠

sinc(x) = ١ (٨.٢)

J٠(x) بسل تابع با ͬͺنزدی ارتباط ͷسین تابع که مشخصمͬ�شود بسل تابع تعریف به توجه با
: دارد

Jn(x) = ٢nxn
∞∑
k=٠

(−١)k(k + n)!

k!(٢k + ٢n+ ١)x
٢k = xn

∞∑
k=٠

(−١)k
k!(٢k + ٢n+ ١)(

x٢

٢ )k

J٠(x) =
sin(x)

x
=⇒ sinc(x) = J٠(x) =

sin(x)

x
(٩.٢)



١۴ͷسین تابع خواص و تعریف .٢ فصل

: مͬ�شود بیان زیر صورت به x ̸= ٠ برای ͷسین تابع مختلط انتͽرال صورت این در

sinc(nx) ≡ sin(nx)

nx
=

١
nx
× einx − einx

٢i
=

١
٢inxe

inx |n−n=
١
٢n

∫ n

−n
einxdt

مͬ�باشد. sinc(nx) = ١ برابر ،x = ٠ برای ͷسین تابع مختلط انتͽرال و
: مͬ�باشد نیز زیر خواص دارای ͷسین تابع همچنین

sinc(x) ∈ L٢(R) − ١
sinc(x) /∈ L١(R) − ٢∫∞

−∞ sinc(j, h)dx = h − ٣
١ اثبات.

∫ ∞

−∞
| sinc(x) |٢ dx = ٢

∫ ∞

٠
| sinc(x) |٢ dx

= ٢
∫ ١

٠
sinc٢(x)dx+ ٢

∫ +∞

١
sinc٢(x)dx

≤ ٢
∫ ١

٠
dx+ ٢

∫ +∞

١
١

(πx)٢
dx = ١)٢+ ١

e٢
) <∞

٢ ∫اثبات. ∞

−∞
| sinc(x) | dx = ٢

∫ ∞

٠
| sinc(x) | dx

≥ ٢
+∞∑
k=١

١
٢ | sinc(

(٢k − ١)
٢ ) |= ٢

+∞∑
k=١

١
(٢k − ١) =∞

به که است نامتناهͬ ضرب صورت به ساده نمایش ͷی دارای ͷسین تابع شده نرمال
مͬ�دهیم: نشان زیر صورت

sin(πx)

πx
=

∞∏
n=١

(١− x٢

n٢
) (١٠.٢)

: دارد ارتباط Γ(x) تابع با زیر رابطه بوسیله که
Γ(١− x)Γ(١− x) = πx

sin(πx)
=

١
sinc(x)

(١١.٢)



١۵ͷسین تابع خواص و تعریف .٢ فصل

کشف را (١١.٢) فرمول زیر رابطه از اویلر مͬ�شود. اویلر١نامیده بازتاب فرمول فوق رابطه
کرد.

sin(x)

x
=

∞∏
n=١

cos(
x

٢n ) (١٢.٢)

ͷسین تابع تعامد خاصیت ١.١.٢
هر برای یعنͬ مͬ�دهند R در یͺه متعامد مجموعه ͷی تشͺیل {S(k,h)√

h
}∞k=−∞ توابع مجموعه

داریم: k, j
١
h

∫
R
S(k, h)(x)S(j, h)(x) = δkj (١٣.٢)

مͬ�دهد. نشان را دنباله بودن یͺه متعامد این که مͬ�باشد کرونͺر٢ دلتای همان δkj
�مͬ�شود. تعریف زیر صورت به را f تابع از F فوریه تبدیل .١.١.٢ تعریف

F (x) =

∫
R
eixtf(t)dt (١۴.٢)

: است زیر صورت به آن معͺوس صورت این در
f(t) =

١
٢π

∫
R
F (x)eixtdx (١۵.٢)

تمامͬ از W(πخانواده�ای
h
) مجموعه�ی باشد، مثبتͬ ثابت h > ٠ کنیم فرض .٢.١.٢ تعریف

تابع مختلط فضای در و f ∈ L٢(R) حقیقͬ اعداد مجموعه�ای در که مͬ�باشد f تحلیلͬ توابع
: داریم k > ٠ برای نمونه، عنوان به مͬ�باشد. π

h
از نمایͬ صورت به f

∀t ∈ C ; |f(t)| ≤ ke
π|t|
h

g ∈ Lq(R) و f ∈ LP (R) و q = P
P−١ و ١ < P <∞ اگر (پارسوال٣). ٣.١.٢ قضیه

: صورت این در باشند g و f از فوریه تبدیلات دهنده نشان G و F همچنین ∫و
R
f(t)g(x)dt =

١
٢π

∫
R
F (x)G(x)dx. (١۶.٢)

: داریم باشد L٢(−π
h
, π
h
) بازه در F (x) اگر و

f(t) =
١
٢π

∫ π
h

−π
h

F (x)eixtdx

: مͬ�کند صدق زیر نامساوی در فوق انتͽرال که

|f(t)| ≤ f(t) =
١
٢π

∫ π
h

−π
h

F (x)eixtdx ≤ Ke
π|t|
h (١٧.٢)

١ L.Euler
٢L.Kronecker

٣M.Parseval


