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چͺیده

کوهن- نوع از موضعͬ حلقه ͷی در مͬ�دهد نشان که مͬ�شود ثابت و بیان شرایر از حدسͬ پایان�نامه این در

حلقه�های در که مͬ�شود داده نشان علاوه، به است. ͷی حداکثر آن منفرد هندسͬ مͺان بعد ، شمارا مͺالͬ

مͬ�شود ثابت ادامه در است. پایدار سازی موضعͬ تحت بودن شمارا کوهن-مͺالͬ موضعͬ، کوهن-مͺالͬ

وجود ١ نشدنͬ متلاشͬ انعکاسͬ تماماً مدول�های یͺریختͬ کلاس�های ناشمارا تعداد ویژه، شرایطͬ تحت که

دارد.

مدول�های دوگان، شبه انعکاسͬ، تماماً شمارا، کوهن-مͺالͬ نوع از کوهن-مͺالͬ، حلقه : کلیدی واژه�های

ماکسیمال. کوهن-مͺالͬ

.13C02 ،13H10 ، 13C14 ،16G60 موضوعͬ(٢٠٠٠): بندی رده

است. شده استفاده نشدنͬ متلاشͬ واژه از ناپذیر تجزیه اصطلاح جای به پایان�نامه این سراسر ١در

پ



مقدمه

بررسͬ مورد دقیق طور به گذشته سال ٣٠ طͬ در شمارا کوهن-مͺالͬ نوع از موضعͬ کوهن-مͺالͬ حلقه�های

است. شده گرفته قرار

،[1] در کامل حلقه�های روی اسلاندر٢ توسط که است، ها حلقه نوع این از خوب نتایج از ͬͺی زیر قضیه

است. شده ثابت کلͬ[14]، حالت در ۵ لوشͺه و هونیͺه [17]و در عالͬ حلقه�های روی ۴ ویͽاند و هونیͺه٣

کوهن- نوع از موضعͬ کوهن-مͺالͬ حلقه ͷی R فرضکنیم ویͽاند). - لوشͺه - هونیͺه (اسلاندر- قضیه

دارد. مجزا منفرد نقطه ͷی حداکثر Rاین�صورت در باشد، شمارا مͺالͬ

،p ∈ Sing(R) هر برای اگر تنها و اگر است، منفرد نقطه ͷی تنها Rبا موضعͬ یͷحلقه که است واضح

هندسͬ مͺان که حدسزد [26] در شرایر اما Rباشد. منفرد هندسͬ مͺان ،Sing(R) آن در �که dimR/p = ٠

از اول ایده�آل�های بر مشتمل شمارا کوهن-مͺالͬ نوع از موضعͬ کوهن-مͺالͬ حلقه� در منفرد نقاط مجموعه

دقیق�تر: عبارت به است. کمتر بعد

باشد. شمارا کوهن-مͺالͬ نوع از تحلیلͬ کوهن-مͺالͬ موضعͬ C-جبر ͷی R کنیم فرض حدس١.

،p ∈ Sing(R) هر برای یعنͬ است، ͷی بعد از حداکثر R منفرد نقاط هندسͬ مͺان R این�صورت در

.dim R

p
≤ ١

این مͬ�باشد. شرایر حدس از قویتر که است شده اثبات [15] در لوشͺه و هونیͺه توسط اخیراً حدس این

است. شده گنجانده پایان�نامه این در اثبات

بعد که کرد معرفͬ مدول�ها برای ͬͺهمولوژی ناوردای ͷی [1] اسلاندر ،١٩۶٠ سال در دیͽر سوی از
٢Auslander
٣Huneke
۴Wieganed
۵Leuschke



ث

[3] G-بعد تئوریِ توسعه به بریجر با همراه وی آن از پس مͬ�شود. نامیده G-بعد اختصار به یا گرنشتاین

پرداخت.

گرنشتاین، موضعͬ حلقه روی مͬ�شوند. نامیده انعکاسͬ تماماً هستند، صفر G-بعد دارای که مدول�هایی

هستند. ماکسیمال کوهن-مͺالͬ مدول�های بر منطبق انعکاسͬ تماماً مدول�های

ابررویه متناهͬ، کوهن-مͺالͬ نوع از گرنشتاین موضعͬ حلقه�های تحتشرایطͬ، استکه، مشخصشده

کامل طور به آن�ها روی نشدنͬ، متلاشͬ ماکسیمال کوهن-مͺالͬ مدول�های همه و حلقه�هایی چنین هستند.

[8]،[11]،[16]،و[32]. شده�اند بندی رده

تعدادی بر مشتمل تنها �که گرنشتاینͬ غیر موضعͬ حلقه آیا که مͬ�شود مطرح طبیعͬ سوال این بنابراین

حلقه�ای چنین اگر دارد. وجود است، نشدنͬ متلاشͬ انعکاسͬ تماماً مدول�های از یͺریختͬ کلاس�های متناهͬ

نشدنͬ متلاشͬ انعکاسͬ تماماً مدول�های از یͺریختͬ کلاس�های همه تعیین ما هدف آن�گاه باشد، داشته وجود

است.

باشد. داشته وجود نمͬ�تواند اساساً حلقه�ای چنین که زد حدسͬ ۶ تاکاهاشͬ ریو هرحال، به

انعکاسͬ تماماً R-مدول ͷی کنیم فرض باشد. گرنشتاین غیر موضعͬ حلقه ͷی R کنیم فرض .٢ حدس

غیر انعکاسͬ تماماً مدول�های از یͺریختͬ کلاس�های نهایت بی این�صورت در باشد. داشته وجود آزاد غیر

دارند. وجود آزاد

مثال، عنوان به که مͬ�کنیم توجه زیرا است ضروری آزاد غیر انعکاسͬ تماماً مدول� وجود فرض این�جا در

آزاد انعکاسͬ، تماماً مدول�های همه مینیمال چندگانگͬ با گرنشتاین غیر موضعͬ کوهن-مͺالͬ حلقه روی

هستند.

[27]،[28]،و[30]. ثابتمͬ�کند دو حداکثر عمق از هنسلͬ برایحلقه�هایموضعͬ را حتͬحدسبالا تاکاهاشͬ

دوری انعکاسͬ تماماً مدول ͷی که موضعͬ هنسلͬ حلقه هر مورد در که است کرده ثابت اخیراً وی همچنین

است. درست حدس این باشد، داشته آزاد غیر

ایده�آل بعدهای و انعکاسͬ تماماً مدول�های یͺریختͬ تعدادکلاس�های بین روابط بررسͬ به پایان�نامه این در

۶R. Takahashi



ج

است. پایان�نامه این اصلͬ قضیه از قسمتͬ زیر قضیه مͬ�پردازیم. اول های

فرض باشد. داشته ناشمارا مانده�ای میدان یا کامل طوری�که به باشد، موضعͬ حلقه ͷی R فرضکنیم قضیه.

طوری�که Mبه انعکاسͬ تماماً یRͷ-مدول و dimR/p > ١ و grade p > ٠ �که R از p اول ایده�آل کنیم

انعکاسͬ تماماً R-مدول ناشمارا تعداد این�صورت در باشند. داشته وجود نیست، آزاد Rp-مدول Mpͷی

دارد. وجود یͺریخت غیر نشدنͬ متلاشͬ

مͬ است بعدی فصول در کار ابزار که مقدماتͬ مطالب و قضیه�ها معرفͬ به پایان�نامه این فصل١ در

پردازیم.

روی مͬ�شود داده نشان و است یافته اختصاص لوشͺه و هونیͺه توسط شرایر حدس اثبات به فصل٢

است. پایدار سازی موضعͬ تحت بودن شمارا کوهن-مͺالͬ موضعͬ، کوهن-مͺالͬ های حلقه

عالͬ شرط بدون است گردیده اثبات لوشͺه و هونیͺه توسط که قضیه�ای که مͬ�شود داده نشان ٣ فصل در

است. برقرار نیز حلقه بودن

مورد در لوشͺه و هونیͺه به منسوب قضیه که مͬ�شود داده نشان و مͬ�شود ثابت اصلͬ قضیه ۴ فصل در

است. برقرار نیز دارند کانونͬ مدول ͷی که کوهن-مͺالͬ موضعͬ حلقه�های

نشدنͬ متلاشͬ انعکاسͬ تماماً مدول�های از شمارایی تعداد که حلقه�هایی از مثال چند بیان به ۵ فصل در

مͬ�پردازیم. دارند یͺریخت غیر

مقاله از ٢ فصل تدوین در

C. Huneke, G. J. Leuschke, Local rings of countable Cohen-Macaulay type. Proc.

Amer. Math. Soc. 131 (2003), no. 10, 3003–3007

است. شده تهیه زیر مقاله براساس ۵ و ۴ ،٣ فصل�های است. شده استفاده

R. Takahashi,An uncountably infinite number of indecomposable totally reflexive mod-

ules. Source: Nagoya Math. J. Volume 187 (2007), 35-48.
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١ فصل

مقدمات

بیان به دارد، را لازم آشنایی همولوژی، و جابه�جایی جبر و پیشرفته جبر مباحث با خواننده که فرض این با فصل این در

کلیه و است یͺدار نابدیهͬ جابه�جایی حلقه�ای R پایان�نامه، این سراسر در مͬ�پردازیم. نیاز مورد قضایای و تعاریف

هستند. یͺانͬ مدول�ها،

مقدماتͬ قضایای و تعاریف ١.١

Mو ̸= ٠ هرگاه مͬ�شود، نامیده ١ ساده MیRͷ-مدول باشد. R حلقه روی Mمدولͬ کنیم فرض .١.١.١ تعریف

Mباشند. ٠و ،M زیرمدول�های تنها

دراین�صورت باشد. متناهͬ پایه�ای با آزاد یRͷ-مدول F و ناصفر حلقه�ای R کنیم فرض [25, 6.56] .٢.١.١ تعریف

با و نامیده F ٢ رتبه F پایه هر عضوهای تعداد یͺسان�اند. F پایه دو هر عضوهای تعداد و است متناهͬ F پایه هر

مͬ�شود. داده نشان rankF

،M زیرمدول�های از اکید زنجیر ͷی از مقصود باشد. R حلقه روی Mمدولͬ کنید فرض [25, 7.33] .٣.١.١ تعریف

چون صعودی اکیداً و متناهͬ زنجیری

M٠ ⊂M١ ⊂ · · · ⊂Mn−١ ⊂Mn

١Simple module
٢Rank



٢ مقدمات .١ فصل

است زنجیره این در ⊂ علامت�های تعداد اکید، زنجیر این طول .Mn = M M٠و = ٠ که Mاست زیرمدول�های از

مانند ،M زیرمدول�های از اکید زنجیر است. آن جمله�های تعداد از کمتر ͬͺی که

٠ =M٠ ⊂M١ ⊂ · · · ⊂Mn−١ ⊂Mn =M

به�عبارت باشد. ساده یRͷ-مدول Mi

Mi−١
،i = ٠, · · · , n ،iهر ازای به هرگاه، مͬ�شود، Mنامیده ترکیبی یͷسری

زنجیر و داده گسترش آنرا دیͽر جمله ͷی کردن وارد با نتوان اگر وتنها اگر است ترکیبی سری ͷی فوق زنجیر دیͽر

زنجیر اگروتنهااگر Mاست ترکیبی سری ،M زیر�مدول�های از اکید زنجیر ͷی لذا آورد. دست به n+١ طول به اکیدی

باشد. ماکسیمال اکید

طول با ترکیبی سری ͷی هرگاه است، متناهͬ طول با M باشد. R حلقه روی مدولͬ M کنیم فرض .۴.١.١ تعریف

بخواهیم (اگر λ(M) با و مͬ�شود تعریف ترکیبی سری هر طول با برابر M ٣ طول حالت این در باشد. داشته متناهͬ

مͬ باشد نداشته ترکیبی Mسری مدول اگر مͬ�شود. داده نشان (λR(M)صورت به آنرا کنیم تاکید مربوطه حلقه روی

.λ(M) = ∞ نویسیم

اگروتنهااگر است متناهͬ طول Mبا این�صورت در Rباشد. حلقه روی Mمدولͬ فرضکنیم [25, 7.36] .۵.١.١ قضیه

شرط در Mهم زیرمدول�های مجموعه اگروتنهااگر است متناهͬ طول به�عبارت�دیͽرMبا باشد. ۵ آرتینͬ و ۴ Mنوتری

کند. صدق نزولͬ زنجیر شرط در هم و صعودی زنجیر

و k =
R

m
خارج�قسمتͬ میدان و m ماکسیمال ایده�آل با موضعͬ ,R,m)حلقه�ای k) فرضکنیم [25, 9.3] .۶.١.١ قضیه

دارد. مدولͬ -R
m

طبیعͬ ساختار بنابراین مͬ�شود. پوچ m توسط M

mM
R-مدول باشد. متناهͬ�مولد MیRͷ-مدول

معادلند. زیر احͺام دراین�صورت .x١, · · · , xn ∈M کنیم فرض

مͬ�شود؛ تولید x١, · · · , xn Mتوسط (١)

مͬ�شود؛ تولید x١ +mM, · · · , xn +mM توسط M

mM
R-مدول (٢)

مͬ�شود. تولید x١ +mM, · · · , xn +mM توسط M

mM
برداری k-فضای (٣)

٣Length of module
۴Noetherian
۵Artinian



٣ مقدمات .١ فصل

vdimk(
M

mM
) Mبرابر R-مدول مینیمال مولد مجموعه عضوهای تعداد و است متناهͬ M

mM
k-فضای بعد به�علاوه،

است.

متناهͬ k-فضای ، V صورت این در باشد. k میدان روی برداری فضای ͷی V کنیم فرض [25, 7.42] .٧.١.١ قضیه

صورت این در باشد. طول متناهͬ k-مدول اگروتنهااگر است بعد

dimk V = λ(V ).

قضیه به توجه با .dimR
m
(
M

mM
) = ν(M) که مͬ�دانیم مͬ�گیریم. نظر در R

m
میدان روی را M

mM
برداری فضای

.ν(M) = λ(
M

mM
) بنابراین ،dimR

m
(
M

mM
) = λ(

M

mM
) اخیر

ازای به که I = Q ∩ · · · ∩ Qn تجزیه و R حلقه از پذیری تجزیه ایده�آل I کنیم فرض [25, 4.19] .٨.١.١ تعریف

مجموعه را {p١, · · · , pn} عضوی n مجموعه صورت این در باشد. I مینیمال اولیه Qi√تجزیه = pi ،i = ١, · · · , n

مͬ�دهیم. نشان ass I با و مͬ�نامیم I به وابسته ایده�آل�های

در .J ⊇ I که باشد Rاز ایده�آلͬ J و باشد R حلقه سره ایده�آل I کنیم فرض [25, 4.23] .٩.١.١ تذکر

حالت این در باشد. R/I پذیر تجزیه ایده�آل J/I اگر تنها و اگر است R از تجزیه�پذیر ایده�آل J این�صورت

assR/I(J/I) = {p
I
, p ∈ ass J}

اول ایده�آل p صورت این در p ∈ Spec(R) و باشد R تجزیه�پذیر ایده�آل I اگر [25, 4.24] .١٠.١.١ قضیه

باشد. ass I مجموعه از شمول) رابطه به (نسبت مینیمال عضو p اگر وتنها اگر Iاست مینیمال

مجموعه و M ۶ محمل باشد. R-مدول ͷی M و حلقه ͷی R کنیم فرض [25, 9.14] .١١.١.١ تعریف

مͬ�شوند. تعریف زیر صورت به ترتیب Mبه به وابسته اول ایده�آل�های

Supp M = {p ∈ Spec(R)|Mp ̸= ٠}.

Ass M = {p ∈ Spec(R)|p = (٠ :R x) به�طوری�که دارد وجود x ∈M}.

۶ Support



۴ مقدمات .١ فصل

دراین�صورت باشد. R حلقه روی متناهͬ�مولد Mمدولͬ کنیم فرض [25, 9.20] .١٢.١.١ قضیه

Supp M = {p ∈ Spec(R)|p ⊇ (٠ :M)} = V (Ann(M)).

R از p اول ایده�آل هر ازای به صورت این در باشد. R سره ایده�آل I کنیم فرض [25, 9.33] .١٣.١.١ تذکر

داریم

p ∈ ass(I) ⇐⇒ p ∈ Ass(R/I)

دراین�صورت باشد. R حلقه روی متناهͬ�مولد Mمدولͬ کنیم فرض [25, 9.36] .١۴.١.١ گزاره

Zdv(M) =
∪

p∈Ass(M)

p.

دراین�صورت باشد. R نوتری حلقه روی متناهͬ�مولد Mمدولͬ کنیم فرض [25, 9.39] .١۵.١.١ قضیه

Ass(M) ⊆ Supp(M)

است. Ass(M) به متعلق Supp(M) مینیمال عضو هر و

اول ایده�آل p کنیم فرض و باشند R حلقه از ایده�آل�هایی In, · · · , I١ کنیم فرض [25, 3.56] .١۶.١.١ گزاره

.p = Ij داریم ١ ≤ j ≤ n که دارد وجود jای این�صورت در .p =
∩n
i=١ Ii و باشد R

باشد چنان R از ایده�آلͬ a و متناهͬ�مولد MیRͷ-مدول فرضکنیم ناکایاما) (لم [25, 8.24] .١٧.١.١ لم

.M = دراین�صورت٠ است، R جیͺوبسن رادیͺال J(R) آن در که ،a ⊆ J(R) اگر . aM =M �که

این�صورت در باشد. Rحلقه از ایده�آلͬ I و MیRͷ-مدول کنیم فرض .١٨.١.١ تعریف

تعریف زیر به�صورت و داده نمایش htM (p) نماد با M به نسبت p ٧ ارتفاع ،p ∈ Supp(M) اگر •

مͬ�شود:

htM (p) = sup{n|دارد وجود p٠ ⊂ · · · ⊂ pn = p مانند Supp(M) عناصر از اکید .{زنجیری
٧Height



۵ مقدمات .١ فصل

Rبه از I ایده�آل ͷی ازای به .htM (p) = ∞ مͬ�دهیم قرار نباشد، موجود فوق مجموعه سوپریمم اگر

مͬ�شود تعریف Mچنین به نسبت I ارتفاع IM ̸=M که طوری

htM (I) := inf{htM (p)|p ∈ Supp(M), I ⊆ p}.

است. در R به نسبت I ارتفاع منظور مͬ�کنیم، صحبت مدولͬ ذکر بدون I ایده�آل ارتفاع از که هنگامͬ •

نشان ht(I) علامت با حلقه بودن مشخص صورت در یا و htR(I) نماد با را I ارتفاع حالت این در

به�صورت R ٨ حلقه این�صورتبعد در مͬ�دهیم.

dim(R) := sup {htR(p)|p ∈ Spec(R)} ,

مͬ�شود. تعریف

و داده نشان dim(M) با حلقه بودن مشخص صورت در یا و dimR(M) نماد با را M کرول بعد •

مͬ�شود. تعریف زیر به�صورت

dimR(M) := sup {htM (p)|p ∈ Supp(M)} .

.dimR(M) ≤ dim(R)گرفت نتیجه مͬ�توان ،Supp(M) ⊆ Spec(R) به�این�که توجه با •

دراین�صورت ماکسیمالmباشد، ایده�آل با موضعͬ نوتریو Rحلقه�ای فرضکنیم [25, 15.26] تعریف١٩.١.١.

هرگاه گویند، ٩ منظم را R حلقه

dimR = vdimR
m

m

m٢ .

است. آزاد موضعͬ حلقه�ی روی تصویری مدول هر ١٠(ͬͺکاپلانس (قضیه [19, 2.5] .٢٠.١.١ قضیه

شده شͺافته را ها R-همریختͬ و �ها R-مدول از ٠→ A
f−→ B

h−→ C → ٠ دقیق دنباله .٢١.١.١ تعریف

.hog = IdC طوری�که به� باشد موجود g : C → B مانند R-همریختͬ هرگاه مͬ�نامیم

٨Dimension
٩Regular ring
١٠Kaplansky theorem



۶ مقدمات .١ فصل

R-همریختͬ�ها و R-مدول�ها از کوتاه دقیق دنباله ͷی ٠→ A
f−→ B

g−→ C → ٠ کنیم فرض .٢٢.١.١ لم

.Ext١R(C,A) = ٠ اگر است شده شͺافته دقیق دنباله این صورت این در باشد.

دقیق دنباله روی HomR(C,−) فانکتور دادن اثر با .Ext١R(C,A) = ٠ کنیم فرض برهان.

طولانͬ دقیق دنباله به ،٠→ A
f−→ B

g−→ C → ٠

٠→ HomR(C,A)
f∗−→ HomR(C,B)

g∗−→ HomR(C,C) → Ext١R(C,A) → · · ·

به و HomR(C,C) از عضو هر برای لذا پوشاست. g∗ بنابراین .Ext١R(C,A) = ٠ آن در که مͬ�یابیم دست

این .gα = IdC لذا .g∗(α) = IdC که طوری به است، موجود α ∈ HomR(C,B) مانند عضوی IdC ویژه

.gα = Idc که طوری به دارد وجود α : C → B مانند همریختͬ که معناست بدان

R-همریختͬ�ها و آزاد R-مدول�های از کوتاه دقیق دنباله ͷی ،٠→ A
f−→ B

g−→ C → ٠ اگر .٢٣.١.١ لم

هستند.) آزاد و متناهͬ�مولد C Bو ،A) .rank(B) = rank(A) + rank(C) آنگاه باشد،

مذکور کوتاه دقیق دنباله بنابراین است. تصویری R-مدول ͷی نتیجه در و آزاد R-مدول ͷی C برهان.

آنگاه ،C = ⊕r
i=١R Bو = ⊕m

j=١R ،A = ⊕n
i=١R اگر اینک .B ∼= A⊕ C لذا است. شده شͺافته

B ∼= (⊕n
i=١R)⊕ (⊕r

i=١R).

.m = n+ r لذا ،Rm = Rn+r

حلقه�ها تکمیل ٢.١

١١ یͷصافͬ Mرا زیرمدول�های از {Mn}n≥٠ دنباله باشد. MیRͷ-مدول کنیم فرض .١.٢.١ تعریف

.Mn ⊇Mn+١ ،n ≥ ٠ ،n هر ازای به دیͽر، عبارت به باشد. کاهشͬ فوق دنباله هرگاه Mگویند، برای

X برای پایه ͷی را X ͷتوپولوژی فضای باز زیرمجموعه�های از β = {Uα}α∈I گردایه�ی .٢.٢.١ تعریف

هرگاه گویند،
١١Filteration



٧ مقدمات .١ فصل

X؛ =
∪
α∈I Uα (١)

طوری�که به باشد داشته وجود W ∈ β مانند عضوی ،z ∈ U ∩ V ،z هر و β در V و U هر برای (٢)

.W ⊆ U ∩ V و z ∈W

این�صورت در Mباشد. برای یͷصافͬ {Mn}n≥٠ و MیRͷ-مدول فرضکنیم [6, 2.6.1] .٣.٢.١ تذکر

Mاست. روی بفرد منحصر ١٢ یͷتوپولوژی برای پایه�ای β = {x+Mn}n≥٠ گردایه ،x ∈M هر ازای به

توپولوژی� Mباشد. برای صافͬ ͷی {Mn}n≥٠ و MیRͷ-مدول کنیم فرض [6, 2.6.2] .۴.٢.١ تعریف

Mگویند. روی خطͬ توپولوژی را β = {x+Mn}n≥٠ ͷی ͬͺتوپولوژی پایه از حاصل

خطͬ توپولوژی در کوشͬ دنباله ͷی ،M R-مدول عناصر از {xn}n≥٠ دنباله [6, 2.6.7] .۵.٢.١ تعریف

s(n) نامنفͬ صحیح عدد ،n نامنفͬ صحیح عدد هر ازای به هرگاه مͬ�شود، نامیده {Mn}n≥٠ شده معین

.xp − xq ∈Mn ،p, q ≥ s(n) ،p, q هر ازای به که باشد موجود

وجود x ∈M مانند عضوی هرگاه مͬ�شود، نامیده همͽرا مذکور، توپولوژی به نسبت {xn}n≥٠ دنباله •

موجود چنان S(n) نامنفͬ صحیح عدد ،n نامنفͬ صحیح عدد هر ازای به طوری�که به باشد داشته

مͬ�نامند. {xn}n≥٠ دنباله حد را x این�صورت در .xp − x ∈ Mn ،p ≥ S(n) هر ازای به که باشد

هر برای که باشد داشته وجود nای اگر اگروفقط است صفر به همͽرا {xp}p≥٠ دنباله این�صورت در

.xp ∈Mn آن�گاه ،p ≥ n

صافͬ با شده معین خطͬ توپولوژی به مجهز R-مدول ͷی M کنیم فرض [6, 2.6.8] .۶.٢.١ تعریف

همه�ی مجموعه به�علاوه مͬ�دهیم. نشان C با را M در کوشͬ دنباله�های کلیه�ی مجموعه باشد. {Mn}n≥٠

و باشند C عضو دو {yn}n≥٠ و {xn}n≥٠ کنیم فرض مͬ�دهیم. نشان C٠ با را صفر به همͽرا دنباله�های

عمل دو با C این�صورت در .r ∈ R

{xn}n≥٠ + {yn}n≥٠ = {xn + yn}n≥٠, r{xn}n≥٠ = {rxn}n≥٠
١٢Topology



٨ مقدمات .١ فصل

زیرا Cاست. R-زیرمدول ͷی ساختار، این با C٠ که کنیم توجه به�علاوه مͬ�شود. R-مدول ͷی به تبدیل

هستند. همͽرا صفر به دنباله�ها این دو هر بنابرتعریف، آنگاه باشند، C٠ عضو دو {wn}n≥٠ و {zn}n≥٠ اگر

داریم r ∈ R هر ازای به به�علاوه

r{zn}n≥٠ + {wn}n≥٠ = {rzn + wn}n≥٠

R-زیرمدول ͷی C٠ که آنجا از و r{zn}n≥٠ + {wn}n≥٠ ∈ C٠ لذا است. همͽرا صفر به وضوح به که

Mدر مدول ١٣ تکمیل این�صورت در بͽیریم. نظر در را C

C٠
قسمتͬ خارج مدول مͬ�توانیم اینک است. C

در مͬ�دهند. نشان M̂ نماد با و میشود تعریف C
C٠

همان را {Mn}n≥٠ صافͬ با شده معین خطͬ توپولوژی

M̂ =
C

C٠
واقع

مانند �ای همریختͬ

θ :M → C

C٠

این�صورت در است. ثابت دنباله�ای {x + C٠}n≥٠ آن در که دارد وجود θ(x) = {x + C}n≥٠ ضابطه با

ker θ = ∩n≥٠Mn

است. تکریختͬ θ آنگاه ،∩n≥٠Mn = ٠ اگر •

.M ∼= M̂ معادل بیان به باشد. یͺریختͬ θ هرگاه مͬ�شود، نامیده ١۴ کامل مدول -RͷیM •

برای صافͬ ͷی R ایده�آل�های از {In}n≥٠ کاهشͬ دنباله� هر این�صورت در باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض

است. R-مدول به�عنوان ،R

کرد. تعریف {In}n≥٠ صافͬ به نسبت را R حلقه�ی تکمیل مͬ�توان گردید، بیان که مطالبی به توجه با •

مͬ�شود. داده نشان R̂ با R حلقه�ی تکمیل

{InM}n≥این�صورت٠ در ایده�آل�هایحلقه�یRباشد. از یͷصافͬ {In}n≥٠ و MیRͷ-مدول فرضکنیم

.InM ⊇ ImM آنگاه ،In ⊇ Im اگر زیرا Mاست. زیرمدول�های از صافͬ ͷی
١٣Completion
١۴Complete module



٩ مقدمات .١ فصل

صافͬ با شده معین خطͬ توپولوژی به مجهز R-مدول ͷی M که کنیم فرض [6, 2.6.13] .٧.٢.١ قضیه

و باشد {Mn}n≥٠

٠→M ′ φ−→M
ψ−→M ′′ → ٠

{φ−١(Mn)}n≥٠ و {ψ(Mn)}n≥این�صورت٠ در باشد. R-همریختͬ�ها و مولد متناهͬ R-مدول�ها از دقیق دنباله�ای

دنباله به�علاوه و Mهستند ′′ Mو ′ برای صافͬ دو ترتیب به

٠→ M̂ ′ φ̂−→ M̂
ψ̂−→ M̂ ′′ → ٠

است. دقیق

{Mn}n≥٠ صافͬ با شده معین توپولوژی به مجهز MیRͷ-مدول که فرضکنیم [6, 2.6.14] .٨.٢.١ گزاره

،n ≥ ٠ هر ازای به این�صورت در باشد.

M

Mn

∼=
M̂

M̂n

.

{In}n≥٠ این�صورت در باشد. R از ایده�آلͬ I و R-مدول ͷی M کنیم فرض [6, 2.6.16] .٩.٢.١ قضیه

صافͬ با شده معین توپولوژی دراین�صورت است. M برای صافͬ ͷی {InM}n≥٠ و R برای صافͬ ͷی

مͬ�شود. نامیده ١۵ ͷادی-I توپولوژی {InM}n≥٠

این�صورت در باشد. نوتری حلقه ͷی R کنیم فرض .١٠.٢.١ گزاره

٠→ M̂ ′ φ̂−→ آنگاه باشد، R-مدول�های از کوتاه دقیق دنباله ͷی ٠→M ′ φ−→M
ψ−→M ′′ → ٠ اگر (١)

است. ͷادی-I توپولوژی به نسبت کوتاه دقیق دنباله ͷی M̂ ψ̂−→ M̂ ′′ → ٠

.M̂ ⊕N ∼= M̂ ⊕ N̂ آنگاه باشند، دلخواه R-مدول دو N Mو اگر (٢)

. M
InM

∼=
M̂

ÎnM
،n ≥ ٠ هر ازای به (٣)

١۵I-adic topology
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مͬ�آید. به�دست ،٧.٢.١ قضیه به توجه با حͺم (١) برهان.

مͬ�شود. حاصل −⊗R
R

In
فانکتور بودن جمعͬ از حͺم (٢)

مͬ�آید. دست به ،[6, 2.6.14] نتیجه از (٣)

دراین�صورت باشد. متناهͬ�مولد MیRͷ-مدول نوتریو Rیͷحلقه فرضکنیم [6, 2.6.19] .١١.٢.١ قضیه

صورت به یͺریختͬ صریح ضابطه�ی آن در که ،R̂⊗RM ∼= M̂ ،ͷادی-I توپولوژی به نسبت

{rn + In}n≥٠ ⊗m 7→ {rnm}n≥٠

مͬ�باشد.

به نسبت R شده�ی تکمیل دراین�صورت باشد. نوتری حلقه ͷی R کنیم فرض [6, 2.6.20] .١٢.٢.١ گزاره

است. یͺدست یRͷ-مدول ،R̂ یعنͬ ،ͷادی-I توپولوژی

ایده�آلͬ نیز J و متناهͬ�مولد MیRͷ-مدول نوتری، حلقه ͷی R کنیم فرض [6, 2.6.21] .١٣.٢.١ گزاره

دراین�صورت باشد. R از

ĴM؛ ∼= JM̂ = ĴM̂ (١)

. M

JnM
∼=

M̂

JnM̂
،n > ٠ هر ازای به ویژه به .M̂/JM ∼= M̂/JM̂ (٢)

نسبت R حلقه�ی تکمیل دهنده�ی نشان R̂ و باشد نوتری حلقه ͷی R فرضکنیم [6, 2.6.24] .١۴.٢.١ قضیه

است. نوتری حلقه ͷی نیز R̂این�صورت در باشد. ͷادی-I توپولوژی به

باشد. ͷادی-I توپولوژی به حلقه�یRنسبت تکمیل دهنده�ی نشان R̂ فرضکنیم [6, 2.6.26] .١۵.٢.١ قضیه

.IR̂ ⊆ J(R̂) یعنͬ است، R̂ حلقه�ی جیͺوبسن رادیͺال زیرمجموعه ÎR = IR̂دراین�صورت

دهنده�ی نشان R̂ و باشد m ماکسیمال ایده�آل با موضعͬ حلقه ͷی R فرضکنیم [6, 2.6.27] .١۶.٢.١ گزاره

ایده�آل و است موضعͬ حلقه�ی ͷی نیز R̂این�صورت در باشد. ͷادی-m توپولوژی به نسبت R حلقه�ی تکمیل

.mR̂ از است عبارت آن ماکسیمال
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R-مدول ͷی M و نوتری حلقه ͷی R کنیم فرض کرول. اشتراک قضیه [25, 8.23] .١٧.٢.١ قضیه

صورت این در . I ⊆ J(R) که باشد R حلقه از ایده�آلͬ I کنیم فرض باشد. متناهͬ�مولد

∞∩
n=١

InM = ٠.

.
∩∞
n=١ I

n = ٠ آنگاه ، I ⊆ J(R) و باشد نوتری حلقه ͷی R اگر نتیجه.

گرفت نظر در R̂ از حلقه�ای زیر عنوان به توان مͬ را R آنگاه باشد، موضعͬ و نوتری حلقه ͷی R اگر تذکر.

θ : R → R̂ همریختͬ زیرا است. ͷادی-m توپولوژی به نسبت R حلقه تکمیل دهنده نشان R̂ درآن که

θ و ker θ = ٠ لذا .
∩∞
n=١m

n = ٠ اخیر نتیجه بنابر . ker θ =
∩∞
n=١m

n طوری�که به است موجود

ͷی θ که مͬ�کنیم توجه به�علاوه گرفت. نظر در R̂ از حلقه�ای زیر مͬ�توان را R بنابراین است. تکریختͬ

است. وفا با یͺدست R-مدول عنوان به R̂ زیرا است وفا با یͺدست همریختͬ

باشند. برقرار زیر شرایط هرگاه گویند، ١۶ متلاشͬ�نشدنͬ Mرا -مدول R .١٨.٢.١ تعریف

،M ̸= ٠ (١

Mباشند. و ٠ زیرمدول�های ،M مستقیم جمعوندهای تنها (٢

Rاین�صورت در باشد. m ماکسیمال ایده�آل با موضعͬ حلقه ͷی (R,m) کنیم فرض [20] .١٩.٢.١ تعریف

کند: صدق زیر شرط در هرگاه ، نامند مͬ ١٧ هنسلͬ حلقه ͷی را

f(x) تصویر (یعنͬ f(x) + m[x] که طوری به باشد R در ضرایب با تکین ای جمله چند ͷی f(x) اگر

و h٠+m[x] مانند تکین ای جمله چند دو حاصلضرب به ( R[x] → R

m
[x] طبیعͬ ای حلقه همریختͬ تحت

حاصلضرب به f(x) آن�گاه mنباشد، در مشترک ریشه دارای g٠(x) و h٠(x) آن در که شود تجزیه g٠+m[x]

g(x)+m[x] = و h(x)+m[x] = h٠(x)+m[x] که طوری به شود تجزیه g(x) و h(x) مانند چندجمله�ای دو

.g٠(x) +m[x]

است. هنسلͬ کامل، حلقه هر [20, 7.46] .٢٠.٢.١ قضیه

١۶Indecomposable
١٧Henselian ring


