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චاری... ণپاس໋�

و است روشن،تابان روز چهره بر او قدرت آثار که عزوجلاله را مر�خدای ستایش و سپاس

علم درهای و شناساند ما به را خویش که تار،درخشان.آفریدگاری شب دل در او حͺمت انوار

طریق در را ضعیفخویش بدان،بنده تا فرمود عطا خدمتͬ و عمری و گشود ما بر را معرفت و

علم طریق به و بخشید هستͬ�مان که را یͺتا پروردگار بی�کران سپاس بیازماید.و معرفت و علم

از چینͬ خوشه و نمود مفتخرمان دانش و علم رهروان همنشینͬ به و شد رهنمونمان دانش و

ساخت. روزیمان را معرفت و علم

او بی�شائبه�ی زحمات از قدردانͬ مقام در که است آن از معلم،اجل منزلت و شͷجایͽاه بدون

انسانͬ از معلم،سپاس از تجلیل که آنجایی از بنگاریم.اما چیزی ناتوان دست و قاصر زبان با

سپرده�اند دستش به که را امانتهایی سلامت و مͬ�کند تامین را آفرینش غایت و هدف که است

یشͺرالخالق” لم یشͺرالمخلوق لم ”من باب از و وظیفه حسب تضمین،بر

بي�دريغش، دل�گرمͯ�هاي و محبتها،مهربانيها تمام بخاطر عزيزم مادر از

و خلق حسن با صدر سعه کمال در که آقالاری رسول دکتر جناب باتقوا و صبور استاد از

پ



ت

را پایان�نامه این راهنمایی زحمت و ننموده�اند دریغ من بر عرصه این در ͬͺکم هیچ از فروتنͬ

گرفته�اند، عهده بر

زحمت که استادباشͬ سعید دکتر و شمس سعید دکتر آقايان شایسته و باکمالات اساتيد از

گرفته�اند، برعهده را پایان�نامه این داوری

گويم. سپاس را آنان زحمات از بخشͬ بتوانم که باشد دارم را قدردانͬ و تشͺر کمال

سلیمانͬ الهه

٩٢ زمستان
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چͺیده

شده بررسͬ کراندار مشتقات با تحلیلͬ توابع برای ستاره�گونͬ دقیق شرایط پایان�نامه این در

آن در مͯ�گيرد.كه قرار مطالعه مورد { zf ′(z)
f(z)

; z ∈ D, f ∈ Jλ} مجموعه برد همچنين است.و

اصلͬ هدف مͯ�باشد. |f ′(z) − ١| 6 λ شرط با واحد ͷدیس در نرمالیزه تحلیلͬ توابع Jλ

کران آوردن بدست برای مختلف راههای آوردن فراهم و (۴.٢.٣) قضیه تعمیم پایان�نامه این

است. ستاره�گون توابع برای دقیق

کلیدی واژگان

ستاره�گون قویاً توابع ستاره�گون- توابع تحلیلͬ- توابع تک�ارز- توابع

٣



پیشͽفتار

است. شده نوشته فصل ٣ در پایان�نامه این

است. بخش ۴ شامل که است، شده آورده بعدی فصول برای نیاز مورد مطالب اول فصل در

تـوابع ابتـدا دوم بخـش در مـͬ�کـنیم. بـیـان را مقـدمـاتـͬ قـضایای و تـعاریف اول بخش در

بخش�های در و مͬ�پردازیم زمینه این در مهم قضایای بیان به سپس کرده تعریف را ١ تک�ارز

مهمͬ قضایای و نموده تعریف را ترتیب) (به ٣ محدب و ٢ ستاره�گون توابع چهارم و سوم

مͬ�کنیم. بیان زمینه این در را

این در قضایایی و دیفرانسیلͬ پیروی مفهوم اول بخش در است. بخش ٧ شامل دوم فصل

سوم بخش در محدب، بطوریͺنواخت توابع کلاس دوم بخش در مͬ�کنیم. بیان را مورد

١Univalent

٢Starlike

٣Convex

١



٢

بخش در و مͬ�کنیم اشاره توابع این ویژگͬ دو به و کرده تعریف را محدب k−یͺنواخت توابع

مقادیر بازای را مخروطͬ مقاطع و شده بررسͬ ٠ 6 k بازای∞> توابع این ویژگͬ�های چهارم

شده تعریف (Sp) سهموی ستاره�گون توابع کلاس پنجم بخش در مͬ�کنیم. معرفͬ مختلف

یͺنواخت بطور توابع کلاس ششم بخش است. شده بررسͬ دیͽر کلاس�های با آن ارتباط و

بررسͬ متقارن نقاط به نسبت ستاره�گونͬ توابع کلاس هفتم بخش در و مͬ�باشد ستاره�گون

است. شده

و شـده�اند مـعرفـͬ Ωλ,c Γλ(b)و نواحـͬ اول بـخـش در است. بخش ٢ شامل سـوم فـصـل

در است. شده بیان دارد فـراوانͬ کـاربرد بـعدی بخـش�های در كه مهمـͬ بسیـار قـضایای

این است. شده آورده پایان�نامه این اصلͬ نتایج و قـضایـا و شده Ωλ,cبررسͬ مرز دوم بـخش

زير مقاله اساس بر پایان�نامه

Frode Running, Stephan Ruscheweyh and Nikolas Samaris, Sharp starlikeness

conditions for analytic functions with bounded derivative. J. Austral. Math. Soc.

(series A) 69(2000),303-315

مͯ�باشد.



١ فصل

اولیˁه مفاهیم و تعاریف

تعاریف ١.١

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به و داده نمایش D با را باز واحد ͷدیس .١.١.١ تعریف

D = {z ∈ C; |z| < ١}

داریم: و

D = {z ∈ C; |z| ≤ ١}

. مͬ�نامیم C در ناحیه ͷی را C در تهͬ غير همبند و باز مجموعه�ی هر .٢.١.١ تعریف

مجموعه�ی ͷی Ω آن در که باشد مختلط تابع ͷی f : Ω −→ C کنیم فرض .٣.١.١ تعریف

٣



۴ اولیˁه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

گاه: هر است پذیر مشتق z٠ ∈ Ω نقطه در fگوییم صورت این در مͬ�باشد باز

lim
z→z٠

f(z)− f(z٠)

z − z٠

پذیر مشتق z٠ ∈ Ω نقطه هر در f هرگاه دهیم.حال مͬ نمایش f ′(z٠) با آنرا و باشد موجود

است. تحلیل١ͬ Ωدر f مͬ�گوییم باشد

مͬ�دهیم. نمایش H(Ω)با را Ω ناحيه در تحلیلͬ توابع تمام رده .۴.١.١ تذکر

قرار باشد. D باز واحد ͷدیس در تحلیلͬ توابع تمام H(D)كلاس فرضكنيم تعریف١.١.۵.

مͯ�دهيم:

An =

{
f ∈ H(D)|f(z) = z +

∞∑
k=n+١

akz
k

}

مͯ�دهيم: قرار همچنين و

A = A١ =

{
f ∈ H(D)|f(z) = z +

∞∑
n=٢

anz
n

}

نرمالیزه: شرط با D واحد ديسك در f تحليلͯ توابع تمام مجموعه A واقع در

f(٠) = ٠ , f ′(٠) = ١

مͯ�باشد.

به اگر است نمایش قابل Ω در توانͬ سری وسیله به Ω در شده تعریف f تابع تعریف١.١.۶.

ازای به که باشد نظیر چنان
∞∑
n=١

cn(z − a)n مانند توانͬ سری ͷی D(a, r) ⊂ Ω ͷدیس هر

١Analytic



۵ اولیˁه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

باشد. f(z) به همͽرا z ∈ D(a, r) هر

است f ∈ H(Ω) آنگاه باشد، نمایش قابل Ω در توانͬ سری وسیله به f گاه هر .٧.١.١ قضیه

z ∈ D(a, r) ازای به گاه هر واقع در است نمایش قابل Ω در توانͬ سری وسیله به نیز f ′ و

باشیم: داشته

f(z) =
∞∑
n=٠

cn(z − a)n

آنگاه:

f ′(z) =
∞∑
n=١

ncn(z − a)n−١

شود. مراجعه ۶.١٠ ،قضيه مرجع[٨] به برهان.

سری وسیله به Ω در f تحلیلͬ تابع هر صفحه، در Ω باز مجموعه�ی هر ازای به .٨.١.١ قضیه

است. نمایش قابل توانͬ

شود. مراجعه ١۶.١٠ ،قضيه [٨] مرجع به برهان.

·f ′ ∈ H(Ω) آنگاه f ∈ H(Ω) اگر .٩.١.١ نتیجه

گوییم زاویه حافظ z٠ نقطه در را f باشد، پیوسته�ای نگاشت f کنیم فرض .١٠.١.١ تعریف

اگر حال کند. حفظ را z٠ مفروض نقطه�ی بر گذرنده خمهای بین زاویه اندازه f گاه هر

بر گذرنده زوایای جهت یعنͬ باشد نیز جهت حافظ بودن، زاویه حافظ بر علاوه f نگاشت



۶ اولیˁه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

است. همدیس٢ z٠ در f کند حفظ نیز را z٠ نقطه

كه z٠ ∈ G نقطه�ی هر در f آنگاه باشد، تحلیلͬ تابعͬ f : G −→ C گاه هر .١١.١.١ قضیه

است. همدیس باشد f ′(z٠) ̸= ٠

شود. مراجعه ٢.١۴ مرجع[٨]،قضيه به اثبات: برهان.

به و است تام تابعͬ ez زیرا است. همدیس نگاشتͬ C روی f(z) = ez تابع .١٢.١.١ مثال

است. f ′(z) ̸= ٠ ،z ∈ C هر ازای

آن مشتق زیرا است. همدیس z٠ ̸= ٠ نقطه�ی هر در f(z) = z٢ نگاشت .١٣.١.١ مثال

صفر f ′ z،که = ٠ نقطه�ی در f(z) = z٢ اما هست. مخالفصفر ،z٠ در f ′(z) = ٢z یعنͬ

واقع در زیرا نیست. همدیس مͬ�شود

argf(z) = argz٢ = ٢argz

مͬ�کند. برابر دو را مختصات مبدا راس به زاویه هر نگاشت این

در غیرثابت و تحلیلͬ تابع f و بوده ناحیه ͷی Ω كنيم فرض باز٣). (نگاشت ١۴.١.١ قضیه

است. باز f(U) ،Ω Uدر باز مجموعه هر برای آنگاه باشد، Ω

شود. مراجعه ٣٢.١٠ مرجع[٨]،قضيه به برهان.

٢Conformal map

٣Open mapping theorem



٧ اولیˁه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

و f ∈ H(Ω) و بوده ناحيه يك Ω كنيم فرض .(۴ ماكزيمم (مدول ١۵.١.١ قضیه

اينصورت باشند.در D(a, r) ⊂ Ω

|f(a)| 6Max|f(a+ reiθ)|, −π 6 θ 6 π

در |f | نتيجه باشد.در Ωثابت در f اگر�و�فقط�اگر است برقرار بالا رابطه��ي در تساوي همچنين،

باشد. ثابت f مͽر ندارد موضعͯ ماكزيمم Ω از نقطه هيچ

شود. مراجعه ٢۴.١٠ مرجع[٨]،قضيه به برهان.

مرتبه مشتقات داراي u گاه هر مͯ�شود ناميده همساز u مقدار حقيقͯ تابع .١۶.١.١ تعریف

باشد. ∂٢u
∂x٢

+ ∂٢u
∂y٢

= ٠ و بوده Ω در پيوسته دوم

باشد همساز تابع يك u : Ω −→ R اگر ميانگين). مقدار (خاصيت ١٧.١.١ تعریف

D(a, r) ⊂ Ωو

آنگاه

u(a) =
١
٢π

∫ ٢π

٠
u(a+ reiθ)dθ

مقدار حقيقͯ پيوسته تابع uيك و ناحيه Ωيك كنيم فرض ماكزيمم۵). (اصل ١٨.١.١ قضیه

براي بطوريͺه باشد aموجود ∈ Ω چون نقطه�اي اگر باشد. ميانگين مقدار خاصيت با Ω روي

۴Maximum modulus theorem

۵Maximum princeple



٨ اولیˁه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

است. ثابت تابع uيك آنگاه u(a)باشد > u(z) ،z ∈ Ω هر

شود. مراجعه ٢۴.١٠ مرجع[٨]،قضيه به برهان.

ͷیu و ناحیه ͷیΩ کنیم فرض همساز۶). توابع براي مينيمم مدول (اصل ١٩.١.١ قضیه

a ∈ Ω چون نقطه�ای اگر باشد. میانگین مقدار خاصیت Ωبا روی مقدار حقیقͬ پیوسته تابع

است. ثابت تابع ͷی u آنگاه باشد u(a) 6 u(z) ،z ∈ Ω هر برای بطوریͺه باشد موجود

شود. مراجعه مرجع[٨] به برهان.

باشیم: داشته گاه هر مͬ�نامیم شوارتز٧ تابع را f ∈ H(D) تابع .٢٠.١.١ تعریف

; |f(z)| 6 ١ ،z ∈ Dهر ی (١)برا

f(٠) = ٠ (٢)

آنگاه باشد، شوارتز تابع ͷی f ∈ H(D) اگر شوارتز٨). (لم ٢١.١.١ لم

|f(z)| 6 |z| (z ∈ D)

و

|f ′(٠)| 6 ١

۶Minimum princeple

٧Schwarz function

٨Schwarz Lemma



٩ اولیˁه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

λثابت عدد آنگاه ،|f(z)| = |z| باشیم داشته ٠ ̸= z ∈ D برای یا و |f ′(٠)| = ١ اگر بعلاوه

. f(z) = λz و |λ| = ١ ،z ∈ D هر براي بطوریͺه است موجود

شود. مراجعه ٢.١٢ مرجع[٨]،قضيه به برهان.

تک�ارز توابع ٢.١

متمایز نقطه دو هر به�ازای هرگاه گوییم، تک�ارز٩ را D روی f مختلط تابع .١.٢.١ تعریف

باشیم: داشته D از z٢ z١و

f(z١) ̸= f(z٢), (z١, z٢ ∈ D)·

z٠ ͬͽهمسای ͷی در هرگاه گوییم، تک�ارز موضعا z٠ ∈ D نقطه در fرا تابع .٢.٢.١ تعریف

باشد. تک�ارز

و شده تعریف D واحد ͷدیس در fکه تک�ارز و تحلیلͬ توابع تمام مجموعه .٣.٢.١ تعریف

مͬ�دهیم. Sنمایش با را �مͬ�کند صدق f(٠) = f ′(٠)− ١ = ٠ نرمالیزه شرایط در

است: زیر به�فرم تیلور بسط دارای f ∈ S هر که دید مͬ�توان

f(z) = z +
∞∑
n=٢

anz
n, |z| < ١

نمͯ�باشد. برداري فضاي نيست،لذا بسته ضرب يا جمع تحت S كلاس

٩Univalent



١٠ اولیˁه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

کوبه تابع .۴.٢.١ مثال

k(z) =
z

(١− z)٢
= z + ٢z٢ + . . .

از که حقیقͬ محور از قسمت آن به�استثناء C کل به را D که است S کلاس در تحلیلͬ تابع

مͬ�کند. تصویر دارد ∞−قرار تا −١
۴

دهیم. Sارائه اعضای برد برای هندسͬ توصیف ͷی مͬ�خواهیم حال

آنگاه ،f(z) ̸= w و f ∈ S اگر .۵.٢.١ قضیه

g(z) =
wf(z)

w − f(z)
∈ S

شود. مراجعه ٢٧ مرجع[١]،صفحه به برهان.

fو ∈ S هرگاه (بایبرباخ). ۶.٢.١ قضیه

f(z) = z +
∞∑
k=٢

akz
k

.|a٢| 6 این�صورت٢ در

شود. مراجعه ٢.٢ مرجع[١]،قضيه به برهان.

١
۴ شعاع و مبدأ مرکز به قرص f اینصورت fدر ∈ S کنیم فرض .( ١٠ ١کوبه

۴) ٧.٢.١ قضیه

یعنͬ مͬ�پوشاند، را

D(٠, ١
۴
) ⊆ f(D)

١٠Koobe on quarter theorem



شود. مراجعه ٢.٣ مرجع[١]،قضيه به برهان.

ستاره�گون توابع ٣.١

و مͬ�کنیم تعریف را S از جدیدی زیرکلاس ستاره�گونͬ، مفهوم از استفاده با بخش این در

مͬ�کنیم. معرفͬ آن برای را تحلیلͬ معادل شرط سپس

پاره�خط هر هرگاه گوییم، z٠ستاره�گون١١ ثابت نقطه به نسبت Ωرا ⊆ C ناحیه تعریف١.٣.١.

گیرد. Ωقرار داخل کاملا مͬ�کند، وصل z٠ به را Ω نقاط که مستقیمͬ

گوییم ستاره�گون) خلاصه بطور (یا ستاره�گون مبدأ به نسبت را f ∈ S تابع .٢.٣.١ تعریف

است z٠ستاره�گون = ٠ به نسبت که دامنه�ای بر f تابع تحت باز، واحد قرص چنانچه اگر

شود. نگاشته

مͬ�دهیم. نمایش S∗ با را S از زیررده این

اگروتنهااگر f ∈ S∗ آنگاه ،f ∈ S کنیم فرض .٣.٣.١ قضیه

Re
{
z
f ′(z)

f(z)

}
> ٠ , (z ∈ D)·

شود. مراجعه ٢.١٠ مرجع[١]،قضيه به برهان.

١١Starlike

١١



١٢ اولیˁه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

مͬ�باشد: زیر بصورت S∗ برای تحلیلͬ توصيف ͷی فوق قضیه�ی به توجه با .۴.٣.١ نکته

S∗ =
{
f ∈ S : Re{z f

′(z)

f(z)
} > ٠

}
·

داریم: زیرا است. ستاره�گون تابع ͷی k(z) = z

(١− z)٢
کوبه تابع .۵.٣.١ مثال

Re
{
z
k′(z)

k(z)

}
= Re

{١+ z

١− z

}
> ٠·

هرگاه است، ٠ 6 α < ١ مرتبه از fستاره�گون ∈ S گوییم .۶.٣.١ تعریف

Re
{
z
f ′(z)

f(z)

}
> α, (z ∈ D)·

دیͽر بعبارت مͬ�دهیم. نمایش S∗(α) با را توابع این مجموعه

S∗(α) =
{
f ∈ S : Re

{
z
f ′(z)

f(z)

}
> α

}
·

.S∗(٠) = S∗ مͬ�دهیم قرار

.٧.٣.١ تذکر

S∗(α) ⊆ S∗(٠) = S∗ (٠ 6 α < ١)·

اگروتنهااگر ٠است < α 6 مرتبه�ی١ از ستاره�گون١٢ قوی به�طور f ∈ A تابع تعریف٨.٣.١.

z
f ′(z)

f(z)
≺ (

١+ z

١− z
)α, (z ∈ D)·

١٢strongly starlike


