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مقدمه

این برخوردارند. بسیاری اهمیت از مختلف خاصیت�های نگاشت�های�حافظ نظریه�عملگرها، در

فروبنیوس۱ که هنگامی برمی�گردد، ۱۸۹۷ سال به نتیجه اولین دارند. طولانی نسبتاً تاریخچه�ی مسائل

چهل تقریباً برای کرد. تشریح را ماتریسی فضاهای بین دترمینان حافظ خطی نگاشت�های ساختار [۱۷]

روی مستقیمی یا توجه قابل کار هیچ ، [۳۵] شور۳ و [۳۳] پولیا۲ از نتیجه دو یکی جز به سال، پنج و

نشد. انجام مسائل این

از و یافت ادامه [۱۵] دیودونه۶ و [۲۳] - [۲۱] هوا۵ و [۳۱] و [۳۰] یتا۴ مور کارهای با موضوع این

گرفت. قرار توجه مورد بسیار اخیر دهه�ی سه در به�خصوص بعد به آن

شد. مطرح [۲۴] کاپلانسکی۷ توسط که است زیر مسأله�ی زمینه دراین شده مطرح مهم مسائل از یکی

هستند؟ جردن همریختی یکدار باناخ جبر دو بین معکوس�پذیری حافظ یکدار خطی نگاشت�های آیا

در بنابراین بود. خواهد طیف حافظ باشد، جهت ازدو معکوس�پذیری حافظ نگاشتی اگر که است واضح

دسته�بندی و گرفت قرار بررسی مورد طیف حافظ نگاشت�های مسأله�ی شده انجام کارهای از بسیاری

نگاشت تنها کردند ثابت [۱۰] در رنسفورد۹ و بورهیم۸ مثلاً شد. ارائه نگاشتها این از مختلفی های

نتیجه این توسیع همچنین است. همانی است، �موضعی های �طیف همه�ی حافظ که B(X) روی جمعی
۱Frobenius
۲Polya
۳Schur
۴Morita
۵Hua
۶Dieudonne
۷Kaplansky
۸Bourhim
۹Ransford

۱



۲ مقدمه

یعنی می�کند؛ باز دیگری مسأله�ی برای را راه نتیجه این شد. بررسی نیز متفاوت باناخ فضای دو به

در خاصی موضعی طیفی مقدارهای حافظ که B(X) روی خطی یا جمعی نگاشت�های دسته�بندی

به�روی B(X) از φ خطی نگاشت یک اگر که است طبیعی�آن حدس یک هستند. X ناصفر بردار یک

اسکالر یک آنگاه �کند، حفظ x۰ ∈ X ثابت ناصفر بردار یک در را موضعی طیفی مقدار یک خودش

که طوری به دارد وجود A ∈ B(X) معکوس�پذیر عملگر یک و α ̸= ۰

Ax۰ = x۰ , φ(T ) = αATA−۱ (T ∈ B(X)) (۱)

که زمانی [۱۱] در و است متناهی بعد از فضای یک X = Cn که هنگامی [۲۰ ،۹ ،۵] در حدس این

نشده داده آن برای اثباتی هنوز کلی حالت در ولی است شده اثبات خاص حالت در است، پیوسته φ

موضعی طیف حافظ که را Mn(C) جبر روی خطی نگاشت�های بختا۱۱ و گنزالز۱۰ ،[۲۰] در است.

را نتیجه این [۹] در میلر۱۲ و بورهیم کردند. دسته�بندی هستند، Cn از x۰ ناصفر بردار یک در بیرونی

دادند. توسیع صورت این به

می�کند حفظ را x۰ ∈ Cn ناصفر بردار در بیرونی موضعی طیفی شعاع Mn(C) روی φ خطی نگاشت

باشد. داشته را (۱) صورت اگر وتنها اگر

داخلی موضعی طیفی شعاع Mn(C) روی خطی نگاشت یک که حالتی در مشابهی نتیجه�ی ،[۵] در

هردونتیجه�ی ،[۱۱] در همچنین آمد. بدست می�کند حفظ را x۰ ∈ Mn(C) ناصفر بردار یک در

یعنی شد؛ داده توسیع نامتناهی بعد از باناخ فضاهای به مولر۱۴ و براکیک۱۳ توسط [۲۰ ،۹] از اصلی

بیرونی موضعی طیفی شعاع و موضعی طیف حافظ که B(X) روی پیوسته و پوشا خطی نگاشت�های

شدند. دسته�بندی هستند، ۰ ̸= x۰ ∈ X نقطه�ی در

طیف حافظ خطی نگاشت�های زمینه�ی در شده ارائه مقالات مهمترین از نمونه�هایی شد ذکر که مواردی
۱۰Gonzalez
۱۱Mbekhta
۱۲Miller
۱۳Bracic
۱۴Muller



۳ مقدمه

و موضعی طیف حافظ که B(Y ) به B(X) از پوشا خطی نگاشت�های نامه پایان این در بود. موضعی

می�کنیم. دسته�بندی را هستند موضعی طیفی شعاع�های

مقاله�ی از حاضر نامه�ی پایان مطالب عمده

A. Bourhim, Surjective linear maps preserving local spectra, Linear Algebra and its

Applications 432 (2010) 383–393

است. شده نگاشته فصل ۴ در و استخراج

قرار مورداستفاده نامه پایان این سراسر در که است یافته اختصاص قضایایی و تعاریف بیان به ۱ فصل

قضایای همچنین و موضعی طیفی شعاع انواع و موضعی طیف تعریف به ۲ فصل در گرفت. خواهد

هستند. ۴ و ۳ فصل در ما کار اساس که می�پردازیم آنها به مربوط

استفاده مورد ۴ فصل و فصل این قضایای اکثر در که می�کنیم بیان را بنیادین لم چند ابتدا ۳ فصل در

منبسط و کننده منقبض خطی نگاشت�های مورد در که فصل این اصلی نتایج همچنین می�گیرند. قرار

می�کنیم. ثابت سپس و بیان را هستند، داخلی موضعی طیف کننده�ی

موضعی طیف حافظ ،φ : B(X) −→ B(Y ) خطی نگاشت که می�دهیم نشان ۴ فصل اول بخش در

و Ax۰ = y۰ که طوری به باشد موجود A ∈ B(X,Y ) دوسویی اگر تنها و اگر است ۰ ̸= x۰ ∈ X در

.φ(T ) = ATA−۱ ،T ∈ B(X) هر برای

کراندار که B(X) روی پوشا خطی نگاشت�های از کاملی بندی دسته ۴ فصل دوم بخش در بالاخره

می�دهیم. ارائه را هستند X در ناصفر بردار یک در موضعی طیفی کراندار پایین از و موضعی طیفی



١ فصل

پیشنیاز قضایای و تعاریف

فرض می�پردازیم. نامه پایان این در استفاده مورد اولیه مفاهیم و قضایا تعاریف، بیان به فصل این در

فصل این مطالب دارد. آشنایی آنها کلی خواص و باناخ جبر و باناخ فضای با خواننده که است این بر

شده�اند. استخراج [۳۶] و [۳۴] ،[۲۷] ،[۲۵] ،[۱۳] ،[۱۲] ،[۲] از اغلب

۴



۵ مقدار برداری- تحلیلی توابع و باناخ فضا�های .۱.۱

مقدار برداری- تحلیلی توابع و باناخ فضا�های ۱.۱

هر برای می�دهیم. نمایش X∗ با را X دوگان فضای باشد، باناخ فضای یک X اگر .۱.۱.۱ تعریف

گوییم. T عملگر الحاق را T ∗(f) = f ◦ T ضابطه�ی با T ∗ : X∗ −→ X∗ ،T ∈ B(X)

تعریف زیر صورت به ،X باناخ فضای روی را x ⊗ f ،f ∈ X∗ و x ∈ X هر برای .۲.۱.۱ تعریف

می�کنیم

(x⊗ f)(u) :=< u, f > x = f(u)x (u ∈ X)

است. یک رتبه�ی از عملگر این که می�شود ملاحظه سادگی به

از برگرفته که می�دهیم، ارائه را برداری-مقدار تحلیلی توابع به مربوط قضیه و تعریف چند اکنون

است. [۲۵] مرجع

در باز مجموعه�ی یک U کنیم فرض و باشد مختلط باناخ فضای یک X کنیم فرض .۳.۱.۱ تعریف

باشد. تحلیلی φ ◦ f : U −→ C ،φ ∈ X∗ هر برای اگر گوییم تحلیلی را f : U −→ X تابع باشد. C

،λ ∈ U برای صورت این در و هستند مختلط پذیر مشتق تحلیلی توابع

f
′
(λ) := lim

µ→λ

f(λ)− f(µ)

λ− µ

می�نامند. λ در f مشتق را آن و است موجود X در

نماد با را λ مرکز و r شعاع به بسته قرص r ⩾ ۰ و λ ∈ C برای

∇(λ, r) :=
{
µ ∈ C : |λ− µ| ⩽ r

}
نماد با را λ مرکز و r شعاع به باز قرص و

V (λ, r) := {µ ∈ C : |λ− µ| < r}

می�دهیم. نشان



۶ پیشنیاز قضایای و تعاریف .۱

هر برای و است پذیر مشتق بار بی�نهایت f : U −→ X تحلیلی تابع هر توانی) (سری .۴.۱.۱ قضیه

می�پذیرد را زیر نمایش ،∇(λ۰, r) ⊆ U با r > ۰ هر و λ۰ ∈ U

f(λ) =

∞∑
n=۰

an(λ− λ۰)n (λ ∈ ∇(λ۰, r))

f توانی سری نمایش براین علاوه .an =
f (n)(λ۰)

n!
،n ∈ N۰ هر برای واقع در و an ∈ X آن در که

است. یکنواخت همگرای ،∇(λ۰, r) قرص روی و همگرا مطلق طور به

سری ،an ∈ X (n = ۰,۱,۲,۳, . . .) برای برعکس،

f(λ) :=
∞∑

n=۰
an(λ− λ۰)n

طوری�که به می�کند تعریف را f : V (λ۰, r) −→ X تحلیلی تابع و است همگرا ،λ ∈ V (λ۰, r) هر برای

می�باشد. ۱
r = lim sup

n→∞
∥ an ∥

۱
n و سری این همگرایی شعاع ،r

طیفی های شعاع و طیف ۲.۱

Inv(A) نماد با را A پذیر معکوس عناصر مجموعه�ی است. یکدار باناخ یکجبر Aبخش این سراسر در

یکداراست. باناخ جبر هر همانی عنصر ،1 بعد به این از همچنین می�دهیم. نمایش

صورت به را a از σ(a) طیف آنگاه ،a ∈ A و باشد یکدار باناخ جبر یک A اگر .۱.۲.۱ تعریف

σ(a) := {λ ∈ C : λ1− a ̸∈ Inv(A)}.

می�دهیم. نمایش ρ(a) نماد با و می�نامیم a حلال را C به نسبت مجموعه این متمم می�کنیم. تعریف

r(a) با را a طیفی شعاع ،a ∈ A هر برای باشد. یکدار باناخ جبر یک A کنیم فرض .۲.۲.۱ تعریف

به�صورت و داده نمایش

r(a) := sup{|λ| : λ ∈ σ(a)}.

می�کنیم. تعریف



۷ طیفی های شعاع و طیف .۲.۱

گزاره�های صورت این در .a ∈ A و باشد C روی یکدار باناخ جبر یک A کنیم فرض .۳.۲.۱ قضیه

برقرارند زیر

است؛ تحلیلی C \ σ(a) روی λ 7−→ (λ1− a)−۱ آ)

است؛ ناتهی و فشرده σ(a) ب)

.r(a) = lim
n→∞

∥ an ∥
۱
n پ)

[۸.۲.۳ قضیه�ی ،۲] برهان.

آنگاه ،ab = ba طوری�که به باشند A باناخ جبر در عناصری b, a اگر .۴.۲.۱ قضیه

σ(a+ b) ⊆ σ(a) + σ(b) , σ(ab) ⊆ σ(a)σ(b),

داریم همچنین

r(a+ b) ⩽ r(a) + r(b) , r(ab) ⩽ r(a)r(b).

[۱۰.۲.۳ قضیه�ی ،۲] برهان.

1− a عنصر ،∥a∥ < ۱ که a ∈ A هر برای باشد. یکدار باناخ جبر یک A کنیم فرض .۵.۲.۱ قضیه

و است معکوس�پذیر

(1− a)−۱ =

∞∑
k=۰

ak.

[۱.۲.۳ قضیه�ی ،۲] برهان.

روی کراندار خطی عملگرهای باناخ جبر B(X) باشد. باناخ فضای یک X کنیم فرض .۶.۲.۱ تذکر

یک�به�یک T اگر فقط و اگر است معکوس�پذیر T : X −→ X خطی عملگر می�دانیم می�هد. نشان را X

بنابراین باشد. پوشا و

σ(T ) =
{
λ ∈ C نیست: پوشا و یک به یک T − λ1

}
.



۸ پیشنیاز قضایای و تعاریف .۱

ویژه، مقدار این با متناظر می�شود. نامیده T ویژه�ی مقدار ،λ آنگاه نباشد، یک به یک T − λ1 اگر

رابطه�ی در که است T از ویژه بردار یک ۰ ̸= x ∈ ker(T − λ1) هر و ویژه فضای ،ker(T − λ1)

می�کند. صدق ،Tx = λx

صورت این در .T ∈ B(X) کنیم فرض .۷.۲.۱ تعریف

σp(T ) :=
{
λ ∈ C : ker(T − λ1) ̸= {۰}}

می�نامیم. T نقطه�ای طیف را

برقرارند زیر گزاره�های صورت این در باشد. فشرده عملگر یک T ∈ B(X) کنیم فرض .۸.۲.۱ قضیه

۰؛ ∈ σ(T ) آنگاه باشد، نامتناهی بعد از X اگر آ)

است. T ∗ و T از ویژه مقدار یک λ آنگاه ،λ ∈ σ(T ) و λ ̸= ۰ اگر ب)

[۲۵.۴ و ۱۸.۴ قضیه�ی ،۳۴] برهان.

،σap(T ) بانماد که T تقریبی نقطه�ای طیف صورت این در .T ∈ B(X) کنیم فرض .۹.۲.۱ تعریف

به است موجود {xn}n∈N ⊂ X دنباله�ی که است، هایی λ ∈ C تمام مجموعه�ی می�شود، داده نمایش

.∥ (T − λ1)xn ∥→ ۰ و ∥ xn ∥= ۱ ،n ∈ N هر برای طوری�که

.σp(T ) ⊆ σap(T ) به�وضوح،

هستند معادل زیر گزاره�های ،λ ∈ C هر و T ∈ B(X) هرعملگر برای .۱۰.۲.۱ گزاره

λ؛ ̸∈ σap(T ) آ)

است؛ بسته (T − λ1)X و ker(T − λ1) = {۰} ب)

،x ∈ X هر برای طوری�که به است موجود c > ۰ ثابت یعنی است؛ کراندار پایین از (T − λ1) پ)

.∥ (T − λ1)x ∥⩾ c ∥ x ∥



۹ طیفی های شعاع و طیف .۲.۱

به�خصوص، است. ∂σ(T ) شامل که است σ(T ) از بسته مجموعه�ی زیر یک σap(T ) براین، علاوه

است. خالی غیر σap(T ) است، بدیهی غیر X که هنگامی

[۳.۲.۱ گزاره�ی ،۲۵] برهان.

صورت این در .T ∈ B(X) کنیم فرض .۱۱.۲.۱ تعریف

σsu(T ) := {λ ∈ C : (T − λ1)X ̸= X}.

می�نامیم. T پوشایی طیف را

داریم σ(T ) و σsu(T ) و σP (T ) تعریف به توجه با .۱۲.۲.۱ تذکر

σ(T ) = σP (T ) ∪ σsu(T ).

می�کنیم تعریف زیر صورت به l۲(Z) هیلبرت فضای روی را T نگاشت .۱۳.۲.۱ مثال

T (· · · , a−۱, â۰, a۱, · · · ) = (· · · , â−۱, a۰, a۱, · · · )

دید می�توان سادگی به است. صفر اندیس با جمله کهˆموقعیت

T ∗(· · · , a−۱, â۰, a۱, · · · ) = (· · · , a−۱, a۰, â۱, · · · )

بنابراین است. یکانی عملگر یک T یعنی TT؛ ∗ = T ∗T = 1 نتیجه در

σ(T ) ⊆ {λ ∈ C : |λ| = ۱} (۱.۱)

ندارد. ویژه�ای مقدار هیچ T به�علاوه .۰ ̸∈ σ(T ) بنابراین است پوشا و یک به یک T عملگر همچنین

T)؛ −λ1)(x) = ۰ که است موجود l۲(Z) در ناصفر ای x آنگاه باشد، ویژه مقدار یک λ ̸= ۰ اگر زیرا

سری لذا .aj = λ−ja۰ داریم j ∈ Z هر برای آنگاه ،x = (· · · , a−۱, â۰, a۱, · · · ) اگر نتیجه در

دراین .σp(T ) = ∅ پس .x ∈ l۲(Z) که است این با متناقض که واگراست ،
∞∑

j=−∞
|λ−j |۲|a۰|۲ < ∞

تقریبی�است. ویژه�ی مقدار یک |λ| = ۱ که λ هر اما .σ(T ) = σsu(T ) ،۱۲.۲.۱ تذکر به بنا صورت



۱۰ پیشنیاز قضایای و تعاریف .۱

و ∥xn∥ = ۱ ،n هر برای آنگاه ،xn =
۱√
n
(· · · ,۰,۱, λ−۱, λ−۲, · · · , λ۱−n,۰, · · · ) اگر زیرا

که می�دهد نشان این و ∥T (xn)− λxn∥ =

√
۲
n

→ ۰

σ(T ) = {λ ∈ C : |λ| = ۱}

و x ∈ Xکه T = x⊗ f اگر باشد. ۱ از بزرگتر بعد از باناخ فضای یک X کنیم فرض .۱۴.۲.۱ گزاره

آنگاه ،f ∈ X∗

r(T ) = | < x, f > | آ)

.λ =< x, f > که ،σ(T ) = {۰, λ} ب)

.(x⊗ f)n(y) = f(y) < x, f >n−۱ x ،y ∈ X هر برای نتیجه در و (x⊗ f)(y) = f(y)x آ) برهان.

∥(x⊗ f)n∥ = ∥f∥| < x, f > |n−۱∥x∥ اینجا از و ∥(x⊗ f)n(y)∥ = |f(y)|| < x, f > |n−۱∥x∥ لذا

نظر مورد نتیجه�ی n → ∞ فرض با و ∥(x ⊗ f)n∥
۱
n = ∥f∥

۱
n | < x, f > |

n−۱
n ∥x∥

۱
n نتیجه در و

می�شود. حاصل

بنا طرفی از .۰ ∈ σ(T ) بنابراین ،dimX > ۱ زیرا نیست پوشا T پس است یک رتبه�ی از T چون ب)

مقدار یک λ ،۸.۲.۱ قضیه�ی (ب) قسمت به بنا پس است. موجود σ(T ) در λ ̸= ۰ (آ) قسمت به

نتیجه در x⊗f)؛ −λ1)(y) = f(y)x−λy = ۰ که است موجود ۰ ̸= y ∈ X بنابراین است. T از ویژه

λ
′ ∈ σ(x ⊗ f) و λ′ ̸= λ اگر است. x توسط شده تولید فضای به متعلق y بنابراین .y = ۱

λ f(y)x

تولید فضای به متعلق y′ نتیجه در ⊗x)؛ f − λ
′
1)(y

′
) = ۰ که است موجود X در ای y′ ̸= ۰ آنگاه

با متناقض این و است یکسان مختلف ویژه�ی بردار دو این ویژه�ی فضای یعنی است؛ x توسط شده

پس .λ = λ
′ بنابراین هستند. خطی مستقل مختلف ویژه�ی مقدار دو ویژه�ی فضاهای که است این

.σ(T ) = {۰, λ}

برقرارند زیر گزاره�ها�ی ،T ∈ B(X) عملگر هر برای .۱۵.۲.۱ گزاره



۱۱ باناخ درجبرهای ایده�آل�ها .۳.۱

σsu(T؛ ) = σap(T
∗) آ)

σsu(T؛ ∗) = σap(T ) ب)

.σ(T ) = σ(T ∗) پ)

[۱.۳.۱ گزاره�ی ،۲۵] برهان.

عملگرها�ی جبرباناخ B(X) و باشد نامتناهی بعد از مختلط باناخ فضای یک X اگر .۱۶.۲.۱ تعریف

باشد. X روی فشرده عملگرها�ی همه�ی بسته�ی ایده�آل ،K(X) و X روی کراندار

C(X) :=
B(X)

K(X)

می�نامیم. X روی کالکین جبر را

.T ∈ B(X) و باشد قسمت خارج متعارف نگاشت π : B(X) −→ C(X) کنیم فرض .۱۷.۲.۱ تعریف

T تصویر طیف یعنی σ(π(T؛ )) از است عبارت می�شود، داده نمایش σe(T ) نماد با که T اساسی طیف

می�شود تعریف زیر صورت به T اساسی نرم همچنین .X روی کالکین جبر در

∥ T ∥e=∥ π(T ) ∥:= dist(T,K(X))

از است عبارت نیز T اساسی طیفی شعاع

re(T ) := lim
n→∞

∥ Tn ∥
۱
n
e = r(π(T )).

کنید. ملاحظه را [۳] کالکین جبرهای مورد در بیشتر جزئیات برای

باناخ درجبرهای ایده�آل�ها ۳.۱

ایده�آل یک را A از I زیر�فضای صورت این در باشد. باناخ جبر یک A کنیم فرض .۱.۳.۱ تعریف

راست ایده�آل هم هرگاه گوییم ایده�آل را I .(IA ⊆ I)AI ⊆ I هرگاه می�نامیم، راست) چپ(ایده�آل

باشد. چپ ایده�آل هم و



۱۲ پیشنیاز قضایای و تعاریف .۱

.1A ̸∈ I معادل طور به یا ،I ̸= A هرگاه گوییم، سره ایده�آل را A از I ایده�آل .۲.۳.۱ تعریف

هیچ هرگاه گوییم، بیشین (راست) چپ ایده�آل را A از I (راست) چپ سره�ی ایده�آل .۳.۳.۱ تعریف

(راست) چپ ایده�آلی J اگر دیگر عبارت به نباشد. I شامل A در دیگری (راست) چپ سره�ی ایده�آل

.J = A یا J = I آنگاه ،I ⊆ J ⊆ A که طوری به باشد A در

(یا چپ بیشین ایده�آل�ها�ی تمام اشتراک باشد. یکدار باناخ جبر یک A کنیم فرض .۴.۳.۱ تعریف

می�دهیم. نمایش RadA با را آن و �نامیم A رادیکال را A راست)

باناخ جبر یک رادیکال برای دیگری معادل تعریف�های نامیم. ساده نیم را A آنگاه ،RadA = {۰} اگر

کنید. ملاحظه را [۶] دارد. وجود

است. ساده نیم B(X) صورت دراین باشد. باناخ فضای یک X کنیم فرض .۵.۳.۱ قضیه

[۴.۱.۳ قضیه�ی ،۲] برهان.

هستند معادل زیر گزاره�های صورت این در باشد. یکدار باناخ جبر یک A کنیم فرض .۶.۳.۱ قضیه

a؛ ∈ RadA آ)

.r(x) ⩽ c ∥ x−a ∥ ،a همسایگی یک در موجود x هر برای طوری�که به است موجود c > ثابت۰ ب)

[۱.۳.۵ قضیه�ی ،۲] برهان.

باناخ جبر�های روی یکریختی�ها و همریختی ۴.۱

φ صورت این در باشد. خطی نگاشت یک φ : A −→ B و جبر دو B و A کنیم فرض .۱.۴.۱ تعریف

هرگاه نامیم، همریختی) (پاد همریختی را

φ(ab) = φ(a)φ(b)[φ(b)φ(a)] (a, b ∈ A)

یک φ : A −→ B همریختی) همریختی(پاد که کنید توجه



۱۳ معکوس�پذیری حافظ نگاشت�های مبحث در مهم قضیه�ی چند .۵.۱

باشد. یک به یک اگر می�شود، نامیده تکریختی) تکریختی(پاد آ)

باشد. پوشا اگر می�شود، نامیده برویختی) (پاد برویختی ب)

باشد. پوشا و یک به یک اگر می�شود، نامیده یکریختی) (پاد یکریختی پ)

φ صورت این در باشد. خطی نگاشت یک φ : A −→ B و جبر دو B و A کنیم فرض .۲.۴.۱ تعریف

هرگاه نامیم جردن همریختی یک را

φ(ab+ ba) = φ(a)φ(b) + φ(b)φ(a) (a, b ∈ A)

معادل طور به یا

φ(a۲) = (φ(a))۲ (a ∈ A)

کنیم. تعریف قبل مانند را جردن یکریختی و بروریختی تکریختی، می�توانیم همچنین

معکوس�پذیری حافظ نگاشت�های مبحث در مهم قضیه�ی چند ۵.۱

بیان را آنها اساسی خواص برخی و کرده تعریف را معکوس�پذیری حافظ نگاشت�های بخش این در

است. موجود [۳۶] مقاله�ی در بخش این قضایای اثبات می�کنیم.

را φ : A −→ B خطی نگاشت صورت این در باشند. یکدار جبر دو B و A کنیم فرض .۱.۵.۱ تعریف

a ∈ Inv(A) هر ازای به اگر گوییم، معکوس�پذیری حافظ را φ نگاشت .φ(1) = 1 هرگاه گوییم یکدار

.φ(a) ∈ Inv(B) باشیم داشته

یکدار نگاشت یک می�توان φ : A −→ B معکوس�پذیری حافظ خطی نگاشت هر با .۲.۵.۱ تذکر

ضابطه�ی با ψ : A −→ B لذا و است معکوس�پذیر ،φ(1) صورت این در زیرا ساخت.

بود. خواهد معکوس�پذیری یکدارحافظ خطی نگاشت یک ψ(a) = φ(1)−۱φ(a)



۱۴ پیشنیاز قضایای و تعاریف .۱

حافظ ،φ : A −→ B یکدار خطی نگاشت و باشند یکدار جبر دو B,A کنیم فرض .۳.۵.۱ گزاره

داریم a ∈ A هر ازای به صورت این در باشد. معکوس�پذیری

σ(φ(a)) ⊆ σ(a).

نگاشت یک φ : B(X) −→ B(Y ) و C میدان روی باناخ فضای دو Y,X کنیم فرض .۴.۵.۱ قضیه

هستند معادل زیر شرایط صورت این در یکدارباشد. و پوشا و یک به یک خطی

است؛ معکوس�پذیری حافظ φ آ)

است؛ جردن یکریختی یک φ ب)

است؛ یکریختی پاد یا یکریختی یک φ پ)

،T ∈ B(X) هر برای طوری�که به است موجود A : X −→ Y یکریختی و است یکریخت Y با X یا ت)

به است موجود B : Y −→ X∗ یکریختی و است یکریخت X∗ با Y یا ،φ(T ) = ATA−۱

.φ(T ) = B−۱T ∗B ،T ∈ B(X) هر برای طوری�که

[۱.۱ قضیه�ی ،۳۶] برهان.

را φ : A −→ B خطی نگاشت صورت این در باشند. یکدار دوجبر B و A کنیم فرض .۵.۵.۱ تعریف

.σ(φ(a)) = σ(a) باشیم داشته a ∈ A هر ازای به هرگاه نامیم، طیف حافظ

را معکوس�پذیری اگر وتنها اگر می�کند حفظ را طیف ،φ : A −→ B خطی نگاشت که کنید توجه

وتنها اگر است معکوس�پذیر a− λ1 ،a ∈ A هر ازای به صورت این در زیرا کند. حفظ جهت درهردو

.σ(φ(a)) = σ(a) لذا و باشد معکوس�پذیر φ(a)− λ1 اگر

تعریف φ(T ) = ATA−۱ (T ∈ B(X)) ضابطه�ی با φ : B(X) −→ B(Y ) کنیم فرض .۶.۵.۱ مثال

داریم صورت این� در است. معکوس�پذیر خطی عملگر یک A : X −→ Y که شود

T − λ1 = A−۱(ATA−۱ − λ1)A;



۱۵ معکوس�پذیری حافظ نگاشت�های مبحث در مهم قضیه�ی چند .۵.۱

داریم لذا باشد. معکوس�پذیر ATA−۱ − λ1 اگر تنها و اگر است معکوس�پذیر T − λ1 نتیجه در

.r(T ) = r(φ(T )) داریم همچنین است. طیف حافظ φ یعنی σ(T؛ ) = σ(φ(T ))

.A ∈ B(H) و باشد نامتناهی بعد از تفکیک�پذیر هیلبرت فضای یک H کنیم فرض .۷.۵.۱ قضیه

هستند معادل زیر گزاره�های صورت دراین

است؛ فشرده A آ)

است. تهی غیر σ(T +A) ∩ σ(T ) ،T ∈ B(H)هر برای ب)

[۱.۵ قضیه�ی ،۳۶] برهان.

M > ۰ ثابت هرگاه گوییم، طیفی کراندار را φ : B(X) −→ B(Y ) خطی نگاشت .۸.۵.۱ تعریف

شعاع ،φ گوییم صورت این در .r(φ(T )) ⩽ Mr(T ) ،T ∈ B(X) هر برای که طوری به باشد موجود

می�کند. منقبض را طیفی

هر برای طوری�که به باشد موجود m > ۰ ثابت هرگاه گوییم، کراندارطیفی پایین از را φ نگاشت

می�کند منبسط را طیفی شعاع ،φ گوییم صورت این در .r(φ(T )) ⩾ mr(T ) ،T ∈ B(X)

گوییم. طیفی شعاع حافظ را φ نگاشت باشد. r(φ(T )) = r(T ) ،T ∈ B(X) هر برای که حالتی در و



٢ فصل

طیفی شمول�های و موضعی طیف

قضیه�های اثبات برای لازم وگزاره�های مقدمات آن طی که است، گردیده تدوین بخش ۵ در فصل این

نماد�های بیشتر یادگیری برای صرفاً تعریف�ها و ازگزاره�ها بعضی البته است. شده بیان ،۴ و فصل۳

هستند. [۲۹] و [۲۶] ،[۲۵] مراجع از برگرفته فصل، این مطالب است. شده معرفی

است. X روی کراندار خطی عملگر�های باناخ جبر B(X) و باناخ فضای یک X فصل این سراسر در

۱۶


