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چͺیده

بررسͬ مورد نامه پایان این در که است سخت بسیار ترکیباتͬ مسائل از ͬͺی دو درجه تخصیص مسئله
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تخصیص مسئله درباره گرفته انجام تحقیقات از آماری نتایج انتها در کند. مͬ تبدیل مختلط صحیح
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کلیدی: کلمات
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١ فصل

تعاریف و مقدمات

مقدمه ١.١

هستͬ در ترکیبیاتͬ سازی بهینه مسائل ترین چالشͬ و ترین جذاب از ͬͺی ١ دو درجه تخصیص مسئله

بحث ابتدا در دهیم. مͬ قرار بررسͬ مورد را دوم درجه تخصیص مسئله نامه پایان این در ما است.

توصیف رسمͬ صورت به آن ریاضͬ های مدل و مسئله کاربردهای سپس آمده، فراهم مسئله منشا سر

است. شده معرفͬ آن حل ابتͺاری های روش و مسئله حل های روش ادامه در شوند، مͬ

چیست؟ اینترنتͬ و کامپیوتری های شبͺه های ساخت زیر سازی آماده و کشͬ کابل برای بهینه راه

این بین ارتباطͬ چه کرد؟ گیری تصمیم بیمارستان ͷی در ها ͷکلینی موقعیت برای توان مͬ طور چه

بینیم مͬ باشیم داشته مسئله دو این به اجمالͬ نͽاه ͷی اگر باشد؟ داشته وجود تواند مͬ مسئله دو

مͬ متوجه نهایت در کنند گیری تصمیم دلخواه به دو آن از ͷی هر اگر اما ندارند هم با ارتباطͬ ظاهرا

مدل ترکیبͬ سازی بهینه در چالشͬ مسئله ͷی با دو هر و اند ارتباط در هم با هایشان کلید که شویم

مسئله این است. شده شناخته دوم درجه تخصیص مسئله عنوان تحت مسئله این که اند، شده بندی

عام اصطلاحͬ صحیح، عدد ریزی برنامه گیرد. مͬ قرار عددصحیح ریزی برنامه مسائل دسته جزء

به توجه با ها مدل این متغیرهاست. بودن صحیح عدد شرط با ریاضͬ ریزی برنامه های مدل برای

ریزی برنامه کلͬ گروه دو به مسائل، در موجود های محدودیت و هدف تابع بودن خطͬ غیر یا خطͬ

QuadraticAssignmentProblem(QAP )١

۴



۵ تعاریف و مقدمات .١ فصل

مسائل گروه در QAP شوند. مͬ تقسیم صحیح عدد خطͬ غیر ریزی برنامه و صحیح عدد خطͬ

گیرد. مͬ قرار ͷی و صفر نوع از صحیح عدد خطͬ غیر ریزی برنامه

تاریخچه ٢.١

و اند داده قرار مطالعه مورد را دوم درجه تخصیص مسئله دانشمندان، که است دهه پنج از بیشتر

علم متخصصان ریاضͬ، دانشمندان بیشتر اند. نموده کسب زمینه این در را توجهͬ قابل کشفیات

بندی مدل برای دوم درجه تخصیص مسئله از اقتصاددانان و عملیاتͬ پژوهش گران تحلیل کامپیوتر،

کنند. مͬ استفاده سازی بهینه مسائل انواع

مرتبط ریاضͬ مدل ͷی عنوان به را QAP که بودند کسانͬ اولین ٢ بͺمن و کوپمنز ١٩۵٧ سال در

شد. ظاهر عملͬ کاربرد درچندین QAP آن از پس دادند. پیشنهاد اقتصادی فعالیتهای با

پشت کشͬ سیم در اجزا بین اتصالات تعداد کردن مینیمم برای QAP از ١٩۶١ درسال ٣ استنبرج

کل طول که ای گونه به بود کامپیوتر صفحه پشت اجزای جایͬ به جا او هدف کرد. استفاده صفحه

کشͬ سیم کل طول کردن مینیمم برسد. حداقل به ترکیبͬ اجزای اتصال برای شده استفاده های سیم

دلایل میان از دلایل این دهد. مͬ کاهش را تولید برای موثر هزینه و بخشد مͬ بهبود را محاسبه زمان

و مهندسان ، ͷترونیͺال کامپیوتر، متخصصان برای بزرگͬ پژوهش عنوان به را مسئله دیͽر موجود

کرد. تبدیل عملیاتͬ پژوهش گران تحلیل

در همچنین و کاربرد به اقتصادی مسائل برای را QAP ، ١٩٨٠ و ١٩٧٢ های سال در ۴ حفلͬ

کرد. استفاده آن از ای دوره مسابقه ͷی در تیم ͷی بندی رده برای ورزش

جدید امͺان ͷی اختصاص برای را گیری تصمیم چارچوب ١٩٧۴ سال در ۶ وایت و ۵ فرانسیس

مشتری از ای مجموعه که منظور این به مدارس) و ها مارکت سوپر پلیس، های دادند(پست توسعه

Koopmans andBeckmann٢

Steinberg٣

Heffley ۴

Francis ۵

White۶



۶ تعاریف و مقدمات .١ فصل

بͽیرند. خدمت به را معین های

کردند. متمرکز بندی جدول مسائل روی را QAP ، ١٩٧۶ سال در ٨ گراوس و ٧ گوفرین

صفحه طراحͬ برای را QAP توان مͬ که دادند نشان ١٩٧۶ سال در ٩ همͺارانش و ͷچ پلاتس

که قسمͬ به است کلید صفحه روی کلیدها چیدن مسئله، داد. قرار استفاده مورد تحریر ماشین کلید

برسد. حداقل به ها چشم ͬͽخست و شود مینیمم متن نوشتن برای نیاز مورد زمان میانͽین

سال در ١٢ هابرت بردند. کار به شناسͬ باستان در را آن ١٩٧٨ سال در ١١ پرازان و ١٠ کراراپ

تحلیل برای ١٩٩۴ سال در ١٣ همͺارانش و فرسبرج نمود. استفاده آن از آماری های تحلیل در ١٩٨٧

به را QAP عددی های تحلیل در ٢٠٠٠ سال در ١۵ استال و ١۴ براسͺو و شیمیایͬ های واکنش

مطرح را دارد، QAP برای پرطرفداری کاربردهای که امͺانات، طرح مسئله ١۶ نوردلس گرفتند. کار

ساخت.

دانشͺده فضای در ها ساختمان تخصیص برای را QAP ، ١٩٧٢ سال در هاپͺینز١٨ و ١٧ ͬͺدی

ساختمان هر که این به توجه با شود، مͬ بنا جدید های ساختمان باز، فضای ͷی در بردند. کار به

مینیمم مسئله هدف ،(... و دانشͺده فروشͽاه سخنرانͬ، تالار اداری، دارد(ساختمان خاصͬ کارکرد

باشد. مͬ ها ساختمان این بین کارمندان و دانشجویان برای کل روی پیاده مسافت سازی

زندگͬ که محیطͬ چنین در است. دشواری بسیار کار بیمارستان ͷی طراحͬ برای شدن متعهد

منفعت موجود طرح تا کند عمل محتاطانه طراحͬ تیم که است مهم دارد، جریان سختͬ شرایط در

Geoffrion٧

Graves٨

Pollatschek et al.٩

Krarup١٠

Pruzan١١

Hubert١٢

Forsberg et al.١٣

Brusco١۴

Stahl١۵

Nevertheless ١۶

Dickey١٧

Hopkinz ١٨



٧ تعاریف و مقدمات .١ فصل

ͷکلینی و خاص ادارات بهینه تخصیص باشد، داشته پرستاران برای هم و بیماران برای هم بیشتری

مسافت نمودن مینیمم هدفش که شد مطرح ١٩٩٧ سال در ١٩ الشفیع توسط بیمارستان داخل در ها

ست. ها ͷکلینی بین بیماران توسط شده پیموده

جست. بهره QAP از ها جنͽلͬ پارک به مربوط مسائل در ١٩٩٣ سال در ٢٠ باس

ایل و ٢۴ دامن و ٢٠٠۵ درسال ٢٣ همͺارانش و میراندا و ٢٠٠٣ درسال ٢٢ سیچمن و ٢١ ͷراب

دادند. قرار مطالعه مورد QAP از استفاده با را ͬͺترونیͺال اجزای نصب ٢٠٠۶ سال در ٢۵ هان

کرد. رجوع [٣۴], [٣٣], [٣٢], [٣٠], [٢٣], [١٠] منابع به توان مͬ مسئله بهتر و بیشتر فهم برای

تعاریف ٣.١

محدب: مجموعه

: اگر گویند محدب را S ⊆ Rn تهͬ غیر مجموعه

∀x, y ∈ S , ∀λ ∈ [٠,١] ⇒ λx+ (١− λ)y ∈ S

محدب: تابع

f تابع صورت این در f : S −→ R و باشد تهͬ غیر و محدب ای مجموعه S ⊆ Rn کنیم فرض

اگر: گویند محدب ،S مجموعه روی را

∀x, y ∈ S , ∀λ ∈ (٠,١) ⇒ f(λx+ (١− λy)) ≤ λf(x) + (١− λ)f(y)

باشد. اکید فوق نامساوی اگر نامند، مͬ محدب اکیدا را f تابع

مقعر: تابع

روی محدب تابعͬ ،−f اگر گویند مقعر S غیرتهͬ و محدب مجموعه روی را f حقیقͬ تابع

Elshafei١٩

Bos ٢٠

Rabak ٢١

Sichman ٢٢

Miranda et al. ٢٣

Duman ٢۴

Ilhan ٢۵



٨ تعاریف و مقدمات .١ فصل

باشد. S مجموعه

محلͬ): (مینیمم نسبͬ مینیمم

به باشد داشته وجود ε > ٠ ͷی اگر گویند E روی f تابع نسبͬ مینیمم نقطه را x∗ ∈ E نقطه

داشته ( |x − x∗| < ε و x ∈ E (یعنͬ x∗ از ε حداکثر فاصله در x ∈ E هر ازای به که طوری

باشیم داشته x∗ از ε حداکثر فاصله در x ̸= x∗ و x ∈ E هر ازای به اگر .f(x) ≥ f(x∗) باشیم

گویند. E روی f اکید نسبͬ مینیمم نقطه را x∗ گاه آن ،f(x) > f(x∗)

: سراسری مینیمم

باشیم داشته x ∈ E هر ازای به اگر گویند E روی f تابع سراسری مینیمم نقطه را x∗ ∈ E نقطه

نقطه را x∗ گاه آن ،f(x) > f(x∗) باشیم داشته ،x ̸= x∗و x ∈ E هر ازای به اگر .f(x) ≥ f(x∗)

گویند. E روی f اکید سراسری مینیمم

مثبت: معین ماتریس

هرگاه: گوییم مثبت معین را Q مربعͬ ماتریس

∀x ̸= ٠⇒ xTQx > ٠

مثبت: معین نیمه ماتریس

هرگاه: گوییم مثبت معین نیمه را Q مربعͬ ماتریس

∀x ̸= ٠⇒ xTQx ⩾ ٠

منفͬ: معین ماتریس

هرگاه: گوییم منفͬ معین را Q مربعͬ ماتریس

∀x ̸= ٠⇒ xTQx < ٠

منفͬ: معین نیمه ماتریس

هرگاه: گوییم منفͬ معین نیمه را Q مربعͬ ماتریس

∀x ̸= ٠⇒ xTQx ⩽ ٠

ماتریس: ͷی اثر

دهیم. مͬ نشان tr(Q) با و نامیده Q اثر را Qماتریس قطری عناصر مجموع



٩ تعاریف و مقدمات .١ فصل

نهایت: بͬ نرم

و است مطلق قدر لحاظ از ماتریس آن اعضای سطری مجموع بیشترین ،Aماتریس نهایت بͬ نرم

شود. مͬ داده نمایش ∥A∥∞نماد با

جایͽشت:

نامیم. مͬ شͬ n این از جایͽشت ͷی را شͬ n از خطͬ آرایش هر

دوم: درجه ریزی برنامه مسئله

شود: مͬ تعریف زیر صورت به کلͬ حالت در دوم درجه ریزی برنامه مسئله ͷی

Min f(x) = xtQx+ cx

S.t

Ax ⩾ b

x ⩾ ٠

،m× nماتریس ͷی A ،n× n مربعͬ ماتریس ͷی Q آن در که

است. Rm در برداری b و Rn در هایͬ بردار x و c

محدب: دوم درجه ریزی برنامه مسئله

مسئله ͷی را آن باشد، مثبت معین نیمه دوم، درجه ریزی برنامه مسئله در Q هسیان ماتریس اگر

نامیم. مͬ محدب دوم درجه ریزی برنامه

محدب: اکیداً دوم درجه ریزی برنامه مسئله

برنامه مسئله ͷی را آن باشد، مثبت معین دوم، درجه ریزی برنامه مسئله در Q هسیان ماتریس اگر

نامیم. مͬ محدب اکیداً دوم درجه ریزی

محدب: غیر دوم درجه ریزی برنامه مسئله

ریزی برنامه مسئله ͷی را آن باشد، نامعین دوم، درجه ریزی برنامه مسئله در Q هسیان ماتریس اگر

نامیم. مͬ محدب غیر دوم درجه

خطͬ: دو عبارت

باشد. خطͬ گانه جدا طور به متغیرش دو از ͷی هر به نسبت که است عبارتͬ



١٠ تعاریف و مقدمات .١ فصل

حسب بر را مسئله اجرای زمان مدت مسئله، های داده تعداد حسب بر که تابعͬ زمانͬ: پیچیدگͬ تابع

دهد. مͬ ما به آن بعد

الͽوریتمͬ توان مͬ ها آن جواب به رسیدن برای که ریاضیات و ترکیبیات در مسائلͬ :٢۶P دسته مسائل

Pمͬ دسته مسائل را مسائل اين باشد، ای جمله چند ͷی ،n حسب بر آن لازم مراحل تعداد که نوشت

نامیم.

پیدا باشد n حسب بر آن لازم مراحل تعداد که الͽوریتمͬ آنها برای که مسائلͬ :٢٧NP دسته مسائل

آیا اینͺه بررسͬ برای نیاز مورد مراحل تعداد باشیم، داشته را مسئله جواب ͷی اگر ولͬ است، نشده

NP دسته مسائل را است، n حسب بر ای جمله چند ͷی کند مͬ صدق مسئله شرایط در جواب این

نامیم. مͬ

در ها آن از ͬͺی که شود داده نشان اگر که هستند NP دسته در مسائلͬ �کامل٢٨:NP دسته مسائل

است. P واقع در NP مسائل تمام که کرد ثابت توان مͬ است، P دسته

جمله چند الͽوریتم ͷی با ولͬ نیستند، NP دسته در لزوماً که مسائلͬ �دشوار٢٩:NP دسته مسائل

هستند. NP-کامل دسته مسائل به تبدیل قابل ای،

علوم متخصصان اکثر است. شده آورده بالا قسمت مسائل مجموعه برای ون نمودار ١.١ شͺل در

ͷی برای حتͬ نتوانسته کسͬ تلاش، ها دهه از پس زیرا نیست NP با برابر P که دارند عقیده رایانه

بیابد. ای جمله چند الͽوریتمͬ NP مسئله

Polynomial T ime٢۶

Non− deterministic Polynomial٢٧

Non− deterministic Polynomial Complete٢٨

Non− deterministic PolynomialHard٢٩



١١ تعاریف و مقدمات .١ فصل

ون نمودار :١.١ شͺل



٢ فصل

دو درجه تخصیص مسئله معرفͬ

اول درجه تخصیص مسئله ١.٢

توضیح ابتدا در است لازم کنیم معرفͬ تفصیل به را (QAP ) دوم درجه تخصیص مسئله که این از قبل

نماییم. ارائه اول١ درجه تخصیص مسئله مورد در مختصری

:(LAP ) اول درجه تخصیص مسئله

هزینه نمودن مینیمم هدف بود. خواهد cij شده متحمل هزینه یابد، اختصاص j شغل به i فرد اگر

شغل به i فرد یعنͬ xij = ١ پایه، شدنͬ جواب هر در است. شغل ͷی تنها و ͷی به فرد هر واگذاری

شود. نمͬ داده اختصاص j شغل به i فرد که دارد این بر دلالت ،xij = ٠ و شود مͬ داده نسبت j

شود: مͬ داده زیر صورت به اول درجه تخصیص مسئله برای ریاضͬ مدل ͷی

Min
∑n

i=١
∑n

j=١ cijxij

S.t∑n
j=١ xij = ١, i = ١,٢, ..., n∑n
i=١ xij = ١, j = ١,٢, ..., n

xij ∈ {٠,١}, i, j = ١,٢, ..., n

Linear AssignmentProblem(LAP )١

١٢



١٣ دو درجه تخصیص مسئله معرفͬ .٢ فصل

(QAP دوم( درجه تخصیص مسئله ٢.٢

مͺان مسائل بیشتر در است. شده متمرکز اول تخصیصدرجه مسئله کلͬ ترکیب روی بیشتر مسئله این

فاصله به تنها یابد مͬ اختصاص مشخص موقعیت ͷی در امͺان ͷی جایͽیری به که ای هزینه یابͬ

دارد. ͬͽبست نیز دیͽر های امͺان متقابل تاثیرات به بلͺه ندارد ͬͽبست دیͽر تقاضاهای و ها امͺان از

مدل ͷی موقعیت n به امͺان n واگذاری برای که بودند کسانͬ اولین ١٩۵٧ درسال بͺمن و کوپمنز

صورت به شناسیم مͬ دوم درجه تخصیص مسئله عنوان تحت اکنون که مدلͬ نمودند. ارائه ریاضͬ

است: زیر

شده داده k = ١,٢, ..., n برای aik, bik, cik حقیقͬ اعداد و N = {١,٢, ..., n} مجموعه ͷی

که: کنیم مͬ پیدا را N ازمجموعه φ جایͽشت ͷی است،

Min Z =
∑n

i=١
∑n

k=١ aikbφ(i),φ(k) +
∑n

i=١ ci,φ(i)

که: طوری به است شده داده i, j, k, l ∈ N که dijkl حقیقͬ اعداد

dijkl = aikbjl , i, j, k, l = ١,٢, ..., n; i ̸= k or j ̸= l

dijij = aiibjj + cij , i, j = ١,٢, ..., n

که کنیم مͬ پیدا φ : N → N جایͽشت ͷی حال

Z =
∑n

i=١
∑n

k=١ di,φ(i),k,φ(k)

کند. مینیمم را

دهیم. مͬ توسعه QAP تر کلͬ حالت برای را مسئله بعد، های بخش در

کاربردها ٣.٢

مͬ ارائه دانشͺده باز فضای در ها ساختمان تخصیص برای مدلͬ اولیه، گویای مثال ͷی عنوان به

دهیم.

گیرند قرار هایͬ مͺان در باید ها ساختمان این شود مͬ بنا جدید های ساختمان باز، فضای ͷی در



١۴ دو درجه تخصیص مسئله معرفͬ .٢ فصل

و موجود مͺان n ما کنید فرض شود. مینیمم کارمندان و دانشجویان برای کل روی پیاده مسافت که

ها آن از ͬͺی مثال برای دارد، خاصͬ کارکرد ساختمان هر باشیم، داشته اختصاص برای ساختمان n

دهد، تشͺیل را اداری ساختمان دیͽری و گیرد قرار استفاده مورد سخنرانͬ تالار عنوان به است ممͺن

باشد. روزی شبانه خوابͽاه دیͽری و دانشͺده فروشͽاه ͬͺی

باشند افرادی تعداد bjl کنید فرض و باشد k و i مͺان دو بین روی پیاده مسافت aik کنید فرض

جایͽاه به ها تخصیصساختمان مسئله، کنند. مͬ آمد و رفت l و j های ساختمان بین هفته هر در که

به تواند مͬ ریاضͬ صورت به تخصیص هر شود. مینیمم روی پیاده مسافت که ای گونه به است ها

شود. معرفͬ N = {١,٢, ..., n} های اندیس مجموعه با φ جایͽشت ͷی عنوان

های ساختمان بین که دهد مͬ نشان را افرادی ͬͽهفت روی پیاده مسافت aikbφ(i),φ(k) حاصلضرب

داریم: باشد کل روی پیاده مسافت نمودن مینیمم مسئله، اگر آمدند. و رفت در l = φ(k)و j = φ(i)

Min Z =
∑n

i=١
∑n

k=١ aikbφ(i),φ(k)

نماییم: مͬ ارائه را ͬͺکوچ عددی مثال مسئله، بهتر درک برای

فاصله دهیم. اختصاص a, b, c, d مͺان ۴ به را A,B,C,D ساختمان ۴ خواهیم مͬ :١.٢ مثال

است.): متر حسب بر ها (فاصله است شده داده نشان زیر مسافت ماتریس با مͺان ۴ بین های

A = {aik} =



a b c d

a ٠ ٣۴٠ ٣٢٠ ۴٠٠

b ٣۴٠ ٠ ٣۶٠ ٢٠٠

c ٣٢٠ ٣۶٠ ٠ ١٨٠

d ۴٠٠ ٢٠٠ ١٨٠ ٠


ساختمان و دانشͺده فروشͽاه C ساختمان گروه، ادارات B ساختمان کنفرانس، سالن A ساختمان

است. روزی شبانه های خوابͽاه D

تعداد برای معیاری bjl که شود مͬ داده نشان bjl اتصال ماتریس با ها ساختمان این بین رابطه

است. l ساختمان به j ساختمان از ها آن آمد و رفت تͺرار و اشخاص


