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چͺیده

بعدی سه و بعدی دو بعدی، ͷی موج معادلات در هذلولوی مسائل برخͬ حل به نامه پایان� این

مبنͬ روش این مͬ�آید.� دست به تغییراتͬ تکرار روش از استفاده با عددی جواب�های مͬ�پردازد.

از استفاده است. تابع ͷی در پارامتر بهینه مقادیر شناسایی برای لاگرانژ ضرایب از استفاده بر

است. همͽرا مسأله دقیق جواب� به که مͬ�دهد نتیجه را سریع همͽرای دنباله ͷی روش، این

تکرار روش بنابراین ندارد. مسأله گسسته�سازی به نیازی تغییراتͬ تکرار روش این، بر علاوه

مثال�های است. مناسب مسأله گسسته�سازی بدون تقریبی جواب�های کردن پیدا برای تغییراتͬ،

مͬ�دهد. شرح را روش پایداری و توانایی شده، ارائه عددی

لاگرانژ، ضرایب تغییراتͬ، تکرار روش موج، معادله معکوس، مسأله کلیدی: واژه�های

شده محدود� متغیر

چ
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مقدمه

و خطͬ مسائل حل برای عددی-تحلیلͬ روش�های انواع از ͬͺی ،١ تغییراتͬ تکرار روش

غیرخطͬ مسائل از بسیاری تقریبی جواب�های مͬ�توان روش این از استفاده با و است غیرخطͬ

برنامه�های از گسترده�ای طیف در غیرخطͬ پدیده�های مثال به�عنوان آورد. به�دست� را معروف

رخ شیمیایی ͷسینتی و سیالات ͷدینامی و جامد حالت ͷفیزی پلاسما، ͷفیزی مانند کاربردی

وسیعͬ طیف موج نظریه به نسبت توجهات افزایش به توجه با کرد نشان خاطر باید مͬ�دهد.

است[١٠]. شده برده به�کار مدل این تحلیل و تجزیه در عددی و تحلیلͬ روش�های از

مورد تغییراتͬ تکرار روش از استفاده با هذلولوی مسائل برخͬ حل نامه پایان این در

شده پیشنهاد ٢ خͬ توسط [١ − ١٠] منابع در تغییراتͬ تکرار روش است. گرفته قرار بررسͬ

بهینه مقادیر پارامترهای شناسایی برای ٣ لاگرانژ ضرایب از استفاده بر مبنͬ روش این است.

سریع همͽرایی روش این از استفاده مسأله، برای جواب وجود صورت در است. تابع ͷی در

نیست. مسأله گسسته�سازی به نیازی بعلاوه دارد. پی در� را دقیق جواب به متوالͬ تقریب�های

مسأله گسسته�سازی بدون تقریبی جواب�های کردن پیدا برای تغییراتͬ تکرار روش بنابراین

پریشندگͬ روش مانند دیͽر غیرخطͬ تحلیلͬ روش�های با روش این تفاوت است. مناسب

حل در گسترده�ای کاربرد�های مͬ�تواند و ندارد بستگͬ ͷکوچ پارامترهای به که است این ۴

آدومیان تجزیه روش با مقایسه باشد. داشته مسأله گسسته�سازی بدون غیرخطͬ و خطͬ مسائل

این از استفاده با دقیق، جواب به آمده به�دست تقریبی جواب�های همͽرایی که مͬ�دهد ۵نشان

method iteration Variational١
He٢

Lagrange multiplier٣
method Perturbation۴

Adomian decomposition method۵

ذ



ر مطالب فهرست

برای قوی ابزار ͷی خͬ تغییراتͬ تکرار روش مͬ�باشد. آدومیان تجزیه روش از سریع�تر روش

سیستم�های برای موفقیت با روش این نمونه عنوان به است. مسائل از مختلفͬ انواع حل

مشتقات با دیفرانسیل معادلات از برخͬ برای همچنین و [١٣] مستقل معمولͬ دیفرانسیل

است. شده استفاده [١۴] متغیر ضرایب با غیرخطͬ جزئͬ

در عمق کم آب معادله و ۶ Kdv-شرودینگر معادله تعمیم در حاضر روش کاربرد�های

از نیز ٨ برگر معادلات تعمیم و ٧ برگر معادلات حل برای است. شده ارائه [١٩] و [١۵] مراجع

قرار بررسͬ مورد هلمهولتز٩ معادلات در آن کاربرد همچنین ،[١۶] مͬ�شود استفاده روش این

١٠ کاپوتو دیفرانسیل مشتق با غیرخطͬ کسری دیفرانسیل معادلات به تازگͬ به و [١٧] گرفته

مͬ�شود استفاده تأخیری دیفرانسیل معادلات حل برای روش این .[١٨] است شده داده بسط

حل و [٢١] هذلولوی دیفرانسیل معادلات حل به مͬ�توان روش این دیͽر کاربرد�های از .[٢٠]

کرد. اشاره [٢٢] معمولͬ دیفرانسیل معادلات غیرخطͬ و خطͬ سیستم�های

است: یافته اختصاص فصل چهار به نامه پایان این

روش کاربردهای به دوم فصل در مͬ�باشد. قضایا تعاریفو پیش�نیاز�ها، شامل اول فصل

همͽرایی افزایش تغییراتͬ، تکرار روش تحلیل به سوم فصل است. شده اشاره تغییراتͬ تکرار

حل به نیز چهارم فصل است. یافته اختصاص شده اصلاح تغییراتͬ تکرار روش و روش این

است. شده پرداخته روش این از استفاده با هذلولوی مسائل برخͬ

مͬ�باشد. [٢٣ − ٢٧] مقالات از برگرفته نامه پایان این

مهری آزاده

٩٣ بهمن

Schrodinger-Kdv۶
Burger٧

Burger Coupled٨
Helmholtz٩

Caputo١٠



١ فصل

قضایا و تعاریف نیازها، پیش�

نیازمندیم. آن به آتͬ فصول در که مͬ�پردازیم مفاهیمͬ و تعاریف ارائه به فصل این در

جزئͬ مشتقات با معادلات سپس و [١١] حقیقͬ آنالیز از اساسͬ مفاهیم به ابتدا منظور بدین

تغییراتͬ تکرار روش و [۴٨ − ۴٩] تغییرات حساب مطالعه به نهایت در مͬ�کنیم، اشاره [١٢]

است. شده پرداخته [٢٣ − ٢٧]

برداری فضای ١.١

عمل دو با X مانند غیرتهͬ مجموعه�ای F میدان روی خطͬ) فضای (یا برداری فضای ͷی

F میدان از β و α اعضای و بردار را X از y و x اعضای است. اسͺالر) (ضرب ضرب و جمع

z و y ،x هر ازای به یعنͬ مͬ�دهد آبلͬ گروه ͷی تشͺیل (X,+) که طوری به مͬ�نامیم اسͺالر را

باشیم: داشته X از

،x+ y ∈ X یعنͬ است بسته جمع عمل به نسبت (١

،x+ y = y + x یعنͬ است جایی به� جا� خاصیت دارای جمع عمل (٢

،(x+ y) + z = x+ (y + z) یعنͬ است پذیر شرکت� جمع عمل (٣

،x+٠ = x داریم X در x هر ازای به که طوری� به است موجود X در صفر یͺتای بردار (۴

،x+(−x) = ٠ که طوری� به است موجود X در −x یͺتای بردار X در x بردار هر ازای به (۵

١



٢ قضایا و تعاریف نیازها، پیش� .١ فصل

باشیم: داشته x, y ∈ X بردار هر و α, β ∈ F اسͺالر هر ازای به همچنین

،αx ∈ X (۶

،(αβ)x = α(βx) (٧

،(α+ β)x = αx+ βx (٨

،α(x+ y) = αx+ αy (٩

.١x = x (١٠

داریم: برداری فضای ͷی در

٠α = ٠ , ٠x = ٠.

همچنین و

(−١)x = −x.

مختلط برداری فضای را X ،F = C اگر و حقیقͬ برداری فضای را X آنگاه ،F = R اگر

مͬ�گوییم.

دار نرم� فضا�های ٢.١

عدد x ∈ X هر ازای به که صورتͬ� در گوییم (نرمیده) دار نرم� فضای ͷی را X برداری فضای

که: طوری� به� باشد داشته وجود مͬ�شود، نامیده x نرم که ∥x∥ نا�منفͬ و حقیقͬ

،∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ باشیم داشته X در y و x هر ازای به الف)

،∥αx∥ = |α|∥x∥ باشیم داشته F در α اسͺالر هر و X در x هر ازای به ب)

.∥x∥ > ٠ آنگاه x ̸= ٠ اگر ج)

مͬ�آید، دست به نرم مثلثͬ نا�مساوی از استفاده با که ذیل نامساوی دار، نرم� فضای هر در

است: برقرار همواره فضا، از y و x هر ازای به

| ∥x∥ − ∥y∥ | ≤ ∥x± y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥.
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نرم وسیله به شده القا متری فضای ͷی را (X, d) آنگاه d(x, y) = ∥x − y∥ دهیم قرار اگر

گوییم.

باناخ فضای ٣.١

متعارف متر با (X, d) متری فضای که صورتͬ� در گوییم باناخ فضای ͷی را X دار نرم� فضای

باشد. کامل متری فضای ͷی مͬ�شود)، القا نرم وسیله به که (متری

دنباله باشد. همͽرا X در کوشͬ دنباله هر که صورتͬ� در است کامل (X, d) متری فضای

.∥xn−x∥ −→ ٠ که معنͬ بدین (xn −→ x)است همͽرا x ∈ X به X نرمیده فضای در {xn} کوشͬ

خطͬ اول مرتبه جزئͬ دیفرانسیل معادلات ۴.١

مͬ�باشد: ذیل صورت به اول مرتبه خطͬ جزئͬ دیفرانسیل معادلات کلͬ فرم

P (x, y, z)
∂z

∂x
+Q(x, y, z)

∂z

∂y
= R(x, y, z), (١.١)

z و y ،x حسب بر توابعͬ R و P ، Q و مستقل متغیر�های y و x و وابسته متغیر z آن در که

به� گرفت، نظر در x به نسبت فقط را z تغییرات یͺبار مͬ�توان فوق معادله حل برای مͬ�باشد.

فقط را z تغییرات دیͽر بار و ،( ∂z∂y = ٠) مͬ�باشد صفر y به نسبت تغییرات میزان دیͽر عبارتͬ

.( ∂z∂x = ٠) مͬ�باشد صفر x به نسبت تغییرات میزان دیͽر عبارتͬ به گرفت، نظر در y به نسبت

داشت: خواهیم (١.١) به توجه با

∂z

∂y
= ٠ =⇒ P (x, y, z)

∂z

∂x
= R(x, y, z) =⇒ ∂z

R(x, y, z)
=

∂x

P (x, y, z)
,

∂z

∂x
= ٠ =⇒ Q(x, y, z)

∂z

∂y
= R(x, y, z) =⇒ ∂z

R(x, y, z)
=

∂y

Q(x, y, z)
,

داریم: بنابراین

∂x

P (x, y, z)
=

∂y

Q(x, y, z)
=

∂z

R(x, y, z)
. (٢.١)
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دستگاه عمومͬ و مستقل جواب دو u٢(x, y, z) = c٢ و u١(x, y, z) = c١ رویه اگر حال

باید تقاطع این آوردن دست به� برای مͬ�دهد. دست به� را z حل آن�ها تقاطع آنگاه باشند، (٢.١)

داد. تشͺیل را c١ = f(c٢) رابطه

خطͬ دوم مرتبه جزئͬ دیفرانسیل معادلات متعارف انواع ۵.١

دوم: مرتبه معادله باشد. y و x مستقل متغیر دو از تابعͬ u کنیم فرض

auxx + buxy + cuyy + dux + euy + fu+ g = ٠, (٣.١)

بر معادله ضرایب f, e, d, c, b, a معلوم توابع و معادله نا�همͽن قسمت g معلوم تابع آن در که

مͬ�کنیم: قرارداد مͬ�گیریم. نظر در را باشند y و x حسب
∂٢u
∂x٢ = ∂

∂x (
∂u
∂x ) یا uxx = ux٢

و ux, u, y, x متغیر�های به c و b, a ضرایب اگر مͬ�شود. نامیده خطͬ معادله ͷی بالا معادله آنگاه

دیͽر عبارت به� باشند نداشته بستگͬ u دوم مرتبه جزئͬ مشتق�های به و باشد داشته بستگͬ uy

صورت به�

aux٢ + buxy + cuy٢ = F (x, y, u, ux, uy),

عناوین با استاندارد شͺل سه به معادلات از دسته این مͬ�نامیم. خطͬ شبه را معادله باشند،

مͬ�شوند. بندی تقسیم� بیضوی و هذلولوی سهموی،

هر�گاه که مͬ�باشد صورت این به (x, y) ∈ D ⊂ R٢ هر ازای به معادلات نوع این بندی طبقه�

از (٣.١) معادله ،b٢ − ۴ac > ٠ هرگاه گوییم، سهموی را (٣.١) معادله آنگاه ،b٢ − ۴ac = ٠

زیر در .b٢ −۴ac < ٠ هرگاه گوییم بیضوی را (٣.١) معادله همچنین و مͬ�باشد هذلولوی نوع

مͬ�کنیم: بیان را آن�ها نوع و معروف معادلات از نوع چند

است. مثبت ثابت ͷی c٢ آن در که است سهموی معادله ͷی ut = c٢ux٢ حرارت؛ معادله الف)

ثابت ͷی c٢ آن در که است هذلولوی معادله ͷی ut٢ = c٢ux٢ ارتعاش؛ یا موج معادله ب)

است. مثبت
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است. بیضوی معادله ͷی ∇٢u = △u = ux٢ + uy٢ = ٠ ١؛ لاپلاس معادله ج)

است. نا��همͽن بیضوی معادله ͷی ∇٢u = △u = F (x, y) ٢؛ پوآسون معادله د)

کرانه�ای و اولیه شرایط ۶.١

شرایط یͷسری به آوریم دست به� را جزئͬ دیفرانسیل معادله ͷی یͺتای جواب بخواهیم هرگاه

معلوم معنای به اولیه شرایط مͬ�نامیم. کرانه�ای یا اولیه شرایط را شرایط این که داریم نیاز مͺمل

مͬ�باشد. (t = ٠ نقطه (مثلا́ اولیه زمان در وابسته متغیر مقدار بودن

دامنه کرانه�های مشتقاتشدر یا و وابسته متغیر مقدار بودن معلوم معنͬ به کرانه�ای شرایط

به زیر در که مͬ�شوند بندی دسته� نوع چند به شرایط نوع این است. جزئͬ دیفرانسیل معادله

مͬ�کنیم: اشاره آن�ها از برخͬ

جزئͬ دیفرانسیل معادله دامنه کرانه�های در وابسته متغیر مقدار هرگاه .٣ دیریͺله شرایط الف)

مͬ�نامند. دیریͺله شرایط را شرط آن باشد، معلوم

وابسته متغیر مشتق مقادیر آن در که مͬ�باشد کرانه�ای شرایط از نوعͬ .۴ نیومن شرایط ب)

مͬ�نامند. نیومن شرایط را شرط نوع این باشد، معلوم قلمرو کرانه�های در

دیͽر قسمت در و دیریͺله کران از قسمتͬ در کرانه�ای شرایط هرگاه .۵ روبین شرایط ج)

مͬ�نامند. روبین شرایط را شرط نوع این باشد، نیومن

و نیومن شرط دو از خطͬ ترکیب شده اعمال کرانه�ای شرط اگر آمیخته. کرانه�ای شرایط د)

مͬ�نامند. آمیخته کرانه�ای را شرط آن باشد دیریͺله

(جزئͬ) معمولͬ دیفرانسیل معادله ͷی برای کرانه�ای شرط ͷی کوشͬ. کرانه�ای شرایط ه)

نقطه ͷی در آن مشتقات و تابع مقدار خاص، جواب مقدار ͷی برای هرگاه است کوشͬ

Laplace١
Poisson٢

Dirichlet٣
Newman۴

Rubin۵
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در باشد، زمان مستقل، متغیر اگر که است توجه قابل است. معلوم مشخص، کران از

است. معروف اولیه مقادیر با مسأله به کوشͬ مسأله صورت این

در داده اندازه�گیری صورت به اضافه فوق کرانه�ای شرایط اضافه. فوق کرانه�ای شرایط و)

تعریف مسأله، در دوم مجهول آوردن دست به� در ناحیه از نقطه ͷی یا ناحیه از بخشͬ

مͬ�شود.

کرانه�ای و اولیه مقادیر با مسائل ٧.١

صورت: به دیفرانسیلͬ معادله ͷی اولیه، مقدار مسأله ͷی اولیه. مقدار مسأله

y
′
(t) = f(t, y(t)) ; f : Ω ⊂ R× Rn −→ Rn,

شرط که (x٠, y٠) ∈ Ω شͺل به f دامنه در نقطه ͷی با همراه باز مجموعه ͷی Ω آن در که است

شرط در که مͬ�باشد y مثل تابعͬ اولیه، مقدار مسأله ͷی برای جواب ͷی مͬ�شود. نامیده اولیه

مͬ�کند. صدق y(t٠) = y٠

مͬ�شود: تعریف ذیل صورت به کرانه�ای مقدار مسأله ͷی کرانه�ای. مقدار مسأله

y
′′
(x) = f(x, y, y

′
(x)) ; x ∈ (a, b),

y(a) = y١,

y(b) = y٢,

است. معلوم y٢ و y١, b , a حقیقͬ اعداد و f تابع آن در که

معکوس و مستقیم مسائل ٨.١

آن، کاربرد مختلف حوزه�های به توجه با را معکوس مسائل تئوری ۶ گیرسیچ پروفسور

:[٣٠] مͬ�کند تعریف ذیل صورت به
Kirsch۶
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از بخشͬ یا تمام نیازمند آن�ها از ͬͺی فرمول�بندی اگر گویند یͺدیͽر معکوس را مسأله دو

معکوس را دیͽری و مستقیم دلخواه به را مسأله دو از ͬͺی بنابراین باشد. دیͽر مسأله اطلاعات

مͬ�نامیم.

سری ͷی در حاصل جواب و کرده حل را جزئͬ دیفرانسیل معادله ͷی هرگاه تعریف.

شده حل جزئͬ دیفرانسیل معادله ͷی گوییم کند، صدق شده تعیین قبل از ͬͺفیزی شرایط

را مسائلͬ چنین شود، تعیین باید که داریم u(x, y) مانند مجهول ͷی تنها حالت این در است.

بیش جزئͬ دیفرانسیل معادله ͷی در که صورتͬ� در گوییم. مستقیم جزئͬ دیفرانسیل معادلات

مͬ�نامیم. معکوس مسأله ͷی را مسأله باشیم، داشته مجهول ͷی از

بعدی ͷی موج معادله ٩.١

با مͬ�کند، مدل�سازی را سیم ͷی ارتعاش�های که جزئͬ دیفرانسیل معادله آوردن دست به� برای

سانتͬ�متر بر گرم حسب (بر خطͬ چͽالͬ که مͬ�کنیم شروع انعطاف قابل یͺنواخت سیم ͷی

x = l و x = ٠ ثابت نقاط بین پوند) یا (دین T تنش ͷی تحت و دارد فوت) بر اسلاگ یا

به خودش ساکن وضعیت حول xy صفحه در سیم که آن� محض به فرضکنیم مͬ�شود. کشیده

y(x, t) توسط مͬ�توانیم نتیجه در مͬ�کند، حرکت yها محور موازات به نقطه هر درآید، ارتعاش

t زمان در سیم شͺل ،t ثابت مقدار هر برای پس دهیم. نمایش را سیم x نقطه مͺان تغییر

تقریب که باشد کم چنان سیم انحراف که مͬ�کنیم فرض همچنین است. y = y(x, t) منحنͬ

کششͬ نیروهای بر علاوه مͬ�کنیم فرض بالاخره باشد. درست کاملا sin θ ≈ tan θ = yx(x, t)

خطͬ چͽالͬ با نیز عمودی خارجͬ نیروی ͷی مͬ�کنند، اثر سیم بر مماس صورت به� که داخلͬ

.[۵٠] کند اثر سیم بر فوت بر پوند یا متر سانتͬ� بر دین نظیر واحدی حسب بر F (x)

متناظر ρ∆x جرم به و سیم از ͷکوچ قطعه ͷی برای را F = ma نیوتن قانون مͬ�خواهیم

مͬ�باشد. آن وسط نقطه در ytt(x̄, t) عمودی شتاب a آن در که بریم کار به� [x, x+∆x] بازه با
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مرتعش فنر از کوتاه قطعه ͷی بر نیرو�ها :١.١ شͺل

دستمͬ�آوریم: به� ،(١.١) شͺل در شده داده نشان نیروهای مؤلفه�هایعمودی خواندن با

(ρ ∆x) ytt(x̄, t) ≈ T sin(θ +∆θ)− T sin θ + F (x̄)∆x

≈ Tyx(x+∆x, t)− Tyx(x, t) + F (x̄)∆x,

مͬ�گیریم: نتیجه ∆x بر رابطه این تقسیم از

ρ ytt(x̄, t) ≈ T
yx(x+∆x, t)− yx(x, t)

∆x
+ F (x̄).

جزئͬ دیفرانسیل معادله x̄ → x نتیجه در ،∆x → ٠ که هنگامͬ� بͽیریم حد اگر

ρ
∂٢y
∂t٢

= T
∂٢y
∂x٢ + F (x), (۴.١)

کشش و ρ ثابت خطͬ چͽالͬ با را انعطاف قابل سیم ͷی ارتعاش�های که مͬ�آوریم دست به� را

مͬ�کند. توصیف F (x) خطͬ چͽالͬ با عمودی خارجͬ نیروی ͷی اثر تحت T

دهیم: قرار (۴.١) در اگر

a٢ =
T

ρ
,
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بعدی ͷی موج معادله ،F (x) ≡ ٠ و

∂٢y
∂t٢

= a٢ ∂٢y
∂x٢ , (۵.١)

مͬ�کند. مدل�سازی را یͺنواخت انعطاف قابل فنر ͷی آزاد ارتعاش�های که مͬ�آوریم دست به� را

ذیل انتهایی نقطه شرایط با xها محور روی بر� x = l و x = ٠ نقاط در سیم ثابت انتهای

متناظرند:

y(٠, t) = y(l, t) = ٠, (۶.١)

هم اگر شد خواهد تعیین سیم حرکت که است این مطلب این از ما ͬͺفیزی برداشت

آن اولیه وضعیت تابع

y(x,٠) = f(x) ; ٠ < x < l, (٧.١)

کنیم. مشخص را اولیه سرعت تابع هم و

yt(x,٠) = g(x) ; ٠ < x < l. (٨.١)

کرانه�ای مقدار مسأله ،(۵.١)-(٨.١) معادلات ترکیب از

∂٢y
∂t٢

= a٢ ∂٢y
∂x٢ ; ٠ < x < l , t > ٠,

y(٠, t) = y(l, t) = ٠ ; t ≥ ٠,

y(x,٠) = f(x) ; ٠ ≤ x ≤ l,

yt(x,٠) = g(x) ; ٠ < x ≤ l,

ثابت، انتها�های با آزاد مرتعش فنر ͷی مͺان تغییر که مͬ�آوریم دست به� y(x, t) تابع برای را

مͬ�باشد. g(x) اولیه سرعت و f(x) اولیه وضعیت

تغییرات حساب ١٠.١

حساب داشت. خواهیم تغییرات حساب بر مروری ابتدا تغییراتͬ، تکرار روش معرفͬ برای

نوع این دارد، کار و سر کردن کمینه و بیشینه مسائل با که است آنالیز از شاخه�ای تغییرات


