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تقدیم

یاری زندگͬ طول تمام در مرا شͺیبایی و صبر با که عزیزم مادر و پدر به مͬ�کنم تقدیم را پایان�نامه این

فرمودند.



قدردانͬ و تشͺر

وا�نمͬ�گذارد. خودم حال به مرا زندگͬ�ام لحظات تنهاترین در که شاکرم را متعال خداوند ابتدا در

از نمایم. تشͺر نمودند یاری مرا پایان�نامه این انجام در که کسانͬ کلیه�ی از مͬ�دانم لازم این�جا در

به�خاطر مشاور استاد امیری، جعفریان دکتر و راهنما استاد جعفرزاده، دکتر آقایان جناب گرامͬ اساتید

دارم. را قدردانͬ و تشͺر کمال پایان�نامه، این� رسیدن ثمر به در همͺاریشان

نگذاشتند تنهایم و نمودند یاری پژوهش این راستای در مرا که عزیزم همسر و خانواده از همچنین

. مͬ�نمایم تشͺر صمیمانه



چͺیده

G (مختلط) تحویل�ناپذیر سرشت�های تمام مجموعه�ی Irr(G) متناهͬ، گروهͬ G کنیم فرض

G مانند گروه��هایی مطالعه�ی پایان�نامه این اصلͬ موضوع باشد. آنها درجات مجموعه cd(G) و

چنین باشند. متوالͬ مثبت صحیح اعداد از مجموعه�ای cd(G) \ {۱} یا cd(G) آنها برای که است

،cd(G) = {۱,۲, ..., k} اگر که مͬ�دهیم نشان به�خصوص دارند. نام CCD-گروه� گروه�هایی،

Hو ∼= SL(۲,۵) که Hدارد چون زیرگروهͬ G و k = ۶ یا است حل�پذیر G و k < ۴ یا آنگاه

.G = HZ(G)
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مطالب فهرست

harfi



مقدمه

یعنͬ ریاضیات؛ اصلͬ شاخه�های از شاخه� دو که است این نمایش� نظریه�ی جالب خصوصیات از ͬͺی

ͷی دادن نشان راه�های نظریه� این در مͬ�آمیزند. درهم نظریه� این در جبرخطͬ، و گروه�ها نظریه�ی

زیباست، فͬ�نفسه تنها نه نظریه این مͬ�گیرد. قرار مطالعه مورد ماتریس�ها از گروهͬ صورت به� گروه

اوقات بسیاری مثال، عنوان به است. متناهͬ گروه�های کامل شناخت اساسͬ ابزارهای از ͬͺی بلͺه

نمایشͬ یافتن با امر این باشیم؛ داشته دست در ملموس به�طور را گروهͬ که است مهم فوق��العاده

نظریه�ی دیͽران و فروبنیوس ١٨٩۶ سال از مͬ�شود. ممͺن ماتریس�ها از گروهͬ صورت به گروه از

نمایش�ها، نظریه�ی در محاسبه اساسͬ ابزارهای از ͬͺی دادند. بسط را ماتریس�ها با گروه�ها نمایش

برنساید چون ریاضیدانانͬ سپستوسط و شد فروبنیوسابداع توسط نظریه این نظریه�یسرشتاست.

یافت. توسعه براور و

است. شده ارائه زیادی مقالات و کتاب�ها متناهͬ، یͷگروه سرشت�های درجه زمینه�ی در به�طورکلͬ،

کرد. اشاره [۴,۵,۷,۱۱] مراجع به مͬ�توان جمله آن از

آنها” نرمال زیرگروه�های و سرشت درجه دو با ”گروه�هایی عنوان تحت پایان�نامه�ای ١٣٨١ سال در

دو با ”گروه�هایی عنوان با پایان�نامه�ای وصنعت علم دانشͽاه در همچنین و ارائه ارومیه دانشͽاه در

١٣٨۶ سال در است. شده دفاع ١٣٨٢ سال در آنها” نرمال زیرگروه�های و اکسترمم سرشت درجه

ماکزیمم غیرخطیشان سرشت درجه که گروه�هایی نرمال ”زیرگروه�های عنوان با دیͽری پایان�نامه�ی

هیچ تاکنون پژوهش این کاری حوزه�ی در اما است. گردیده ارائه مدرس تربیت دانشͽاه در است”

مͬ�دهد. نشان را پژوهش این اهمیت مسأله این که است نشده ارائه پایان�نامه�ای

ͷی از است عبارت F میدان روی G گروه از نمایش ͷی باشد. متناهͬ گروهͬ Gکنیم فرض



مطالب فهرست

درجه�ی را n که ،F میدان روی n× n وارون�پذیر ماتریس�های از گروهͬ Gبه از ρ چون همریختͬ

کنیم فرض نامیم. نمایش

ρ : G −→ GL(n,C)

ρ(g) چون nای × n ماتریس هر به باشد. مختلط اعداد میدان روی G متناهͬ گروه از نمایشͬ

نسبت مͬ�شود حاصل ماتریس این اصلͬ قطر عناصر تمام کردن جمع با که مختلطͬ عدد (g ∈ G)

تابع .χ(g) = tr(ρ(g)) دیͽر عبارت به مͬ�نامیم؛ χ(g) را آن و مͬ�دهیم

χ : G −→ C

χ(۱) = از است عبارت سرشت این درجه�ی مͬ�نامیم. ρ نمایش توسط تأمین�شده سرشت را

در مͬ�نامیم؛ خطͬ یͷسرشت را ͷی درجه�ی سرشت هر .ρنمایش درجه�ی همان یعنͬ .tr(ρ(۱))

با را G تحویل�ناپذیر سرشت�های همه�ی مجموعه مͬ�نامیم. غیرخطͬ سرشت را آن غیر�این�صورت

cd(G) = {χ(۱) | χ ∈ Irr(G)} با Gرا تحویل�ناپذیر سرشت�های درجه� مجموعه�ی و Irr(G)

اعداد غیرخطͬ، تحویل�ناپذیر سرشت�های درجه همه�ی آن در که متناهͬ�� گروه� ͷی مͬ�دهیم. نشان

چنین ساختار بررسͬ پایان�نامه این اصلͬ هدف مͬ�نامیم. CCD-گروه� باشند،� متوالͬ صحیح

است. گروه��هایی

اختصار: به بخش هر در که است بخش ۴ شامل اول فصل است. فصل ۴ شامل پایان�نامه این

مورد پایان�نامه این طول در که سرشت و نمایش نظریه�ی گروه، نظریه�ی مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف

ͷی تحویل�ناپذیر سرشت�های درجه درباره�ی کلͬ قضایایی دوم فصل در مͬ�شود. آورده است، نیاز

درجه کم تعداد با گروه�هایی به مربوط پایان�نامه این سوم فصل مͬ�شود. اثبات و بیان متناهͬ گروه

مͬ�شود محسوب چهار فصل بر پیش�نیازی که شده آورده دلیل این به فصل این مͬ�باشد؛ سرشت

قرار استفاده مورد بعد فصل قضیه�های و لم�ها اثبات برای شده، بیان فصل این در که قضایایی و

مͬ�گیرد.

CCD-گروه�ها درباره�ی کلͬ مقدمه�ای به اول بخش در که است بخش سه شامل آخر فصل اما

مͬ�شود. آورده CCD-گروه�ها از مثال�هایی بیشتر، آشنایی برای فصل، این بخشدوم در مͬ�پردازیم.



مطالب فهرست

سرشت�های درجه با گروه�هایی ویژگͬ با رابطه در قضایایی و لم�ها فصل، این آخر بخش در سرانجام

مͬ�شود. بیان متوالͬ غیرخطͬ تحویل�ناپذیر



١ فصل

پیش�نیازها و تعاریف

کنید. رجوع [١١] و [١٠] مراجع به مͬ�توانید اثبات بدون گزاره�های اثبات مشاهده�ی برای

گروه�ها از مقدماتͬ ١.١

مجموعه�ی از است عبارت G گروه مرکز .١.١.١ تعریف

Z(G) = {a ∈ G | ag = ga ;G از g هر {به�ازای

است. G از زیرگروه ͷی که

را CG(a) = {x ∈ G | xa = ax} زیرگروه باشد، G گروه از عضو ͷی a اگر .٢.١.١ تعریف

مͬ�نامیم. G در a مرکزساز

١



٢ پیش�نیازها و تعاریف

باشند Gعبارت نرمال زیرگروه�های تنها Gو ̸= {۱} هرگاه گوییم ساده Gرا گروه تعریف٣.١.١.

.G و {۱} از

باشد. p اول عدد از مثبتͬ توان عنصرش هر مرتبه�ی هرگاه گوییم p-گروه Gرا گروه تعریف١.١.۴.

ͷی α آن در که n = pαn′ و باشد، n مرتبه�ی از متناهͬ گروه ͷی G کنیم فرض .۵.١.١ تعریف

را pα مرتبه�ی از G زیرگروه هر این�صورت در .p - n′ که است اولͬ عدد p و نامنفͬ صحیح عدد

مͬ�نامیم. G سیلوی یpͷ-زیرگروه

عضو هر مرتبه�ی صورتͬ�که در �گوییم، مقدماتͬ آبلͬ را G متناهͬ آبلͬ p−گروه .۶.١.١ تعریف

باشد. p اول عدد G غیربدیهͬ

مانند زیرنرمال سری ͷی صورتͬ�که در گوییم حل�پذیر را G گروه .٧.١.١ تعریف

۱ = G۰ ▹G۱ ▹ ...▹Gr = G

کوتاه�ترین طول باشد. آبلͬ Gi/Gi−۱ گروه ،۱ ≤ i ≤ r که i هر به�ازای �که به�طوری باشد داشته

گوییم. G حل�پذیری طول را آبلͬ سری

نرمال سری ͷی یعنͬ باشد؛ مرکزی سری ͷی دارای اگر گوییم پوچ�توان را G گروه .٨.١.١ تعریف

۱ = G۰ ≤ G۱ ≤ ...Gr = G



٣ پیش�نیازها و تعاریف

،۱ ≤ i ≤ r هر به�ازای �که به�طوری

Gi/Gi−۱ ≤ Z (G/Gi−۱)

گوییم. G پوچ�توانͬ رده�ی را G مرکزی سری کوتاه�ترین طول

چون عضوی به�ازای اگر است G در y مزدوج x گوییم .x, y ∈ G کنیم فرض .٩.١.١ تعریف

باشیم داشته g ∈ G

y = g−۱xg

از: است عبارت مزدوج�اند G در x با که عناصری تمام مجموعه�ی

xG = {g−۱xg : g ∈ G}

نامیم. مͬ G در x تزویج رده�ی را مجموعه این

هستند. مجزا متمایز تزویج رده�های و است تزویج رده�های اجتماع گروه هر .١٠.١.١ گزاره

،x۱ آنگاه باشند، متمایز xG
l ، ... ،xG

۱ تزویج رده�های Gو = xG
۱ ∪ ...∪xG

l اگر تعریف١١.١.١.

مͬ�نامیم. تزویج رده�های نماینده�های را xl، ...

است. G تزویج رده�های از ͬͺی ۱G = {۱} مجموعه�ی ،G گروه هر برای (١ .١٢.١.١ مثال

،١ از عبارت�اند G عناصر .G = D۶ = ⟨a, b : a۳ = b۲ = ۱, b−۱ab = a−۱⟩ کنیم فرض (٢

لذا ،b−۱ab = a۲ و است g−۱ag = a یا a۲ ،g ∈ G هر به�ازای چون .a۲b ،ab ،b ،a۲ ،a

aG =
{
a, a۲

}



۴ پیش�نیازها و تعاریف

درنتیجه و a−ibai = a−۲ib ،i صحیح عدد هر به�ازای همچنین

bG =
{
b, ab, a۲b

}
از عبارت�اند G تزویج رده�های این�رو از

{۱} ,
{
a, a۲

}
,
{
b, ab, a۲b

}
هر بنابراین .xG = {x} لذا و g−۱xg = x ،x, g ∈ G هر به�ازای آنگاه باشد، آبلͬ G اگر �(٣

است. عنصر ͷی شامل فقط G تزویج رده�ی

از: است عبارت xG تزویج رده�ی اندازه�ی این�صورت در .x ∈ G کنیم فرض .١٣.١.١ قضیه

|xG| = |G : CG(x)| = |G|/|CG(x)|.

مͬ�کند. عاد را G گروه مرتبه�ی |xG| لذا

تحویل�ناپذیری و گروه نمایش ٢.١

باشد. C یا R میدان F و گروه ͷی G گیریم .١.٢.١ تعریف

از گروهͬ به G از ρ چون همریختͬ ͷی از است عبارت F میدان روی G گروه از نمایش ͷی

نامیم. نمایش درجه�ی را n که ،F میدان روی n× n وارون�پذیر ماتریس�های

از نمایش�هایی σ : G −→ GL(n, F ) و ρ : G −→ GL(m,F ) کنیم فرض .٢.٢.١ تعریف

T مانند ×nای n پذیر وارون ماتریس mو = n اگر است ارز هم σ با ρ گوییم باشند. F روی G



۵ پیش�نیازها و تعاریف

،g ∈ G هر به�ازای� که به�طوری� باشد داشته وجود

gσ = T−۱(gρ)T

زیر تعریف با ρ : G −→ GL(۱, F ) نمایش .٣.٢.١ تعریف

gρ = (۱)

شود. مͬ نامیده G بدیهͬ نمایش

اگر گوییم (باوفا) صادق نمایش را ρ : G −→ GL(n, F ) نمایش .۴.٢.١ تعریف

Kerρ = {۱};

آن، به�ازای که باشد gای عضو تنها G همانͬ عضو اگر یعنͬ

gρ = In.

FG-مدول V این�صورت در باشد. گروه G و F روی برداری فضای� V گیریم .۵.٢.١ تعریف

u, v ∈ V هر به�ازای و باشد تعریفشده vgحاصل�ضرب ،g ∈ G هر و v ∈ V هر به�ازای اگر است

کند: صدق زیر شرایط در g, h ∈ G و λ ∈ F و

vg ∈ V (١)

v(gh) = (vg)h (٢)

v۱ = v (٣)

(λv)g = λ(vg) (۴)

(u+ v)g = ug + vg (۵)



۶ پیش�نیازها و تعاریف

نماد ،g ∈ G هر به�ازای باشد. V پایه�ی β و FG-مدول V گیریم .۶.٢.١ تعریف

[g]β

است. β پایه�ی به نسبت V از v −→ vg درون�ریختͬ� ماتریس نشان�دهنده�ی

است. آمده زیر اساسͬ قضیه در F روی G نمایش�های و FG-مدول�ها بین -ارتباط

با آنگاه ،V = F n و باشد F روی G نمایش ρ : G −→ GL(n, F ) اگر (١) .٧.٢.١ قضیه

شود مͬ FG-مدول به تبدیل V زیر، صورت به vg حاصل�ضرب تعریف

vg = v(gρ) (v ∈ V ,g ∈ G)

که به�قسمͬ دارد β چون پایه�ای V به�علاوه

gρ = [g]β ∀g ∈ G

تابع این�صورت در .V پایه�ی β و است FG-مدول V که کنیم فرض (٢)

g −→ [g]β (g ∈ G)

است. F روی Gنمایش

V FG-زیرمدول را V از W زیرمجموعه�ی باشد. FG-مدول V کنیم فرض .٨.٢.١ تعریف

.wg ∈ W باشیم داشته g ∈ G هر و w ∈ W هر به�ازای و باشد Wزیرفضا هرگاه مͬ�نامیم



٧ پیش�نیازها و تعاریف

FG-زیرمدولͬ و باشد مخالفصفر هرگاه مͬ�نامیم تحویل�ناپذیر را V FG-مدول تعریف٩.٢.١.

باشد. نداشته V و {۰} به�جز

با FG برداری فضای باشد. C یا R میدان F و متناهͬ گروهͬ G کنیم فرض .١٠.٢.١ تعریف

مͬ�شود. نامیده منظم FG-مدول (v ∈ FG, g ∈ G) vg طبیعͬ ضرب

F روی G منظم نمایش شود مͬ حاصل FG از β طبیعͬ پایه�ی به�ازای که g −→ [g]β نمایش

مͬ�شود. نامیده

است. |G| مساوی منظم FG-مدول بعد که باشید داشته توجه .١ ملاحظه

است. صادق منظم FG-مدول .١١.٢.١ گزاره

لذا و ۱g = ۱ این�صورت در .vg = v ،v ∈ FG هر به�ازای و g ∈ G که کنید فرض برهان.

است برقرار حͺم پس ،g = ۱

سرشت ٣.١

عبارت مͬ�دهیم نشان trA با را آن که ،A اثر باشد، n×nماتریسA = (aij) اگر تعریف١.٣.١.

از: است

trA =
n∑

i=۱

aii;

است. A اصلͬ قطر عناصر مجموع A اثر یعنͬ



٨ پیش�نیازها و تعاریف

این�صورت در باشند. n× n ماتریس�های B = (bij) و A = (aij) کنیم فرض .٢.٣.١ گزاره

tr(A+B) = trA+ trB

tr(AB) = tr(BA)

آنگاه باشد، n× n وارون�پذیر ماتریس T اگر به�علاوه

tr(T−۱AT ) = tr(A)

عبارت V سرشت این�صورت در باشد. β پایه�ی با CG-مدولͬ V که کنیم فرض .٣.٣.١ تعریف

ضابطه�ی با χ : G −→ C تابع از است

χ(g) = tr[g]β (g ∈ G)

وارون�پذیری ماتریس به�ازای باشند، V پایه�های β′ و β اگر زیرا ندارد، بستگͬ β پایه�ی به V سرشت

،T چون

[g]β′ = T−۱[g]βT

،٢.٣.١ گزاره�ی بنابر لذا

tr[g]β′ = tr[g]β (g ∈ G)

سرشتCG-مدول را ρ : G −→ GL(n,C) نمایش سرشت شده، ذکر مطالب بنابر .٢ ملاحظه



٩ پیش�نیازها و تعاریف

یعنͬ مͬ�کنیم؛ تعریف نمایش آن با متناظر Cn

χ(g) = tr(gρ) (g ∈ G)

χ گوییم به�علاوه، باشد. یCGͷ-مدول سرشت χ اگر است Gسرشت χ گوییم .۴.٣.١ تعریف

χ گوییم همچنین باشد، تحویل�ناپذیر CG-مدولͬ سرشت χ هرگاه است G تحویل�ناپذیر سرشت

باشد. تحویل�پذیر سرشتCG-مدولͬ χ هرگاه است G تحویل�پذیر سرشت

مͬ�نامیم. χ درجه�ی را V بعد باشد، V � سرشتCG-مدول χ اگر .۵.٣.١ تعریف

مͬ�شمارد. را گروه مرتبه��ی تحویل�ناپذیر، سرشت هر درجه�ی .۶.٣.١ لم

مͬ�نامیم. خطͬ سرشت ͷی را ١ درجه�ی سرشت هر .٧.٣.١ تعریف

خطͬ�اند. باشد، متناهͬ و آبلͬ که گروهͬ تحویل�ناپذیر سرشت�های تمام .٨.٣.١ تعریف

است. |G/G′| با� برابر ،١ درجه�ی از C روی G تحویل�ناپذیر سرشت�های تعداد .٩.٣.١ قضیه

m برابر g مرتبه�ی و g ∈ G کنیم فرض است. V � CG-مدول سرشت χ گیریم .١٠.٣.١ گزاره

این�صورت در است.

χ(۱) = dimV (١)

است. واحد mام های ریشه از تعدادی مجموع χ(g) �(٢)

χ(g−۱) = χ(g) ��(٣)



١٠ پیش�نیازها و تعاریف

باشد. آن سرشت χ و Gنمایش ρ : G −→ GL(n,C) گیریم .١١.٣.١ قضیه

داریم g ∈ G به�ازای � (١)

|χ(g)| = χ(۱) اگروتنهااگر gρ = λIn λ ∈ C چون عددی به�ازای

Ker(ρ) = {g ∈ G : χ(g) = χ(۱)} (٢)

چنین مͬ�دهیم نشان Kerχ با که را χ هسته�ی آنگاه باشد، G سرشت χ اگر .١٢.٣.١ تعریف

مͬ�کنیم تعریف

Kerχ = {g ∈ G : χ(g) = χ(۱)}

آنگاه باشد، χسرشت با Gنمایش ρ اگر ،(٢)١١.٣.١ قضیه�ی بنابه .٣ ملاحظه

Ker(ρ) = Ker(χ);

.Ker(χ) ▹G لذا است. آن تأمین�کننده�ی نمایش هسته�ی همان سرشت، هسته�ی یعنͬ

.Ker(χ) = {۱} هرگاه مͬ�نامیم صادق(باوفا) را χسرشت .١٣.٣.١ تعریف

.G′ ≤ kerχ آنگاه باشد، G گروه خطͬ سرشت χ اگر .١۴.٣.١ گزاره

گروه به G از همریختͬ ͷی χ این�صورت در باشد. G گروه خطͬ سرشت χ کنیم فرض برهان.

داریم: g, h ∈ G هر به�ازای بنابراین است. صفر مخالف مختلط اعداد ضربی

χ(g−۱h−۱gh) = χ(g)−۱χ(h)−۱χ(g)χ(h) = ۱


