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قدردانی و تشکّر
نکوشم. او خلق خدمتبه جز یابم توفیق آنکه امید اوستبه از دارم چه هر که را سپاسخداي
که فرزانه�اي اساتید از که می�دانم لازم خود بر احدیت، درگاه از بی�قیاس سپاس از پس
قدردانی داشته�اند، سهم اثر این رسیدن ثمر به در و نموده�اند یاري تحقیق مراحل در اینجانبرا

نمایم. تشکر و
بنده پایان�نامه نگارشاین طول در که مشتاقیون محمد سید دکتر جنابآقاي راهنمایم استاد از
مشاور استاد از همچنین می�نمایم. قدردانی و تشکر صمیمانه نموده�اند یاري بزرگواري با را
نمودند، همراهی مرا پژوهش این در که مصدق مدرس صادق محمد سید دکتر آقاي جناب
داور به�عنوان تهرانی مظاهري حمید دکتر آقاي جناب محترم اساتید از دارم. را تشکر کمال
این تصحیح و مطالعه زحمت که خارجی داور به�عنوان سلیمی دکتر خانم سرکار و داخلی

می�نمایم. تشکر گرفتند، عهده بر را پایان�نامه
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چکیده

دگاوه معادله در T : X → Xیک رتبه با عملگر هر اگر دارد دگاوه Xخاصیت باناخ فضاي
داشته Xخاصیتدگاوه باناخ فضاي اگر که ثابتمی�شود کند. صدق ∥Id+T∥ = ١+∥T∥

و X حالت این در همچنین است صادق دگاوه معادله در نیز ضعیف فشرده عملگر هر باشد،
مطالعه به حالتکلی�تر در همچنین بود. خواهند ℓ١ از یکنسخه شامل دو هر ،X∗ آن دوگان
معادله در که T : X → Y عملگرهاي و X ⊂ Y که Y و X فضاهاي از دگاوه خاصیت
طبیعی نشاننده J : X → Y آن در که می�پردازیم، می�کنند صدق ∥J + T∥ = ١ + ∥T∥

یک با یکفضاي در خاصیتدگاوه با باناخ یکفضاي که می�شود نتیجه این به منجر استو
فضاهاي براي دگاوه خاصیت از طبیعی توسیع یک ادامه در نمی�شود. نشانده نامشروط پایه
بررسی مورد دگاوه، −p خاصیت بنام آن، با مرتبط کلاس�هاي و محدب −p تابعی باناخ
نشان دگاوه، خاصیت براي شده ارائه استدلال توسیع با یککاربرد، عنوان به و می�گیرد قرار
می�دهیم نشان پایان در ندارند. قرار فضاها از کلاس این در بازتابی فضاي هیچ که می�دهیم
حسبیکخاصیتهندسی بر می�توانند اتم، بدون اندازه با فضاهاي روي Lp(µ)فضاهاي که

شوند. داده نشان است، دگاوه خاصیت با مرتبط که تحدبی −p نوع از

تابعیp−محدب، باناخ فضاي خاصیتp−دگاوه، خاصیتدگاوه، واژه�هايکلیدي:
اتم بدون اندازه
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1 فصل

پیش�نیازها و مقدمات

گرفت خواهند قرار استفاده مورد بعد فصل�هاي در که قضایایی تعاریفو ذکر به فصل این در
می�روند. به�کار مترادفمجموعه رده، و خانواده گردایه، واژه�هاي متن سراسر در می�پردازیم.
سه با اندازه فضاهاي همچنین دهیم. می نشان SX با را آن یکه کره و BX با را X یکه گوي

است. شده داده نشان (Ω,Σ, µ) تایی

عملگرها نظریه و تابعی آنالیز بر مقدمه�اي 1.1
صورت به را T نرم باشد خطی یکتبدیل T : X → Y و باشند نرمدار فضاي دو Y Xو اگر

می�کنیم تعریف زیر

∥T∥ = sup{∥Tx∥ : ∥x∥ ≤ ١}

∥T∥ = inf{C > ٠ : ∥Tx∥ 6 C∥x∥, ∀x ∈ X}.

خطی عملگرهاي همه مجموعه گوییم. کراندار خطی عملگر یک را T ،∥T∥ < ∞ اگر
تبدیل که می�شود ثابت همچنین می�دهیم. نمایش B(X, Y ) نماد با را Y به X از کراندار
که می�شود ثابت .[18] باشد پیوسته اگر فقط و اگر است کراندار T : X → Y خطی
اگر این بر علاوه است، نرم�دار یکفضاي فوق رابطه در تعریفشده نرم همراه به B(X, Y )

است. باناخ یکفضاي نیز B(X,Y ) آنگاه باشد باناخ یکفضاي Y
1



اگر گوییم تصویر یکعملگر را X باناخ فضاي روي P : X → X عملگر .1.1.1 تعریف
است.) خودش با P عملگر ترکیب نمایش P ٢ آن در (که باشد. P ٢ = P

گوییم طولپا یکعملگر را Y Xو نرمدار فضاي دو بین T : X → Y عملگر تعریف2.1.1.
.∥Tx∥ = ∥x∥ باشیم داشته x ∈ X هر براي اگر

یک را T : X → Y عملگر هستند. نرمدار فضاي دو Y و X کنیم فرض .3.1.1 تعریف
معکوس که باشد (کراندار) پیوسته یکو یکبه خطی یکتبدیل T هرگاه گوییم یکریختی

باشد. پیوسته نیز T−١ : T (X) → X آن

.١ ≤ p < ∞ و است Ω اندازه فضاي روي مثبت اندازه یک µ کنیم فرض .4.1.1 تعریف
است T : Ω → F اندازه�پذیر توابع هم�ارزي) (کلاسهاي تمام از متشکل Lp(µ) باناخ فضاي

که
∥T∥p := (

∫
Ω

|T |pdµ)
١
p <∞.

همه تقریباً اندازه�پذیر توابع هم�ارزي) (کلاسهاي تمام از متشکل باناخ فضاي L∞(µ) همچنین
نرم با همراه T : Ω → F کراندار جا

∥T∥∞ := inf{C > ٠ : µ{x ∈ Ω : |T (x)| > C} = ٠},

دار نرم شبه فضاي یک حقیقت در ،١ ≤ p ≤ ∞ ،Lp(µ) که است ذکر به لازم باشد. می
کلاسهاي تمام گردایه بگیریم، یکی را برابر جا همه تقریباً توابع که داد قرار این با اما است.

می�دهد. باناخ یکفضاي تشکیل مذکور نرم با حاصل ارز هم

این در بگیریم، نظر در مثبت صحیح اعداد تمام مجموعه روي شمارشی اندازه را µ اگر
می�باشد {xn}مختلط هاي دنباله تمام از متشکل ،١ ≤ p < ∞ با Lp(µ) باناخ فضاي صورت

که طوري به
∥{xn}∥p := (

∞∑
n=١

|xn|p)
١
p <∞.

نمایش ℓ∞ با را L∞(µ) همچنین دهند. نمایشمی ℓp با را Lp(µ)فضاي حالت این در معمولاً
خواهد ∥{xn}∥∞ := supn∥xn∥ نرم با کراندار مختلط دنباله�هاي تمام از متشکل که می�دهند
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c٠ نماد با را باشد شده تشکیل صفر به همگرا هاي دنباله تمام از که ℓ∞ از فضایی زیر بود.
دهیم. نمایشمی

گوییم اتم یک را (Ω,Σ, µ) اندازه فضاي از E پذیر اندازه مجموعه زیر .5.1.1 تعریف
نباشد. موجود مثبت اندازه با E از پذیر اندازه محض مجموعه زیر هیچ و µ(E) > ٠ هرگاه

نباشد. اتم هیچ شامل Ω هرگاه گوییم اتم بدون را Ω اندازه فضاي

x∗ ∈ X∗ و x٠ ∈ X ،ε > ٠ هر به متناظر است. دار نرم Xفضاي فرضکنیم تعریف6.1.1.
می�کنیم تعریف

U(x∗, x٠, ε) = {x ∈ X : |x∗(x)− x∗(x٠)| < ε}.

یکتوپولوژي براي پایه یکزیر تشکیل {U(x∗, x٠, ε)|x∗ ∈ X∗, x٠ ∈ X, ε > ٠} گردایه
w−توپولوژي یا σ(X,X∗) نماد با و توپولوژيضعیفرويXنامیده را آن رويXمی�دهدکه
U(x∗٠, x, ε) = {x∗ ∈ X : |x∗(x) − x∗٠(x)| < ε} کنیم فرض همچنین دهیم. می نمایش
{U(x∗٠, x, ε) : x∗٠ ∈ X∗, x ∈ X, ε > ٠} مجموعه .ε > ٠ و x∗٠ ∈ X∗ ،x ∈ X آن در که
توپولوژيضعیفستاره را آن که دهد ∗Xمی برايیکتوپولوژيروي پایه یکزیر تشکیل

دهیم. نمایشمی توپولوژي −w∗ یا و σ(X∗, X) نماد با و می�نامیم X∗ روي

ستاره ضعیف فشرده BX∗ باشد، دار نرم فضاي یک X هرگاه آلاقلو) (باناخ .7.1.1 قضیه
است.

شود. مراجعه [18] مرجع به اثبات براي اثبات.

X در بسته یکه گوي BX و خطی عملگر یک T : X → Y کنیم فرض .8.1.1 تعریف
ضعیف فشرده T و باشد فشرده Y در T (BX) هرگاه گوییم فشرده عملگر یک را T باشد.
و فشرده عملگرهاي همۀ مجموعه باشد. ضعیف فشرده Y در T (BX) هرگاه می�شود نامیده

می�دهیم. Wنمایش (X, Y ) و K(X, Y ) با ترتیب به را Y به X از ضعیف فشرده

T از T (X) برد هرگاه گوییم متناهی رتبه با را T : X → Y خطی عملگر .9.1.1 تعریف
با را Y به X از متناهی رتبه با کراندار خطی عملگرهاي همۀ مجموعه باشد. متناهی بعد با
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می�دهیم. نشان F (X) با را آن X = Y اگر و می�دهیم نمایش F (X, Y )

و x∗ ∈ X∗ دارد وجود آنگاه باشد، یک رتبه با عملگري T : X → Y اگر .10.1.1 قضیه
که به�طوري y ∈ Y

Tx = ⟨x∗, x⟩y ∀x ∈ X.

.T = x∗ ⊗ y می�نویسیم معادل طور به یا

آنگاه باشد، متناهی رتبه از T : X → Y اگر همچنین

Tx =
N∑
n=١

αnyn =
N∑
n=١

⟨x∗n, x⟩yn ∀x ∈ X.

آنگاه باشند. باناخ فضاهاي X, Y, Z فرضکنیم .11.1.1 قضیه

هستند. B(X, Y ) فضاي زیر دو هر و F (X, Y ) ⊂ K(X,Y ) (1

.AT ∈ K(X,Z) آنگاه A ∈ B(Y, Z) و T ∈ K(X, Y ) اگر (2

.TA ∈ K(Z, Y ) آنگاه A ∈ B(Z,X) و T ∈ K(X, Y ) اگر (3

.[18] است برقرار نیز ضعیف فشرده عملگرهاي براي خواصمشابهی

هر براي اگر گوییم محدب را X برداري فضاي یک از C مجموعه زیر .12.1.1 تعریف
. λx+ (١− λ)y ∈ C باشیم داشته x, y ∈ C هر و λ ∈ [٠,١]

شودر پایه 2.1
هرگاه گوییم X براي شودر پایه یک را X باناخ فضاي در {xn}∞n=١ دنباله .1.2.1 تعریف
طوري به باشد داشته وجود {an} مثل اسکالرها از فرد به منحصر دنباله یک x ∈ X هر براي

که
x =

∞∑
n=١

anxn.
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سري باشد. X باناخ فضاي در بردارها از دنباله یک {xn}∞n=١ کنیم فرض .2.2.1 تعریف
اعداد از π جایگشت هر براي ∑∞

n=١ xπ(n) سري اگر است نامشروط همگراي ∑∞
n=١ xn

اگر می�شود، نامیده نامشروط X باناخ فضاي از {xn}∞n=١ پایه یک باشد. همگرا صحیح،
باشد. نامشروط همگراي ،∑∞

n=١ anxn یعنی پایه، حسب بر x ∈ X هر بسط

یک ε > ٠ هر براي اگر تنها و اگر است نامشروط ∞∑همگراي
n=١ xn سري .3.2.1 قضیه

صحیح اعداد از متناهی مجموعه هر براي که طوري به باشد داشته وجود n صحیح عدد
سري اگر خاص، حالت در باشد. ∑t∈σ ∥xt∥ < ε است، min{i ∈ σ} > n که σ مثبت
طبیعی اعداد از ،σ متناهی زیرمجموعه هر براي آنگاه باشد، نامشروط همگراي ∑∞

n=١ xn

است. ∑کراندار
t∈σ ∥xt∥ سري

.[16] مرجع در اثبات اثبات.

اعداد از مجموعه�اي زیر یک σ و X باناخ فضاي از نامشروط پایه یک {xn}∞n=١ اگر
به�صورت که دارد Xوجود باناخ Pσرويفضاي یکتصویرخطیکراندار آنگاه باشد، صحیح

می�شود تعریف زیر
Pσ(

∞∑
n=١

anxn) =
∑
n∈σ

anxn.

می�شود. نامیده نا�مشروط پایه با مرتبط طبیعی تصویر تصویر، این

Qσ اگر است. X باناخ فضاي از نامشروط پایه یک {xn}∞n=١ کنید فرض .4.2.1 قضیه
supσ∥Pσ∥ که می�دهد نتیجه یکنواخت کرانداري اصل باشد، Id−Pσ یعنی Pσ متمم تصویر
دلخواه متناهی زیرمجموعه�هاي تمام روي سوپریمم آن در که هستند. متناهی supσ∥Qσ∥ و

می�شود. گرفته طبیعی اعداد از σ

.[16] مرجع در اثبات اثبات.

همچنین و باشد X براي نامشروط پایه یک B := {en|n ∈ N} اگر .5.2.1 قضیه
V = sup{∥PA∥ : A},Wمتناهی = sup{∥QA∥ : {Aمتناهی

.W 6 V آنگاه باشد،
5



.[16] مرجع در اثبات اثبات.
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2 فصل

دگاوه خاصیت

مقدمه 1.2
و قضایا از بعضی بیان با سپس و کرده معرفی را دگاوه خاصیت تا داریم قصد فصل این در
که می�گردد یادآوري ضمناً کنیم. مطرح را خاصیت این ویژگی�هاي از بعضی مهم، مثالهاي
با تنها ما یعنی است. حقیقی اعداد میدان پژوهش این سرتاسر در شده گرفته نظر در میدان

داریم. کار و سر حقیقی اسکالرهاي

دگاوه خاصیت بر مقدمه�اي 2.2
آن از مکرراً بعد فصلهاي و فصل این در که می�کنیم معرفی را هندسی ابزار یک ابتدا در

کرد. خواهیم استفاده

BX از S(x∗, ε)برش باشد آن دوگان ∗Xفضاي و باناخ Xیکفضاي اگر .1.2.2 تعریف
می�کنیم. معرفی زیر صورت به را مشخصمی�شود ε > ٠ و x∗ ∈ SX∗ با که

S(x∗, ε) = {x ∈ BX : x∗(x) > ١− ε}.

بین محدود فضاي می�تواند نظر مورد برش بگیریم نظر در را R٢ فضاي اگر .2.2.2 مثال
باشد. می�کنند، قطع نقطه دو در را یکدیگر که یکه دایره و یکخط
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عملگر J : X → Y و Y باناخ فضاي از فضایی زیر یک X کنیم فرض .3.2.2 تعریف
دگاوه خاصیت عملگرها، از M ⊂ L(X, Y ) یککلاس براي (X,Y ) جفت است. شمول

،T ∈Mهر براي اگر دارد
∥J + T∥ = ١+ ∥T∥.

خاصیت عملگرها Mاز یککلاس براي X که می�گوییم اختصار براي باشد، X = Y اگر
خاصیت X که می�گوییم فقط یکباشد، رتبه با عملگرهاي همه Mکلاس اگر دارد. دگاوه

دارد. دگاوه

است. صادق دگاوه معادله در T عملگر گوییم باشد، برقرار بالا رابطه هرگاه همچنین

با فضاهاي از مهمی مثالهاي باشد، اتم بدون µ که L∞(µ) و L١(µ) فضاهاي .4.2.2 مثال
نقطه بدون توپولوژیکهاسدورففشرده Kیکفضاي اگر همچنین هستند. خاصیتدگاوه
،X روي پیوسته اسکالري توابع همه از متشکل ،C(K) تابعی باناخ فضاي آنگاه باشد، تنها

ندارند. دگاوه خاصیت p > ١ با ℓp فضاهاي دارد. دگاوه خاصیت

.[14] مرجع در اثبات اثبات.

نیز λ > ٠ هر براي λT آنگاه باشد، صادق دگاوه معادله در T اگر که می�دهد نشان زیر لم
کنیم فرض می�توانیم باشد صادق دگاوه معادله در T اگر لذا است. صادق دگاوه معادله در

یکاست. برابر آن نرم که

و اگر ∥u+ v∥ = ∥u∥+ ∥v∥ داریم دار نرم یکفضاي در v و u بردار دو براي .5.2.2 لم
باشد. برقرار β, α > ٠ هر براي ∥αu+ βv∥ = α∥u∥+ β∥v∥ رابطه اگر فقط

باشیم داشته دار، نرم یکفضاي در v و u بردار دو براي فرضکنیم اثبات.
∥u+ v∥ = ∥u∥+ ∥v∥

.α > β > ٠ فرضکنیم می�توانیم تقارن وضعیت از استفاده با .α, β > ٠ و

8



که کنید توجه اکنون

∥αu+ βv∥ = ∥α(u+ v)− (α− β)v∥ > α∥u+ v∥ − (α− β)∥v∥

= α(∥u∥+ ∥v∥)− (α− β)∥v∥ = α∥u∥+ β∥v∥.

دارد. به�دنبال را نظر مورد نتیجه این

این به باشد یکمخروط عملگرها Mاز کلاس اگر دگاوه معادله برقراري در کنید توجه
همه براي فقط رابطه است کافی آنگاه ،αT ∈ M ،α > ٠ هر و T ∈ M هر براي که معنی

باشد. برقرار است، ∥T∥ = ١ که T ∈M

دارد. دگاوه خاصیت نیز X باشد، داشته دگاوه خاصیت X∗ اگر .6.2.2 قضیه

قضیه بنابر یکباشد. رتبه با عملگري T و باشد داشته دگاوه ∗Xخاصیت فرضکنیم اثبات.
که به�طوري دارد وجود x∗٠ ∈ X∗ و x٠ ∈ X ،(10.1.1)

Tx = x∗٠(x)x٠ ∀x ∈ X.

می�دهد نتیجه این

⟨T ∗x∗, x⟩ = ⟨x∗, Tx⟩ = x∗٠(x)⟨x∗, x٠⟩ = ⟨x∗(x٠)x∗٠, x⟩

⇒ T ∗x∗ = x∗(x٠)x
∗
٠.

داریم X∗ دگاوه خاصیت از استفاده با نتیجه در یکاست. رتبه از T ∗ یعنی این
∥I + T∥ = ∥(I + T )∗∥ = ∥I + T ∗∥ = ١+ ∥T ∗∥ = ١+ ∥T∥.

بگیرید نظر در X = C[٠,١] مثال براي است، نادرست بالا قضیه عکس که کنید توجه
.[14] مرجع ندارد دگاوه خاصیت آن دوگان ولی است دگاوه خاصیت داراي که

دگاوه خاصیت بررسی براي که می�کنیم بیان را تحقیق این کلیدي لم یک اینجا در
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بیان مشابهی لم�هاي بعد، فصل�هاي در است. برخوردار ویژه�اي اهمیت از باناخ، فضاهاي
می�کنند. پیدا اهمیت دگاوه خاصیت دیگر نسخه�هاي بحث در که شد خواهند اثبات و

آنگاه باشد. داشته دگاوه خاصیت (X,Y ) فرضکنیم .7.2.2 لم

S(x∗١, ε١) ⊂ S(x∗٠, ε٠) دیگر برش ،BX از S(x∗٠, ε٠) برش هر و y٠ ∈ SY هر براي (1
برقرار ∥x+ y٠∥ > ٢− ε٠ نامساوي x ∈ S(x∗١, ε١) هر براي که طوري به دارد وجود

است.

،(y٠ ∈ SY ⊂ SY ∗∗ (که BY ∗ از S(y٠, ε٠) ∗w−برش هر براي و x∗٠ ∈ SX∗ هر براي (2
هر براي که به�طوري دارد وجود BY ∗ از S(y١, ε١) ⊂ S(y٠, ε٠) دیگر برش −w∗

است. برقرار ∥x∗٠ + y∗∥ > ٢− ε٠ نامساوي y∗ ∈ S(y١, ε١)

(1) قسمت تنها ما شوند می اثبات مشابه بسیار یکمدل در قسمت دو هر که آنجا از اثبات.
تعریف Tx = x∗٠(x)y٠ صورت به را T : X → Y یک رتبه با عملگر می�کنیم. اثبات را
کنیم فرض می�توانیم (5.2.2) لم بر بنا است. صادق دگاوه معادله در فرض به بنا که می�کنیم

آنگاه یکاست. برابر T نرم که
∥J∗ + T ∗∥ = ∥J + T∥ = ١+ ∥T∥ = ٢

که طوري به دارد وجود y∗ ∈ SY ∗ تابعک یک ،J∗ + T ∗ عملگر نرم بنابرتعریف
∥J∗y∗ + T ∗y∗∥ > ٢− ε٠

می�دهیم قرار .y∗(y٠) > ٠ و
x∗١ =

J∗y∗ + T ∗y∗

∥J∗y∗ + T ∗y∗∥
, ε١ = ١− ٢− ε٠

∥J∗y∗ + T ∗y∗∥
.

داریم x ∈ S(x∗١, ε١) هر براي آنگاه

x∗١(x) =
⟨(J∗ + T ∗)y∗, x⟩
∥J∗y∗ + T ∗y∗∥

> (١− ε١),

⟨(J∗ + T ∗)y∗, x⟩ > (١− ε١)∥J∗y∗ + T ∗y∗∥ = ٢− ε٠.
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