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۴

چکیده

به را جابجایی٢ ∗C-جبر�های ابتدا گرفت. خواهند قرار بررسی مورد مدول��ها١ ∗C-هیلبرت پایان�نامه این در

کلاف��های کمک به ناجابجایی ∗C-جبر�های برای تابعی۴ نمایش یک و کرده ارایه گلفاند-نایمارک٣ نمایش کمک

برای سر-سوان۶ قضیه مشابه و شده ارایه ∗C-جبر یک روی مدول��های ادامه در شد. خواهد پیشنهاد کیلری۵

مدول��ها -هیلبرت C∗ همچنین می�شوند. داده نمایش برداری٧ کلاف��های کمک به آن��ها جابجایی، ∗C-جبرهای

داده نمایش مناسب برداری کلاف یک روی هرمیتی٨ متر�های کمک با جدید ساختار این و شد خواهند معرفی

شد. خواهد

پیوند١٠، کیلری٩، کلاف� پروژکتیو، مدول برداری، کلاف� مدول، ∗C-هیلبرت ∗C-جبر، كليدی: كلمات

سر-سوان. قضیه گلفاند-نایمارک، قضیه کیلر، منیفلد هرمیتی، متر یکنواخت، فضای

١C∗-hilbert modules
٢commutative C∗-algebras
٣Gelfand-Naimark representation
۴functional representation
۵Kahler bundle
۶Serre-Swan theorem
٧vector bundle
٨hermitian metric
٩Kahler bundle

١٠connection



مطالب فهرست

۵ مطالب فهرست

٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه

٩ پیش�نیاز��ها ١

٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توپولوژیک فضا�های ١.١

١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یکنواخت فضا�های ٢.١

١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برداری کلاف�های ٣.١

٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدول��ها و جبر�ها ۴.١

٢٨ کیلری منیفلدهای ٢

٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هموار منیفلدهای ١.٢

٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیوند ٢.٢

٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلط منیفلد�های ٣.٢

٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کیلری منیفلد�های ۴.٢

٣٧ ∗C-جبر�ها ٣

٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدماتی مفاهیم و تعاریف ١.٣

۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ∗C-جبر�ها نمایش نظریه ٢.٣

۵



۶ مطالب فهرست

۵٢ مدول��ها ∗C-هیلبرت ۴

۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمات ١.۴

۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدول��ها هیلبرت بر درآمدی ١.١.۴

۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گلفاند-نایمارک قضیه ٢.١.۴

۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سر-سوان قضیه ٣.١.۴

۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناجابجایی نظریه ۴.١.۴

۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدول��ها هیلبرت و هیلبرتی کلاف�های ٢.۴

٧٩ کتاب�نامه



مقدمه
اشیا این هندسی نمایش جبر�ها، این روی مدول�های١ و ∗C-جبر�ها بررسی محوریت با پایان�نامه این در

می�آوریم. را جبری

این روی پیوسته توابع جبر معرفی با بعدا تا می�کنیم بررسی را توپولوژیک فضا�های ابتدا پیش�نیاز�ها بخش در

جبر�های نمایش در که می�کنیم مطالعه را یکنواخت٢ فضا�های سپس دهیم. نمایش را جابجایی جبر�های فضا�ها
برش�های٣ زیرا می��آیند بوجود مدول�ها مطالعه در طبیعی به�صورت برداری کلاف�های می�شوند. ظاهر ناجابجایی

مدولی ساختار یک مناسب، عمل یک تعریف با ناجابجایی و جابجایی حالت دو هر در برداری کلاف�های این

ترتیب به که می�کنیم معرفی را پروژکتیو۵ و آزاد۴ مدول�های و آورده جبر از مطالبی کمی پایان در می�دهند. ما به

دارند. این�جا در را برداری کلاف�های و بدیهی۶ کلاف�های نقش

صدق معادله یک در که مختلط٩ ساختار یک بوسیله مختلط٨ منیفلد تعریف با کیلری٧، منیفلد�های فصل در

(نمایش تابعی نمایش در منیفلدها این می�رسیم. کیلری منیفلدهای تعریف به نهایت در و کرده شروع می�کند

٢-فرمی١٠، و می�شوند مطرح ناجابجایی جبرهای مناسب) فضای یک روی توابع از جبری به�عنوان جبر یک

است. اهمیت مورد مذبور نمایش در منیفلدها این روی پیوند١٢ و متر١١

می�باشد. آن روی مدول�های و اشیا این مورد در پایان�نامه این که می�کنیم بررسی را ∗C-جبرها ٣ فصل در

آن�ها تحویل�ناپذیر نمایش��های به�خصوص و آن�ها نمایش به سپس آورده را جبرها این مقدماتی تعاریف ابتدا

پایان�نامه قلب در بخش این می�کنیم. بررسی مثبت خطی تابعک�های و ایده�آل�ها با را آن�ها ارتباط و می�پردازیم

است. برخوردار به�سزایی اهمیت از و می�گیرد قرار

به می�آوریم. را بوده�اند موثر آن گیری شکل در که ایده��هایی و اولیه تعاریف مدول�ها، ∗C-هیلبرت ۴ فصل در

که دید خواهیم می�کنیم. مشخص هرمیتی متر�های با را مدول�ها این ارتباط و می�شود توجه هندسی مثال�های

هیلبرت فضا�های بین اصولی تفاوت مواردی در و می�کند کار نیز این�جا در هیلبرت فضا�های ایده��های از بسیاری

دارد. وجود هستند هیلبرت فضا�های از تعمیمی خود که مدول�ها هیلبرت و
١modules
٢uniform space
٣sections
۴ee modules
۵projective
۶trivial bundle
٧Kahler manifolds
٨complex manifold
٩complex structure

١٠2-form
١١metric
١٢connection



٨ مطالب فهرست

را مدول�ها هیلبرت و آن روی مدول�های و جبر�ها این نمایش و می�شویم متمرکز جایجایی جبر�های روی سپس

به را تناظر�ها این می�توان و دارد وجود جالبی هندسی معادل�های مفاهیم این تمام برای می�دهیم نشان و آورده

مفاهیم از هندسی تصویر یک آوردن بدست در را پایان�نامه این هدف بخش این داد. گسترش ناجابجایی حالت

می�رسانیم. به�پایان را پایان�نامه این [۴] کاوامورا و الیوت مقاله آوردن با پایان در می�کشد. به�تصویر ∗C-جبر�ها

کند. بازگو را آنالیز و هندسه میان مشترک زمینه��های بتواند پایان�نامه این است امید



١ فصل

پیش�نیاز��ها

توپولوژیک فضا�های ١.١

عمده می��شوند. تعریف نرمال٢ و منظم١ فضا�های و می��پردازیم توپولوژیک فضا�های مطالعه به بخش این در

مربوط بخش در پرداخت. خواهیم یکه۵ افراز و تیتزه۴ گسترش قضیه به سپس بود. خواهد اریزن٣ لم به ما توجه

یکنواخت فضای یک فشرده٧، موضعا �هاسدورف فضای هر که واقعیت این به می��توان یکنواخت۶ فضا�های به

پرداخت. است،

بود. خواهد [١٠] مانکرز توپولوژی کتاب فصل این مطالب برای ما مرجع

آن در نقطه�ای تک مجموعه هر که خاصیت این با باشد توپولوژیک فضای یک X کنید فرض .١.١.١ تعریف

دراین�صورت: است. بسته

V و U مانند مجزا باز زیرمجموعه دو ،q و p مانند متمایز نقطه دو هر برای اگر است، �هاسدورف٨ X گوییم

.q ∈ V و p ∈ U به�طوری�که باشند موجود

موجود V و U مانند مجزا باز دو آن، خارج p نقطه و A بسته زیرمجموعه هر برای اگر است، منظم X گوییم

.p ∈ V و A ⊆ U به�طوری�که باشند

موجود V و U مانند مجزا باز دو ،B و A مجزای و بسته زیرمجموعه دو هر برای اگر است،� نرمال X گوییم

.B ⊆ V و A ⊆ U به�طوری�که باشند
١regular spaces
٢normal
٣Urysohn lemma
۴Tietze extension
۵partition of unity
۶uniform space
٧locally compact hausdorf
٨hausdorf

٩



١٠ پیش�نیاز��ها .١ فصل

نرمال، فضای هر به�وضوح پس باشد، بسته مجموعه یک نقطه هر که آوردیم را فرض این بالا در که آن�جا از

کردن جدا با ارتباط در شرایطی بالا، تعریف در که آن�جا از است. �هاسدورف منظم، فضای هر و است منظم

می��گویند. سازی جدا اصول بالا، اصول به است، مطرح نقاط و مجموعه��ها

این�صورت: در است. بسته آن نقطه هر که خاصیت این با باشد توپولوژیک فضای Xیک کنید فرض .١.١.١ لم

با باشد موجود p از V همسایگی یک آن از U همسایگی و p نقطه هر برای اگر تنها و اگر است منظم X الف.

.V ⊆ U که شرط این

A از V همسایگی یک A از U همسایگی هر و A بسته زیر�مجموعه هر برای اگر تنها و اگر است نرمال X ب.

.V ⊆ U که شرط این با باشد موجود

آن�گاه باشد آن از همسایگی یک U و باشد X از نقطه یک p اگر است. منظم X کنید فرض الف. بر��هان.

پس است باز V١ چون .V ∩ V١ = ∅ به�طوری�که موجودند A از V١ و p از V همسایگی�های A = U c فرض با

.V ⊆ V c
١ ⊆ U بنابراین است. بسته V c

١

موجود V ⊆ U شرط با p از V همسایگی یک آن از U همسایگی و p نقطه هر برای که کنید فرض برعکس

ازاین�صورت باشد. بسته مجموعه یک A و نقطه یک p کنید فرض است. منظم X که می��دهیم نشان باشد.

در U = V
c کنید فرض حال .V ⊆ Ac به�طوری�که است موجود p از V همسایگی فرض طبق و است باز Ac

می��دهند. ما به را بودن منظم شرایط احراز برای مناسب همسایگی دو V و U این�صورت

از است. بسته B = U c پس باشد. باز A ⊆ U و باشد بسته مجموعه زیر یک A و باشد نرمال X اگر ب.

این�صورت در .V ∩V١ = ∅ به�طوری�که موجودند B شامل V١ و A شامل V باز که می��شود نتیجه فضا بودن نرمال

.V ⊆ V١ ⊆ U

موجود A از V همسایگی یک A از U همسایگی و A مانند بسته مجموعه زیر هر برای که کنید فرض برعکس

مجزا و بسته مجموعه زیر دو B و A که کنید فرض است. نرمال X که می��دهیم نشان .V ⊆ U به�طوری�که باشد

به�طوری�که است موجود A از U همسایگی فرض بنابر پس است. A شامل و است باز Bc حال باشند. X از

می��دهند ما به را بودن نرمال شرایط احراز برای مناسب همسایگی دو V و U ،V = U
c فرض با حال .U ⊆ Bc

□ است. تمام حکم و

فضاهای ضرب حاصل و است هاسدورف هاسدورف، فضای یک از زیر�فضا هر الف. [١٠] .١.١.١ قضیه

است. هاسدورف نیز هاسدورف

است. منظم منظم، فضاهای ضرب حاصل و است منظم منظم، فضای یک از فضا زیر هر ب.

نرمال لزوما نرمال فضاهای ضرب حاصل ولی است نرمال نرمال، فضاهای فضای زیر که است ذکر به لازم



١١ پیش�نیاز��ها .١ فصل

نیست.

کنید. مراجعه [١٠] به نیستند نرمال که منظم فضاهای از مثال�هایی دیدن برای

است. نرمال شمارا، پایه یک با منظم فضای هر [١٠] .٢.١.١ قضیه

است. نرمال �پذیر، متری فضای هر [١٠] .٣.١.١ قضیه

مجموعه�های آن�گاه نباشد، Y در x٠ و باشد X هاسدورف فضای از فشرده زیرفضای یک Y اگر .٢.١.١ لم

می�باشند. Y و x٠ شامل ترتیب به به�طوری�که هستند موجود V و U مجزای و باز

x٠ و y از ترتیب به Uy و Vy مجزای همسایگی�های y ∈ Y هر برای است، هاسدورف X چون بر��هان.

فرض با حال است. موجود Y از Vy١ , · · · , Vyn متناهی پوشش است، فشرده Y آن�جایی�که از می�باشند. موجود

□ می�رسیم. نظر مورد همسایگی�های به U =
∩
Uyi و V =

∪
Vyi

هستند. منظم �هاسدورف، و فشرده فضا�های هر .۴.١.١ قضیه

لم بکاربردن با پس هستند فشرده �هاسدورف، و فشرده فضا�های بسته زیرفضا�های که آن�جا از بر��هان.

□ می�شود. ثابت قضیه ٢.١.١

هستند. نرمال �هاسدورف، و فشرده فضا�های .۵.١.١ قضیه

بسته زیرمجموعه دو B و A کنید فرض باشد. �هاسدورف و فشرده فضای یک X کنید فرض بر��هان.

به Va و Ua مجزای همسایگی�های ،a ∈ A هر برای پس است. منظم X ،۴.١.١ بنابر باشند. X مجزای و

را A ،Ua١ , · · · , Uan به�طوری�که موجودند a١, · · · , an پس است فشرده A چون موجودند. B و a شامل ترتیب

می�دهیم قرار می�پوشاند.

U = Ua١ ∪ · · · ∪ Uan , V = Va١ ∩ · · · ∩ Van

پایان به را X بودن نرمال بر�هان این می�باشند. B و A شامل بترتیب و مجزا باز�های V و U این�صورت در

□ می�رساند.

می�دهیم قرار نباشد فشرده X اگر باشد. �هاسدورف و فشرده موضعا فضای یک X کنید فرض .٣.١.١ لم

که می�کنیم تعریف گونه�ای به را X+ توپولوژی و است. X از مجزا نقطه یک ∞ آن در که X+ = X ∪ {∞}

این�صورت در باشند. باز نیز Ac ∪ {∞} ،A فشرده زیرفضای هر برای و باشند باز نیز این�جا در X باز�های همه

نه و پیوسته و باز یک به یک یعنی است هومیومورفیسم i : X −→ X+ شمول نگاشت و است فشرده X+

است. پوشا لزوما
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U اگر بگیریم. نظر در را U مانند X+ باز یک اگر حال است. باز i ،X+ توپولوژی تعریف بنابر بر��هان.

اجتماع به�صورت U پس باشد ∞ شامل U اگر بود. خواهد باز آن معکوس تصویر وضوح به که نباشد ∞ شامل

هست. نیز پیوسته i پس است. باز روشنی به که i−١(U) = Ac حال است. فشرده A آن در که است ∞ با Ac

است. برقرار آشکارا نیز i یکی به یک

اینک .∞ ∈ Ui که است موجود ای i بنابراین باشد. X باز پوشش یک {Ui} کنید فرض فشردگی برای

j١, · · · , jn اندیس��های پس است فشرده A چون .U c
i = A که هست فشرده�ای Aی X+ باز�های تعریف بنابر

فشردگی این و می�پوشانند. را X+ ،Ui, Uj١ , · · · , Ujn آشکارا اینک می�پوشاند. را A ،Uj١ , ..., Ujn که موجودند

□ می��دهد. نشان را X+

را X+ این�صورت در نیست فشرده که باشد �هاسدورف و فشرده موضعا فضای یک X اگر .٢.١.١ تعریف

می��نامیم. X نقطه�ای تک سازی فشرده

است. نرمال �هاسدورف و فشرده موضعا فضای هر .۶.١.١ قضیه

۵.١.١ بنابر X+ این�صورت در باشد. �هاسدورف و فشرده موضعا فضای یک X که کنید فرض بر��هان.

□ هستند. نرمال نرمال فضا�های زیرفضا�های و است X ⊆ X+ اما است. نرمال

صورت به چه جا همه که است کاربردی پر لم اریزن، لم می�رسیم. توپولوژی قضایای عمیق�ترین از یکی به حال

می�توانیم شمولی ترتیب حفظ با ما که است این در آن اثبات ایده می�دهد. نشان را خود مستقیم غیر چه و مستقیم

باز�های کردن اندیس�دار قدرت همین کنیم. اندیس�گذاری [٠, ١] بازه با را نقطه یک اطراف باز�های از خانواده یک

ببینیم. یکنواخت فضا�های صورت به را فضا�ها این که می�کند کمک ما به نرمال فضا�های در نقطه یک حول

X مجزای و بسته زیرفضای دو B و A همچنین باشد. نرمال فضای یک X کنید فرض [١٠] .٧.١.١ قضیه

پیوسته نگاشت این�روی در باشد. حقیقی اعداد در بسته بازه یک [a, b] کنید فرض باشند.

f : X −→ [a, b]

.B در x هر برای f(x) = b و ،A در x هر برای f(x) = a به�طوری�که است موجود

زیرفضای یک A کنید فرض باشد. نرمال فضای یک X کنید فرض تیتزه).[١٠] گسترش (قضیه .٨.١.١ قضیه

تمام از پیوسته نگاشت یک به می�تواند R از [a, b] بسته بازه بتوی A از پیوسته نگاشت هر الف. باشد. X بسته

یابد. گسترش [a, b] بتوی X

یابد. گسترش R بتوی X از پیوسته نگاشت یک به می�تواند R بتوی A از پیوسته نگاشت هر ب.
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اندیس خانواده یک باشد. X نرمال فضای از باپایان پوشش یک {U١, · · · , Un} کنید فرض .٣.١.١ تعریف

پیوسته نگاشت�های از شده گذاری

ϕi : X −→ [٠, ١] (i = ١, · · · , n),

اگر می�شود، نامیده {Ui} با شده ساخته یکه افراز یک

(١) support(ϕi) ⊂ Ui (i = ١, · · · , n).

(٢) Σn
i=١ϕi(x) = ١ (x ∈ X).

باشد. X نرمال فضای از باپایان پوشش یک {U١, · · · , Un} کنید فرض ( یکه١ افراز (وجود .٩.١.١ قضیه

دارد. وجود {Ui} با شده ساخته یکه افراز یک دراین�صورت

{V١, · · · , Vn} باز پوشش یک {Ui} پوشش روی از می�توانیم که می�دهیم نشان ما نخست .١ گام بر��هان.

.V i ⊂ Ui ،i هر برای که بگونه�ای بسازیم X روی

مجموعه که می�شویم یادآور نخست، می�دهیم. انجام استقرا بکمک را کار این ما

A = X − (U٢ ∪ · · · ∪ Un)

مجموعه در مشمول A مجموعه می�پوشاند، را X ،{U١, · · · , Un} آن�جاکه از هست. X از بسته�ای زیرمجموعه

.V ١ ⊂ U١ که کرد انتخاب بگونه�ای را A در مشمول V١ باز مجموعه می�توان بودن، نرمال به توجه با است. U١ باز

می��پوشاند. را X ،{V١, U٢, · · · , Un} مجموعه آن�گاه

که باشند بگونه�ای V١, · · · , Vk−١ باز مجموعه��های کنید فرض کلی، حالت در

{V١, · · · , Vk−١, Uk, Uk+١, · · · , Un}

کنید فرض بپوشاند. را X

A = X − (V١ ∪ · · · ∪ Vk−١ ∪ Uk+١ ∪ · · · ∪ Un).

کنید انتخاب بگونه�ای را Vk می�باشد. Uk باز مجموعه در مشمول که است X از بسته�ای زیرمجموعه A آن�گاه

از nام گام در می�پوشاند. را X ،{V١, · · · , Vk−١, Vk, Uk+١, · · · , Un} آن�گاه .V k ⊂ Uk و باشد A مشمول

پوشش یک {U١, · · · , Un} کنید فرض می�کنیم. ثابت را قضیه ما اینک .٢ گام می�شود. ثابت ما گزاره استقرا،

سپس می�کنیم. انتخاب i هر برای V i ⊂ Ui که بگونه�ای را X از {V١, · · · , Vn} باز پوشش یک باشد. X از باز
١partition of unity



١۴ پیش�نیاز��ها .١ فصل

اریزن، لم کمک با می�کنیم. انتخاب i هر برای W i ⊂ Vi که بگونه�ای را X از {W١, · · · ,Wn} باز پوشش یک

پیوسته نگاشت i هر برای

ψi : X −→ [٠, ١]

ما است، Wi در مشمول ψ−١
i (R − {٠}) آن�جایی�که از .ψi(X − Vi) = {٠} و ψi(W i) = {١} که بگونه�ای

داریم

support(ψi) ⊂ V i ⊂ Ui.

ما بنابراین، است. مثبت x هر برای Ψ(x) = Σn
i=١ψi(x) مجموع می�پوشاند، را X ،{Wi} مجموعه آن�جاکه از

j هر برای کنیم، تعریف می�توانیم

φj(x) =
ψj(x)

Ψ(x)
.

□ می�باشند. مطلوب یکه افراز همان� φ١, · · · , φn نگاشت�های که کرد بررسی می�توان سادگی به

یکنواخت فضا�های ٢.١

مورد توابع برای یکنواخت پیوستگی شرط و می�کنیم برخورد یکنواخت١ فضا�های به ∗C-جبر�ها نمایش برای

متریک فضا�های می�آوریم. این�جا در را فضا�ها این برای لازم مقدمات و تعاریف پس می�شود. لازم بررسی

استاندارد کتاب�های بیشتر مطالعات برای می�نامیم. یکنواخت فضای آن�را ما که است آن�چیزی از خاصی حالت

می�باشد. [١] الپرانتیس کتاب بخش این در ما مرجع می�شود. پیشنهاد [١٢] مانند توپولوژی

کنید فرض بگیرید. نظر در را (X, d) متریک فضای کنیم، تعریف را یکنواخت فضاهای آن�که از پیش

U(ε) = {(x, y) ∈ X ×X : d(x, y) < ε}.

خانواده است. X × X از باز زیرمجموعه یک و است X روی دوتایی رابطه یک U(ε) هر دراین�صورت

می�باشد: دارا را زیر خاصیت�های {U(ε) : ε > ٠}

.∩ε>٠ U(ε) = {(x, x) : x ∈ X} .١

.U(ε١) ∩ U(ε٢) = U(min{ε١, ε٢}) .٢

.U−١(ε) = {(x, y) : (y, x) ∈ U(ε)} آن در که ،U(ε) = U−١(ε) .٣
١uniform space
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یعنی است روابط ترکیب همان� ◦ آن در که ،U(ε/٢) ◦ U(ε/٢) ⊂ U(ε) .۴

U(ε/٢) ◦ U(ε/٢) = {(x, z)|∃y, (x, y) ∈ U(ε/٢), (y, z) ∈ U(ε/٢)}

.Bε(x) = {y ∈ X : (x, y) ∈ U(ε)} .۵

و نیست تهی مجموعه شامل یعنی، (این است فیلتر پایه یک {U(ε) : ε > ٠} خانواده که می�کنیم یادآوری

داراست). را متناهی اشتراک خاصیت

f : X → Y نگاشت یک یعنی، دهیم. انجام مجموعه�ها این با را یکنواخت پیوستگی تعریف می�توانیم ما

که بگونه�ای باشد موجود δ > ٠ یک ،ε > ٠ هر برای اگر است یکنواخت پیوسته متریک فضاهای بین

هر برای اگر است کوشی {xn} دنباله یک همچنین .(f(x), f(y)) ∈ UY (ε) که دهد نتیجه (x, y) ∈ UX(δ)

یکنواخت فضاهای .(xk, xm) ∈ U(ε) دهد نتیجه k,m > n اگر که بگونه�ای باشد طبیعی nای یک ،ε > ٠

دهند. تعمیم را یکنواخت پیوسته نگاشت�های مفهوم تا شدند معرفی

زیرمجموعه��های از U ناتهی خانواده یک با Xرا ناتهی یکمجموعه روی یکنواختی یا قطری یکنواختی تا بگذارید

کنیم: تعریف صورت بدین X ×X

.{(x, x) ∈ X ×X : x ∈ X} ⊂ U که دهد نتیجه U ∈ U .١

.U١ ∩ U٢ ∈ U دهد نتیجه U١, U٢ ∈ U .٢

.V ∈ U یک ازای به V ◦ V ⊂ U که می�دهد نتیجه U ∈ U .٣

.V ∈ U یک ازای به V −١ = {(x, y) ∈ X ×X : (y, x) ∈ V } ⊂ U که دهد نتیجه U ∈ U .۴

.V ∈ U که دهد نتیجه U ⊂ V و U ∈ U .۵

در U برای فیلتر پایه یک U یکنواختی برای پایه یک و است فیلتر یک یکنواختی یک که می�کنیم یادآوری

یکنواختی برای پایه یک شد گفته بالا در که U(ε) مجموعه ،(X, d) متریک فضای یک برای است. X × X

است. X روی متریک

U ∈ U یک می�کند. تعریف این�چنین را توپولوژی یک X ناتهی مجموعه یک روی U مانند یکنواختی یک

پایه یک {U [x] : U ∈ U} مجموعه دراین�صورت .U [x] = {y ∈ X : (x, y) ∈ U} دهید قرار بگیرید، را

یک می�نامند. U با شده تولید توپولوژی را همسایگی پایه این با آمده بدست توپولوژی است. x در همسایگی

که بگونه�ای باشد موجود U ∈ U یک x ∈ G هر برای اگر تنها و اگر است باز توپولوژی این در G مجموعه

.U [x] ⊂ G

.∩U∈U U = {(x, x) : x ∈ X} اگر تنها و اگر است هاسدورف U با آمده بدست توپولوژی .١.٢.١ لم
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U, V ∈ U دراین�صورت .x ̸= y که بگونه�ای x, y ∈ X و باشد هاسدورف توپولوژی این کنید فرض بر��هان.

(x, y) ̸∈W Wبنابراین [x]∩W [y] = Wدراین�صورت∅ = U∩V می�دهیم قرار .U [x]∩V [y] = ∅ که موجودند

.∩U∈U U = {(x, x) : x ∈ X} که می�گوید ما به این و (x, y) ̸∈
∩

U∈U U پس

(x, y) ̸∈ ∩U چون دراین�صورت .x ̸= y که بگونه�ای x, y ∈ X و ∩U = {(x, x) : x ∈ X} کنید فرض برعکس

V ∈ U یکنواخت فضاهای از ۴ خاصیت بنابر همچنین .(x, y) ̸∈ U که بگونه�ای است موجود U ∈ U پس

و (x, y) ̸∈W که داریم W = U ∩ V فرض با حال .(y, x) ̸∈ V بنابراین V −١ ⊂ U که بگونه�ای است موجود

قرار با اینک .V ◦ V ⊂W که بگونه�ای است موجود V ∈ U یکنواختی از ٣ خاصیت بنابر اینک (y, x) ̸∈W

.G[x] ∩G[y] = ∅ که می�دهیم نشان G = V ∩ V −١ دادن

(z, y) ∈ G داریم است متقارن G چون .(y, z) ∈ G و (x, z) ∈ G دراین�صورت z ∈ G[x] ∩G[y] کنید فرض

پس

(x, y) = (z, y) ◦ (x, z) ∈ G ◦G ⊂ V ◦ V ⊂W = U ∩ V ⊂ U

□ می�کند. ثابت را حکم این و است تناقض یک که

U ∈ UY هر برای اگر است یکنواخت پیوسته یکنواخت، دوفضای بین f : (X,UX) → (Y,UY ) نگاشت یک

.(f(x), f(z)) ∈ U باشیم داشته (x, z) ∈ V اگر که بگونه�ای باشد V ∈ UX یک

است. پیوسته یکنواخت، پیوسته نگاشت هر .٢.٢.١ لم

یک U [y] کنید فرض باشد. یکنواخت پیوسته نگاشت یک f : (X,UX) → (Y,UY ) کنید فرض بر��هان.

اینک .f(V ) ⊂ U که بگونه�ای هست V ∈ UX پس است یکنواخت پیوسته f آن�جاکه از باشد. Y در پایه باز

□ است. تمام حکم و f(G) ⊂ U [y] آشکارا دراین�صورت G =
∪

x∈f−١(y) V [x] می�دهیم قرار

کرد. نخواهیم اثبات را آن�ها که می�آوریم را [١٢] ویلارد کتاب از گزاره چند این�جا در

احتمالا از غیر دارد را متر یک خصوصیات تمام (یعنی متر شبه یک با یکنواختی یک [١٢] .١.٢.١ قضیه

باشد. داشته شمارا پایه یک اگر تنها و اگر می�شود ساخته شود) صفر متمایز دونقطه فاصله است ممکن این�که

هاسدورف و داشته شمارا پایه اگر تنها و اگر می�شود ساخته متر یک با یکنواختی یک [١٢] .٢.٢.١ قضیه

باشد.

و c مثبت ثابت دو اگر تنها و اگر می�کنند تولید را یکنواختی یک X روی ρ و d متر دو [١٢] .٣.٢.١ قضیه

.x, y ∈ X هر برای cd(x, y) ≤ ρ(x, y) ≤ Cd(x, y) که بگونه�ای باشند موجود C
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آورد. میان به سخن یکنواختی ضعیف�ترین مفهوم از می�توانیم نیز این�جا در توپولوژیک فضاهای مانند به

خانواده یک {fi}i∈I کنید فرض باشد. یکنواخت فضای یک (Y,UY ) و دلخواه مجموعه یک X کنید فرض

می�توان X روی یکنواختی یک دراین�صورت .i ∈ I هر برای fi : X → Y که بگونه�ای باشد نگاشت�ها از

این برای باشند. پیوسته یکنواخت آن در fi نگاشت�های تمام این�حال با باشد داشته را عضو کم�ترین که ساخت

را U ∈ U و i ∈ I آن در که f−١
i (U) = {(x, z) : (fi(x), fi(z)) ∈ U} توسط شده تولید یکنواختی منظور

می��نامند. {fi} خانواده بکمک آمده بدست X روی یکنواختی زمخت��ترین(ضعیف��ترین)

X روی یکنواختی هر می�دانیم همچنین هستند. یکنواخت پیوسته fi نگاشت�های تمام یکنواختی این با آشکارا

باشد. یکنواختی این شامل باید باشند یکنواخت پیوسته fiتمام آن در که

در آن بتوی X از را نگاشت�ها از مجموعه�ای و کنیم مجهز یکنواختی به متریک فضای یک عنوان به را R وقتی

داد: توضیح زیر مانند به می�توان را بالا ساخت روند بگیریم نظر

را {(x, y) ∈ X × X : |f(x) − f(y)| < ε} آن�گاه ε > ٠ و باشد نظر مورد مجموعه از نگاشت یک f اگر

یکنواختی یک ما به مجموعه��هایی این�چنین تمام مجموعه می�کنیم. معرفی خود یکنواختی عضو یک عنوان به

می�دهد.

یکنواختی بگیریم نظر در را R بتوی پیوسته توابع تمام و باشیم داشته �هاسدورف و فشرده فضای یک اگر مثلا

پیوسته نگاشت�های تمام مجموعه با یکنواخت پیوسته نگاشت�های تمام مجموعه دارد را خصوصیت این حاصل

می��آید. بعدا آن اثبات که هستند یکسان

می�کند. آشکار کامل بگونه را توپولوژی و یکنواختی میان ارتباط زیر قضیه

منظم کاملا اگر تنها و اگر می�شود ساخته یکنواختی یک با X توپولوژيک فضای یک [١٢] .۴.٢.١ قضیه

که باشد موجود f : X −→ [٠, ١] پیوسته نگاشت یک p نقطه هر و A بسته زیرمجموعه هر برای یعنی باشد.

.f(p) = ٠ و f(A) = {١}

شده تولید یکنواختی U اگر باشد. هاسدورف و فشرده توپولوژیک فضای یک X کنید فرض .۵.٢.١ قضیه

نگاشت�های همه دراین�صورتمجموعه باشد (C یا RبتویX از پیوسته نگاشت�های همه (مجموعه C(X) بوسیله

است. C(X) همان� یکنواخت پیوسته

نشان باید تنها پس است. پیوسته یکنواخت، پیوسته نگاشت هر که داده�ایم نشان ٢.٢.١ در پیش�تر بر��هان.

است. یکنواخت پیوسته نیز پیوسته نگاشت هر که دهیم

که هست نیز یکنواخت پیوسته f ،X روی U یکنواختی تعریف بنابر باشد پیوسته نگاشت یک f : X → R اگر

□ می�کند. تمام را برهان این
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می�پردازیم. آن اثبات ایده�های و قضیه یک ارایه به این�جا در

آمده بدست یکنواختی زمخت��ترین U اگر باشد. هاسدورف و فشرده فضای یک X کنید فرض .۶.٢.١ قضیه

است. یکسان X روی نخستین توپولوژی با توپولوژی این از آمده بدست توپولوژی آن�گاه باشد C(X) از

بنابر {y : |f(y) − f(x)| < ε} پایه باز اینک باشد. ε > ٠ و x ∈ X و f ∈ C(X) کنید فرض بر��هان.

است. X از بازی آشکارا f پیوستگی

و پرداخت خواهیم آن به جابجایی نظریه بخش در جلوتر در که می�کنیم اشاره نکته این به قضیه آن�طرف برای

برای زیرپایه یک f ∈ C(X) آن در که f−١((a, b)) آن�گاه باشد وهاسدورف فشرده فضای یک X اگر این�که آن

□ هستند. باز نیز U از آمده بدست توپولوژی در پایه بازهای این می�دهند. تشکیل X توپولوژی

ساختار به توپولوژی بجای می�توان هاسدورف و فشرده فضاهای در که می�دهند ما به را ایده این بالا گزاره دو

نگاه یکنواخت فضای عنوان به تنها هاسدورف و فشرده فضاهای به می�توان یعنی کرد. توجه فضا یکنواختی

فشرده توپولوژیک فضاهای به نگریستن روش این بدهیم. دست از فضاها این مورد در را چیزی آن�که بدون کرد

دهیم. ارایه ∗C-جبرها برای مناسب نمایش یک تا می�کند کمک ما به جلوتر وهاسدورف

برداری کلاف�های ٣.١

مطالعه برای هندسی مفهوم این می�باشد. [۵] هچر آلن برداری١ کلاف�های کتاب بخش این برای ما مرجع

یک اشیا این کمک به که است این هدف نهایت در است. اساسی و کلیدی بسیار مدول�ها هیلبرت و مدول�ها

فراوانی کارآیی و بوده مفید بسیار هندسه و جبر بین تناظر یافتن یعنی روش این کنیم. پیدا مدول�ها برای نمایش

داشت. خواهد

نقطه هر در می�پردازیم. R٣ در S٢ ٢-کره مماس٢ بردار�های به نخست برداری، کلاف��های ایده��های دادن برای

٠x صفر بردار عنوان به x نقطه با ٢-بعدی برداری فضای یک این دارد. وجود Px
مماس٣ صفحه یک x ∈ S٢

در vx بردار یک ما اگر کرد. فرض x در سر یک با پیکان��هایی عنوان به می�توان را vx ∈ Px بردار�های می�باشد.

بردار�های با را vx می�توانیم خوانده�ایم خطی جبر در آنچه بنابر آن�گاه بگیریم، نظر در R٣ در بردار یک بعنوان را Px

بگیریم. یکی R٣ مبدا در ابتدا با برداری با را آن یکتا روشی به می�توانیم خصوص به بدانیم. یکی آن موازی
١vector bundles
٢tangent vector
٣tangent plane
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S٢ در �xهای برای vx مماس بردار�های تمام مجموعه TS٢ آن در که را τ : TS٢ → R٣ نگاشت می�توانیم اینک

،TS٢ → S٢ × R٣ نگاشت اینک نیست. یک�به�یک ولی پوشاست آشکارا نگاشت این کنیم. تعریف را است

بدهیم. را S٢ × R٣ از القایی توپولوژی آن به می�توانیم و است یک به یک vx 7→ (x, τ(vx))

x ∈ S٢ هر برای Px برداری فضا�های مجزای اجتماع سپس است توپولوژیک فضای یک نخست TS٢ بنابراین

کنیم. نگاه S٢ با شده اندیس برداری فضا�های از پیوسته خانواده یک با TS٢ به می�توانیم ما بنابراین است.

آیا می�باشد. S٢ × R٢ همان� S٢ بوسیله شده پارامتری ٢-بعدی برداری فضا�های از پیوسته خانواده ساده��ترین

h : TS٢ → S٢ × R٢ هومیومورفیسم١ یک آیا بپرسیم باید باشیم دقیق�تر بخواهیم اگر هست؟ چنین نیز TS٢

ببرد؟ برداری فضا�های یکریختی یک با {x} × R٢ صفحه به را Px صفحه هر که بگونه�ای دارد وجود

در کرد. نگاه R٢ در S١ یکه دایره به مماس بردار�های TS١ به می�توان که جایی می�کنیم توجه پایین�تر بعد یک به

یکه عدد یک x ∈ S١ اگر دارد. وجود S١ بر مماس بردار�های از پیوسته ناصفر برداری٢ میدان یک گزینه این

(x, t) فرستادن با S١ ×R → TS١ هومیومورفیسم آن�گاه باشد، x به مبدا از ix بردار انتقال vx و باشد مختلط

بنابراین می�باشد. مطلوب نگاشت می�رود خطی یکریختی یک با x در مماس خط به {x} ×R آن در که tvx به

است. یکسان S١ × R با براستی TS١

است. پیوسته نگاشت ما منظور آمد به�میان نگاشت از سخن هرجا بعد به این�جا از

n-بعدی برداری کلاف یک این�صورت در باشند توپولوژیک فضای دو B و E که کنید فرض .١.٣.١ تعریف

شرط بگونه�ای ،b ∈ B هر برای p−١(b) روی حقیقی برداری ساختار یک به�همراه p : E → B نگاشت یک

هومیومورفیسم یک که بگونه�ای Uα باز مجموعه��های با B از پوشش یک باشد: برقرار موضعی بودن بدیهی

برداری فضا�های یکریختی یک با {b} × Rn به را p−١(b) که باشد داشته وجود hα : p−١(Uα) → Uα × Rn

فضای را B فضای می�نامند. برداری کلاف موضعی٣ سازی بدیهی را �hαها از یک هر ببرد. b ∈ Uα هر برای

هستند. تار�ها۶ p−١(b) برداری فضا�های و کلی۵ فضای را E می�نامند، پایه۴

بگوییم. سخن مختلط برداری کلاف�های از می�توانیم ما هم�ارز بگونه

می��آوریم. برداری کلاف�های از مثال چند این�جا در

است. اول مولفه روی تصویر٨ p آن در که E = B × Rn بدیهی٧ یا ضربی برداری کلاف .١.٣.١ مثال
١homeomorphism
٢vector fields
٣local trivialization
۴base space
۵total spaces
۶fibers
٧trivial bundle



٢٠ پیش�نیاز��ها .١ فصل

یک I×R → I تصویر آن�گاه باشد، (٠, t) ∼ (١,−t) یکسان�سازی با I×Rخارج�قسمت E اگر .٢.٣.١ مثال

E آن�جایی�که از است. خطی١ کلاف یا ١-بعدی برداری کلاف (E, p, S١) و می�کند القا را p : E → S١ نگاشت

می��نامیم. موبیوس٣ کلاف آن�را است یکسان موبیوس٢ نوار با

که جایی است. p : E → Sn برداری کلاف یک Rn+ در Sn یکه کره مماسی۴ کلاف .٣.٣.١ مثال

p : E → Sn نگاشت می��اندیشیم. Sn به مماس بردار بعنوان v به ما و است E = {(x, v) ∈ Sn×Rn+١|x⊥v}

است. برداری کلاف این تصویر نگاشت می�فرستد، x به را (x, v) که

از شده تشکیل E که بگونه�ای است p : E → Sn خطی کلاف یک ،Rn+١ در Sn نرمال کلاف .۴.٣.١ مثال

ازای به v = tx دیگر بیانی به است. x در Sn مماس صفحه بر عمود v که بگونه�ای (x, v) ∈ Sn × Rn+١ زوج

می�شود. تعریف p(x, v) = x به�صورت نیز p : E → Sn نگاشت .t ∈ R

آن�جایی�که از است. مبدا از گذرنده Rn+١ خطوط تمام فضای ،RPn n-بعدی تصویری۵ صفحه .۵.٣.١ مثال

که Sn از خارج��قسمتی با را RPn می�توانیم ما می�کنند، قطع را Sn متقابل، نقطه دو در خطوط این از کدام هر

کنیم. تعریف می�گیرند یکی را متقابل نقطه دو هر

جفت��های از شده تشکیل که است RPn ×Rn+١ از زیرفضایی E آن در که p : E → RPn طبیعی خطی کلاف

.p(l, v) = l و v ∈ l با (l, v)

فضای دارد. متعامد مکمل یک RPn روی طبیعی خطی کلاف .۶.٣.١ مثال

E⊥ = {(l, v) ∈ RPn × Rn+١|v⊥l}

عمود زیرفضای برابر که تار�هایی با برداری کلاف یک ،p(l, v) = l ضابطه با p : E⊥ → RPn تصویر همراه به

می�دهند. تشکیل را است n بعد از l⊥

B پایه فضای یک روی p٢ : E٢ → B و p١ : E١ → B برداری کلاف�های بین یکریختی یک .٢.٣.١ تعریف

خطی یکریختی یک با p−١
٢ (b) متناظرش تار به را p−١

١ (b) تار هر که بوده h : E١ → E٢ هومیومورفیسم یک

این�که برای E١ ≈ E٢ نماد از ما می�کند. راحفظ برداری کلاف ساختار�های تمام یکریختی یک بنابراین می�برد.

می�کنیم. استفاده هستند یکریخت E٢ و E١ بگوییم
٨projection
١line bundle
٢Mobius band
٣Mobius bundle
۴tangent space
۵projective plane


