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چکیده
پوچساز ایده�آل را R از I ایدآل صورت این در باشد. یکدار و تعویض�پذیر حلقه یک R کنیم فرض
همه�ی مجموعه�ی .IJ = (۰) که طوری به باشد داشته وجود R از J ناصفر ایده�آل هرگاه می�گوییم
مجموعه با است گرافی پوچ�کن ایده�آل گراف می�دهیم. نشان A(R) با را R حلقه�ی پوچ�ساز ایده�آل���های
و I رأس دو گراف این در و می�دهیم نشان AG(R) با را گراف این که A(R)∗ = A(R)\{(۰)} رئوس

.IJ = (۰) اگر تنها و اگر می�گوییم مجاور را J
ما راستا این در می�کنیم. بیان را AG(R) گرافی خواص و جبری خواص بین ارتباط پایان�نامه این در
عنوان به می�پردازیم. R تعویض�پذیر حلقه�ی پوچ ایده�آل گراف رنگی عدد و خوشه�ای عدد بررسی به
یک R �آن�گاه باشد ۲ برابر AG(R) خوشه�ای عدد و آرتینی حلقه�ی یک R اگر که می�دهیم نشان مثال
یا کامل آنها پوچ�کن ایده�آل گراف که را تعویض�پذیری حلقه�های همچنین است. گورنشتاین حلقه�ی
حلقه�ی یک از پوچ�کن ایده�آل گراف که می�دهیم نشان مثال عنوان به می�کنیم. شناسایی هستند، دوبخشی

باشد. مثلث فاقد AG(R) اگر تنها و اگر است دوبخشی تعویض�پذیر
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چکیده
هرگاه می�گوییم پوچساز ایده�آل را R از I ایدآل صورت این در باشد. یکدار و تعویض�پذیر حلقه یک R کنیم فرض

با را R حلقه�ی پوچ�ساز ایده�آل���های همه�ی مجموعه�ی .IJ = (۰) که طوری به باشد داشته وجود R از J ناصفر ایده�آل

را گراف این که A(R)∗ = A(R)\{(۰)} رئوس مجموعه با است گرافی پوچ�کن ایده�آل گراف می�دهیم. نشان A(R)

.IJ = (۰) اگر تنها و اگر می�گوییم مجاور را J و I رأس دو گراف این در و می�دهیم نشان AG(R) با

بررسی به ما راستا این در می�کنیم. بیان را AG(R) گرافی خواص و جبری خواص بین ارتباط پایان�نامه این در

اگر که می�دهیم نشان مثال عنوان به می�پردازیم. R تعویض�پذیر حلقه�ی پوچ ایده�آل گراف رنگی عدد و خوشه�ای عدد

حلقه�های همچنین است. گورنشتاین حلقه�ی یک R �آن�گاه باشد ۲ برابر AG(R) خوشه�ای عدد و آرتینی حلقه�ی یک R

می�دهیم نشان مثال عنوان به می�کنیم. شناسایی هستند، دوبخشی یا کامل آنها پوچ�کن ایده�آل گراف که را تعویض�پذیری

باشد. مثلث فاقد AG(R) اگر تنها و اگر است دوبخشی تعویض�پذیر حلقه�ی یک از پوچ�کن ایده�آل گراف که

١۶P۶٠ ،١٣E١٠ ،١٣E٠۵ ،٠۵C۶٩ ،٠۵C١۵ رده�بندی: کد

گورنشتاین حلقه�ی پوچ�کن، ایده�آل گراف پوچ�ساز، صفر، مقسوم�علیه تعویض�پذیر، حلقه�ی کلیدی: کلمات



١ فصل

مقدمه

یکی گراف، به آن�ها کردن نظیر وسیله�ی به مدول�ها و نیم�گروه�ها گروه�ها، حلقه�ها، مانند جبری ساختارهای مطالعه�ی

در کنید. مراجعه [١١] و [۴] مراجع به می�توانید مثال برای است. بوده اخیر دهه�های در مطالعه مورد موضوعات از

این داشت. خواهیم گراف توسط حلقه�ها مطالعه�ی تاریخچه�ی به کوتاه اشاره�ای پایان�نامه، موضوع اقتضای به اینجا

نظر در گراف رأس�های عنوان به را حلقه عنصرهای تمام وی شد. آغاز [١٠] بک مقاله�ی با ۱۹۸۸ سال از مطالعات

پرداخت. گراف�ها این رنگ�آمیزی بررسی به سپس ،ab = ۰ هرگاه گرفت، نظر در مجاور را b و a رأس دو و گرفت

گراف �نام به دیگری گراف ۱۹۹۵ سال در بهاتوادکر و شارما دادند. ادامه را بک کار ۱۹۹۳ سال در [٧] نصیر و اندرسون

تنها و اگر نامیدند مجاور را a, b رأس دو بودند. R عناصر آن رئوس که کردند تعریف R حلقه�ی روی هم�ماکسیمال

کاهش ناصفر صفر مقسوم�علیه�های به را گراف رئوس [۶] ۱۹۹۸ سال در لوینگستون و اندرسون .Ra+Rb = R اگر

حلقه�ی جمعی گراف ۲۰۰۸ سال در [٨] بداوی و اندرسون اخیرا نامیدند. صفر مقسوم�علیه گراف را مزبور گراف و دادند

.a+ b ∈ Z(R) اگر تنها و اگر نامیدند مجاور را a, bرأس دو آنها کردند. معرفی را بودند R عناصر آن رئوس که R

وسیله�ی به حلقه�ها مطالعه�ی به جدید رویکرد یک آغازین نقطه�ی که مقالاتی بر بود مختصری شرح شد، گفته آن�چه

این در مقاله ده�ها و گرفته قرار توجه مورد اخیر سال�های در گراف�هایی، چنین خواص مطالعه�ی اما پرداخت گراف

نیست. آن�ها به پرداختن برای مجالی این�جا در که است موجود زمینه

آن ایده�آل�های رفتار به باشد، داشته بستگی آن عناصر به آن�که از بیش حلقه، یک خواص حلقه�ها، نظریه�ی در اما

در می�باشد. پوچ�کن ایده�آل گراف نام با حلقه��ها ساختارهای بر جدید نگاهی اصلی ایده�ی واقعیت این دارد. بستگی

صفر غیر پوچ�ساز دارای که هستند R ناصفر ایده�آل�های گراف، رئوس می�شود، داده نشان AG(R) با که گراف این

.IJ = (۰) هرگاه مجاورند هم با گراف این در J و I رأس دو و می�باشند

مطرح از بعد شد. مطرح [١٢] و [١١] مراجع در ۱۳۸۷ سال در راکعی و بهبودی توسط بار اولین برای گراف این

شد. انجام زیر ترتیب به زمینه این در کارهایی پوچ�کن، ایده�آل گراف مفهوم شدن

شد داده نشان نمونه عنوان به گرفت. قرار مطالعه مورد پوچ�کن، ایده�آل گراف روی متناهی شرایط [١١] مرجع در

صعودی زنجیر شرط در گراف رئوس با متناظر ایده�آل�های اگر تنها و اگر است نوتری R آن�گاه نباشد، دامنه R اگر که



مقدمه .١ ٢فصل

گراف رئوس مجموعه�ی آن�گاه باشد تجزیه�پذیر یا آرتینی حلقه�ی یک R اگر که شد ثابت مطلب این علاوه به کنند. صدق

ایده�آل گراف پس می�باشند. یکسان اندازه�ی دارای ،R ناصفر سره�ی ایده�آل�های مجموعه��ی و R حلقه�ی پوچ�کن ایده�آل

باشد. ناصفر سره�ی ایده�آل n دارای R حلقه�ی اگر تنها و اگر است، رأس n دارای R تعویض�پذیر حلقه�ی یک پوچ�کن

همچنین گرفت. قرار مطالعه مورد گراف این قطر و کرد پیدا ادامه پوچ�کن ایده�آل گراف�های مطالعه�ی [١٢] مرجع در

دارای آنها پوچ�کن ایده�آل گراف که حلقه�هایی [۵] مرجع در سپس گردید. مختصر اشاره�ای نیز گراف این رنگ�آمیزی به

در پوچ�کن ایده�آل گراف دورهای و مینیمال اول ایده�آل�های اخیرا و شدند مشخص�سازی بودند، مثبت هندسی گونای

گرفت. قرار بررسی مورد [٢] مرجع

نشان قضایایی بیان با ابتدا ۳ فصل در است، گردیده تنظیم [٣] و [١] مراجع اساس بر که پایان�نامه این در اکنون

گراف که حلقه�هایی فصل این ادامه�ی در شد. خواهد کامل گراف یک حلقه�هایی، چه پوچ�کن ایده�آل گراف� می�دهیم

همه�ی که حلقه�هایی پوچ�کن ایده�آل گراف فصل این آخر در و می�کنیم مشخص را شد خواهد مسیری آن�ها پوچ�کن ایده�آل

می�کنیم. شناسایی هستند، گراف رئوس آن ایده�آل�های

و کسرها حلقه�ی از پوچ�کن ایده�آل گراف رنگی عدد و خوشه�ای عدد بررسی به ابتدا پایان�نامه این [٣] ۴ فصل در

فصل این در همچنین می�پردازیم. حلقه�ها، مستقیم ضرب حاصل از پوچ�کن ایده�آل گراف رنگی عدد بررسی به سپس

کامل پوچ�کن ایده�آل گراف یک آن، پوچ�کن ایده�آل گراف ویژگی�هایی، چه داشتن صورت در R حلقه�ی که می�دهیم نشان

شد. خواهد



٢ فصل

پیش�نیازها

جبری پیش�نیازهای ١.٢

می�شوند. فرض یک�دار مدول�ها و تعویض�پذیر و یک�دار حلقه�ها پایان�نامه این سراسر در

می�کنیم. بیان را نامه پایان این در استفاده مورد جبری نماد�های حال

می�دهیم. نمایش I(R) نماد با را R حلقه�ی ناصفر ایده�آل�های همه�ی مجموعه�ی الف)

می�دهیم. نمایش Spec(R) نماد با را R حلقه�ی اول ایده�آل�های همه�ی مجموعه�ی ب)

می�دهیم. نمایش Min(R) نماد با را R حلقه�ی مینیمال اول ایده�آل�های همه�ی مجموعه�ی ج)

می�دهیم. نمایش Max(R) نماد با را R حلقه�ی ماکسیمال ایده�آل�های همه�ی مجموعه�ی د)

می�دهیم. نمایش Z(R) نماد با را R حلقه�ی صفر مقسوم�علیه�های همه�ی مجموعه�ی و)

می�کنیم. بیان است، نیاز مورد کار ادامه�ی در که را آنها به مربوط قضایای و جبری تعریف چند حال

پوچ�ساز ایده�آل یک را I صورت این در باشد. R از ایده�آل یک I و باشد حلقه یک R کنیم فرض ١.١.٢ تعریف

.I = Ann(X) که طوری به باشد داشته وجود {۰} ̸= X ⊆ R مجموعه�ی هرگاه می�گوییم

�

پوچ�توان عنصر هیچ هرگاه می�گوییم، یافته تقلیل را R صورت این در باشد. حلقه� یک R کنیم فرض ٢.١.٢ تعریف

باشیم داشته n مثبت صحیح عدد یک برای که طوری به a ∈ R اگر دیگر عبارت به باشد. نداشته صفری مخالف

� .a = ۰ آن�گاه ،an = ۰
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نشان √I با که را I رادیکال صورت این در باشد. R از ایدال یک I و حلقه یک R کنیم فرض ٣.١.٢ تعریف

می�کنیم، تعریف زیر صورت به می�دهیم،

.
√
I = {a ∈ R | ∃n ∈ N ; an ∈ I}

�

پوچ رادیکال را R پوچ�توان عناصر همه�ی مجموعه�ی صورت این در باشد. حلقه یک R کنیم فرض ۴.١.٢ تعریف

می�دهیم. نمایش Nil(R) نماد با و می�کنیم تعریف R اول ایده�آل�های همه�ی اشتراک صورت به و می�نامیم R

�

.Nil(R) = (۰) آن�گاه باشد یافته تقلیل حلقه�ی یک R اگر ۵.١.٢ گزاره

را J و I ایده�آل�های صورت این در باشند. R از ایده�آل دو J و I و حلقه یک R کنیم فرض ۶.١.٢ تعریف

� .I + J = R باشیم داشته هرگاه �می�گوییم هم-ماکسیمال

√
I+

√
J = R اگر صورت این در Rباشند. از ایده�آل دو J و I و Rیکحلقه فرضکنیم (١.١۶) [٩] ٧.١.٢ قضیه

.I + J = R آن�گاه

را R حلقه�ی ماکسیمال ایده�آل�های همه�ی اشتراک صورت این در باشد. حلقه یک R �کنیم فرض ٨.١.٢ تعریف

� می�دهیم. نمایش J(R) با و می�نامیم R جیکوبسون رادیکال

یک I و R تعویض�پذیر حلقه�ی روی تولید متناهی مدول Mیک کنید فرص ناکایاما) (لم (٨.٢۴) [١٧] ٩.١.٢ لم

.M = (۰) آن�گاه M = IM اگر صورت این در .I ⊆ J(R) که طوری به باشد R از ایده�آل

می�گوییم ساده R-مدول یک را M صورت این در باشد. ناصفر R-مدول یک M کنیم فرض ١٠.١.٢ تعریف

باشد. نداشته نابدیهی مدول زیر هیچ ،M هرگاه

�

� باشد. ساده R-مدول عنوان به I هرگاه می�گوییم مینیمال را R حلقه�ی از I ایده�آل ١١.١.٢ تعریف
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R مینیمال ایده�آل�های همه�ی مجموع را Soc(R) صورت این در باشد. حلقه یک R �کنیم فرض ١٢.١.٢ تعریف

� می�کنیم. تعریف صفر را Soc(R) آن�گاه باشد مینیمال ایده�آل فاقد R حلقه�ی اگر می�کنیم. تعریف

و اگر است ساده MیکR-مدول صورت این در باشد. دوری MیکR-مدول �کنیم فرض [٢١] ١٣.١.٢ گزاره

باشد. R از ماکسیمال ایده�آل یک Ann(M) اگر تنها

■ می�شود. دیده راحتی به اثبات Rm ∼= R
Ann(m) رابطه�ی به بنا اثبات.

برای یا I۲ = (۰) صورت این در باشد. R حلقه�ی از مینیمال ایده�آل یک I �کنیم فرض بروئر) (لم [١٧] ١۴.١.٢ لم

.I = Re داریم R از e توان خود عضو یک

.Ia = I نتیجه در .I.a ̸= (۰) که طوری به دارد وجود ۰ ̸= a ∈ I صورت این در .I۲ ̸= (۰) �کنیم فرض اثبات.

به می�گیریم. نظر در را A = {x ∈ I | xa = ۰} مجموعه�ی حال .a = ea که دارد وجود e ∈ I عنصر بنابراین

.(e۲ − e)a = (۰) و e۲ − e ∈ I دیگر طرف از .A = (۰) رو این از .A ⊆ I و است R از ایده�آل یک A وضوح

■ .I = Re که طوری به e ∈ I دارد وجود نتیجه در .e۲ − e = (۰) پس

صورت این در باشد. آن از اول ایده�آل یک P و یافته تقلیل حلقه�ی یک R �کنیم فرض (٢.٢) [١۶] ١۵.١.٢ قضیه

که طوری به باشد داشته وجود y ∈ R \ P ،x ∈ P هر برای اگر تنها و اگر است مینیمال اول ایده�آل یک P

.xy = (۰)

J صورت این در باشد. R یافته�ی تقلیل حلقه�ی از تولید متناهی ایده�آل یک J �کنیم فرض [١۶] ١۶.١.٢ نتیجه

.Ann(J) ̸= (۰) اگر تنها و اگر است مینیمال اول ایده�آل یک در مشمول

نتیجه�ی طبق آن�گاه باشد P مانند مینیمال اول ایده�آل یک در مشمول J اگر .J = (a۱, . . . , an) �کنیم فرض اثبات.

یک u = u۱u۲ . . . un رو این از .i = ۱, . . . , n آن در که .uiai = (۰) که طوری به دارد وجود ui ∈ R\P ،١۵.١.٢

.Ann(J) ̸= (۰) �کنیم فرض عکس قسمت برای .Ann(J) ̸= پس(۰) دارد. Ann(J)تعلق به که است ناصفر عنصر

.Ann(J) ⊈ P که طوری به دارد وجود R از P مینیمال اول ایده�آل می�دهیم نشان

باشیم داشته P هر برای اگر پس .Nil(R) = (۰) بنابراین است، یافته تقلیل حلقه��ی یک R که آن�جایی از

است. تناقض این و Ann(J) = (۰) نتیجه در .Ann(J) ∈ ∩P∈Spec(R)P = (۰) آن�گاه Ann(J) ⊆ P

بنابراین ،J.Ann(J) = (۰) چون طرفی از .Ann(J) ⊈ P که طوری به دارد وجود P مینیمال اول ایده�آل پس

■ .J ⊆ P نتیجه در ،Ann(J) ⊈ P چون و J.Ann(J) ⊆ P
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اگر می�شود نامیده R-منظم ،r ∈ R عضو یک صورت این در باشد. حلقه یک R �کنیم فرض ١٧.١.٢ تعریف

� باشد. صفر مقسوم�علیه نه یکه، نه R یعنی باشد. نایکه r و r ̸∈ Z(R)

طوری به است R در r۱, ..., rd مانند d-تایی یک ، R-دنباله یک باشد. حلقه یک R �کنیم فرض ١٨.١.٢ تعریف

� باشد. -منظم R
(r۱,r۲,...,ri−۱)

،ri = ri +R ،i ≤ d هر برای که

مشمول R-��دنباله�ی ماکسیمال طول ،R در I درجه�ی باشد. R حلقه�ی از ایده�آل یک I �کنیم فرض ١٩.١.٢ تعریف

در m درجه�ی گاه آن باشد موضعی حلقه�ی یک (R,m) اگر ویژه به می�شود. داده نشان grade(I,R) با و است I در

� می�شود. داده نشان depth(R) با و می�شود نامیده R عمق ،R

می�شود، داده نشان ht(P ) با که P ارتفاع صورت این در باشد. اول ایده�آل یک P �کنیم فرض ٢٠.١.٢ تعریف

سوپریمم این که شرطی به است R اول ایده�آل�های از P۰ ⊊ P۱ ⊊ · · · ⊊ Pn = P زنجیرهای طول سوپریمم با برابر

آن�گاه باشد R از دلخواه ایده�آل یک I اگر کلی حالت در می�شود. تعریف ∞ صورت این غیر در باشد. داشته وجود

می�شود: تعریف زیر صورت به I ارتفاع

.ht(I) = Inf{ht(P ) | P ∈ Spec(R), I ⊆ P} �

با برابر می�شود، داده نشان dim(R) با که R بعد صورت این در باشد. حلقه یک R �کنیم فرض ٢١.١.٢ تعریف

� است. R اول ایده�آل�های از ،P۰ ⊊ P۱ ⊊ ... ⊊ Pn زنجیرهای طول سوپریمم

باشیم داشته R از I ایده�آل هر برای هرگاه می�نامیم کوهن-مکولای را R حلقه�ی ٢٢.١.٢ تعریف

� .grade(I,R) = ht(I)

گورنشتاین حلقه�ی یک Rصورت این در باشد آرتینی موضعی حلقه�ی یک (R,m) کنیم فرض [١٣] ٢٣.١.٢ تعریف

باشد. ۱ برابر ،R/m میدان روی Ann(m) برداری فضای بعد یعنی .dimR/m(Ann(m)) = ۱ اگر تنها و اگر است

�

معادلند، زیر شرایط صورت این در باشد. آرتینی موضعی حلقه�ی یک (R,m) �کنیم فرض [١٣] ٢۴.١.٢ قضیه
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است. گورنشتاین حلقه�ی یک R (١

.I = AnnAnn(I) ،R از I ایده�آل هر برای (٢

.I ∩ J ̸= (۰) ،R از J و I ایده�آل دو هر برای (٣

آن ازای به که را n مثبت صحیح عدد کوچک�ترین صورت این در باشد. حلقه یک R �کنیم فرض ٢۵.١.٢ تعریف

از R می�گوییم باشد، نداشته وجود عددی چنین که صورتی در می�گوییم. R مشخصهی ،n.۱R = (۰) باشیم داشته

p مانند اول عددی یا صفر یا R مشخصه�ی آن�گاه باشد صحیح دامنه�ی یک R اگر علاوه به است. صفر مشخصه�ی

� است.

حلقه�ی را L حلقه�ی صورت این در باشد. حلقه یک L و p = (۰) یا اول عدد یک p �کنیم فرض ٢۶.١.٢ تعریف

این مشخصه�ی و pL مساوی آن، ماکسیمال ایده�آل تنها و باشد نوتری موضعی حلقه�ی یک هرگاه می�گوییم ضریب

� باشد. p از توانی حلقه،

باشیم داشته که طوری به باشد آن از حلقه�ای زیر L و موضعی حلقه�ی یک (R,m) �کنیم فرض ٢٧.١.٢ تعریف

و باشد ضریب حلقه�ی یک L اگر است، ضریب حلقه�ی یک R برای L صورت این در .L = L/m و R = R/m

� باشد. استاندارد تابع − : R −→ R/m آن در که .L = R

یک R هرگاه می�گوییم، گسسته ارزه�ی حلقه�ی را R صورت این در باشد. حلقه� یک R �کنیم فرض ٢٨.١.٢ تعریف

� باشد. موضعی اصلی ایده�آل دامنه�ی

می�کنیم. بیان اثبات بدون است، شده آورده [١۴] مرجع در که را ضریب حلقه�های از قضیه چند ادامه در

در باشد. پوچ�توان آن ماکسیمال ایده�آل که طوری به باشد موضعی حلقه�ی یک R �کنیم فرض [١۴] ٢٩.١.٢ قضیه

است. ضریب حلقه�ی یک شامل R صورت این

p = (۰) یا اول عدد یک p آن در که باشد p مشخصه�ی با ضریب حلقه�ی یک R �کنیم فرض [١۴] ٣٠.١.٢ قضیه

p > ۰ آن در که charL = pn اگر به�علاوه است. میدان یک R صورت این در باشد. R ضریب حلقه�ی L و است
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و صفر مشخصه�ی با گسسته ارزه�ی حلقه�ی یک V آن در که است L = V/pnV فرم به L حلقه�ی آن�گاه n ≥ ۲ و

است. p مشخصه�ی با آن قسمتی خارج میدان

می�کنیم. بیان را حلقه�ها نظریه در چینی، باقی�مانده�ی قضیه�ی صورت بخش این پایان در

این در باشند. حلقه این از ماکسیمال هم�- ایده�آل�های I۱, . . . , In و حلقه یک R �کنیم فرض [٢٢] ٣١.١.٢ قضیه

ویژه به پوشاست. همریختی یک φ(r) =
∏n

i=۱(r +Ai) ضابطه�ی با ،φ : R −→
∏n

i=۱R/Ai همریختی صورت

.R/
∩n

i=۱ Ii
∼=

∏n
i=۱R/Ai بنابراین می�باشد،

∩n
i=۱ Ii برابر همریختی این هسته�ی چون

آرتینی و نوتری حلقه�های ٢.٢

می�کنیم. ارائه آرتینی و نوتری حلقه�های درباره�ی قضایایی بخش این در

پایه�ای قضیه�ی به بنا صورت این در باشند. متغیر x۱, . . . , xn و نوتری حلقه�ی یک R کنیم فرض [٩] ١.٢.٢ نتیجه

است. نوتری حلقه��ی یک نیز R[[x۱, . . . , xn]] ،[٩] مرجع در هیلبرت

یا است صفر مقسوم�علیه یا آن عنصر هر صورت این در باشد. آرتینی حلقه�ی یک R �کنیم فرض [٩] ٢.٢.٢ گزاره

وارون�پذیر.

R حلقه�ی چون .· · · ⊆ Ra۳ ⊆ Ra۲ ⊆ Ra داریم صورت این در باشد. R از عنصر یک a �کنیم فرض اثبات.

پس .Ran = Ran+۱ که طوری به دارد وجود n طبیعی عدد پس می�شود. متوقف زنجیر این بنابراین است، آرتینی

آن�گاه (۱− ra) = ۰ اگر صورت این در .an(۱− ra) = ۰ نتیجه در .an = ran+۱ که طوری به دارد وجود r ∈ R

بنابراین ،an(۱− ra) = ۰ و a۰(۱− ra) ̸= ۰ که آن�جایی از ،(۱− ra) ̸= ۰ اگر است. وارون�پذیر a پس .ra = ۱

.a(an۰−۱(۱− ra)) = ۰ نتیجه در .an۰(۱− ra) = ۰ آن ازای به که باشد nای کوچک�ترین n۰ که فرض�کنیم می�توان

است. صفر مقسوم�علیه aپس

■

صورت این در باشد. R از ماکسیمال ایده�آل یک m و آرتینی حلقه�ی یک R �کنیم فرض ٣.٢.٢ نتیجه

.m ⊆ Z(R)
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تعداد حاصل�ضرب با یکتا طور به R صورت این در باشد. آرتینی حلقه�ی یک R �کنیم فرض [٩] ۴.٢.٢ قضیه

است. یکریخت آرتینی، موضعی حلقه�ی متناهی

نوتری حلقه�ی یک اگر تنها و اگر است آرتینی R صورت این در باشد. حلقه� یک R �کنیم فرض [٩] ۵.٢.٢ قضیه

باشد. صفر بعد با

پوچ�توان Nil(R) یعنی R پوچ رادیکال صورت این در باشد. آرتینی حلقه�ی یک R �کنیم فرض [٩] ۶.٢.٢ قضیه

است.

ضربی بسته�ی مجموعه�ی یک را R از S مجموعه�ی زیر صورت این در باشد. حلقه یک R �کنیم فرض ٧.٢.٢ تعریف

� باشد. بسته ضرب عمل تحت S و ۱ ∈ S هرگاه می�گوییم،

حلقه�ی صورت این در باشد. R از ضربی بسته�ی مجموعه�ی زیر یک S و حلقه یک R �کنیم فرض ٨.٢.٢ تعریف

همچنین می�باشد. S−۱R = {a/s | a ∈ R, s ∈ S}صورت به می�شود، داده نمایش RS یا S−۱R با که R کسر�های

.u(at−bs) = ۰ که طوری به باشد داشته وجود u ∈ S اگر تنها و اگر a/s = b/t داریم a/s, b/t ∈ S−۱R هر برای

�

نماد با و نامیده کامل حلقه�ی S−۱R صورت این در .S = R \ Z(R) و حلقه یک R �کنیم فرض ٩.٢.٢ تعریف

� می�شود. داده نمایش T (R)

صورت این در باشد. R از ضربی بسته�ی زیرمجموعه�ی یک S و حلقه یک R �کنیم فرض [٩] ١٠.٢.٢ گزاره

حلقه�ای fهمریختی : R −→ S−۱R

a −→ a/۱ دارد. وجود

می�کنیم. بیان را زیر تعریف دو ،١٠.٢.٢ گزاره�ی به توجه با حال

نشان Ie نماد با که I توسیع ایده�آل صورت این در باشد. R حلقه�ی از ایده�آل یک I �کنیم فرض ١١.٢.٢ تعریف

� می�شود. تعریف Ie = {a/s | a ∈ I, s ∈ S} صورت به ١٠.٢.٢ گزاره�ی در f نگاشت به توجه با می�شود، داده
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صورت این در باشد. S−۱R از ایده�آل یک J و S به نسبت R کسرهای حلقه�ی S−۱R �کنیم فرض ١٢.٢.٢ تعریف

صورت به ١٠.٢.٢ گزاره�ی در f نگاشت به توجه با می�شود، داده نمایش Jc با که J انقباض اید�ه�آل

� می�شود. تعریف Jc = {r ∈ R | r/۱ ∈ J}

مجموعه�ی یک S آن در که باشد، R کسرهای حلقه�ی S−۱R و حلقه یک R �کنیم فرض (٣.١١) [١٧] ١٣.٢.٢ قضیه

که است R اول ایده�آل�های با یک به یک تناظر در S−۱R اول ایده�آل�های صورت این در است. R از ضربی بسته�ی

ندارند. اشتراکی هیچ S با

کسرهای حلقه�ی صورت این در .S = R \ P و باشد R حلقه�ی از اول ایده�آل یک P �کنیم فرض ١۴.٢.٢ تعریف

� می�دهیم. نمایش نیز RP نماد با را S−۱R یعنی R

در RP اول ایده�آل�های مجموعه�ی صورت این در باشد. R حلقه�ی از اول ایده�آل یک P �کنیم فرض ١۵.٢.٢ نتیجه

می�باشد. هستند، P در مشمول که R اول ایده�آل�های مجموعه�ی با یک به یک تناظر

موضعی حلقه�ی یک RP صورت این در باشد. R اول ایده�آل یک P و حلقه یک R کنیم فرض [١٧] ١۶.٢.٢ مثال

است.

یک m صورت این در می�کنیم. تعریف را m = {a/s | a ∈ P} مجموعه�ی حال .RP = S−۱R می�دانیم

ایده�آل یک I اگر نتیجه در است. RP از یکه عنصر یک b/tپس .b ∈ S آن�گاه b/t ̸∈ m اگر است. RP از ایده�آل

یک RP پس .I = RP رو این از است. RP از یکه عنصر یک شامل I آن�گاه ،I ⊈ m که طوری به باشد R از

� است. m ماکسیمال ایده�آل تنها با موضعی حلقه�ی

R مینیمال اول ایده�آل�های از مجموعه�ای {Pα}α⊂Λ و یافته تقلیل حلقه�ی یک R �کنیم فرض [٢٠] ١٧.٢.٢ قضیه

صورت، دراین باشد.

است. R/Pα از قسمتی خارج میدان RPα (۱

است. R صفر علیه�های مقسوم همه�ی مجموعه�ی ∪αPα (۲

Pα چون و است R از ایده�آل یک Oα پس .Oα = {r ∈ R | ∃u ∈ R \ Pα ; ur = ۰} �کنیم فرض اثبات.

RPα از اول ایده�آل تنها PαRPα داریم ١۶.٢.٢ مثال طبق که ازآن�جایی .Oα ⊆ Pα بنابراین است، اول ایده�آل یک

دارد وجود n > ۰ و u ∈ R \ Pα صورت این در ،p ∈ Pα اگر یعنی است. پوچ�توان PαRPα عضو هر پس است،

رو این از .ur = ۰ پس است، یافته تقلیل حلقه�ی یک R چون و (up)n = (۰) نتیجه در .upn = (۰) که طوری به


