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به: تقدیم خالصانه و ژرف سپاسی نشانه به

پدرم پاك روح

نمایم. تجربه را ایستادگی زندگی، عرصه در چگونه تا آموخت من به عالمانه که
.

مادرم وبه

فداکاري و عشق کران بی دریاي
است، درس همه برایم زندگی�اش لحظه لحظه که

زیستنم. اعتبار دعاهایش یاس عطر و



سپاس�گزاري...

به و شد رهنمونمان دانش و علم طریق به و بخشید مان هستی که را یکتا پروردگار کران بی سپاس
ساخت.به روزیمان را معرفت و علم از چینی خوشه و نمود مفتخرمان دانش و علم رهروان همنشینی

. نکوشم او خلق به خدمت جز یابم توفیق آنکه امید
مظاهري حمید دکتر آقاي جناب بزرگوارم، راهنماي استاد زحمات از می�دانم واجب خود بر آغاز در

�کنم. تشکر نمودند، یاري مرا فراوانشان، راهنمایی�هاي با که تهرانی
را قدردانی و تشکر کمال ارجمندم، مشاور استاد مشتاقیون، محمد دکتر آقاي جناب از همچنین

دارم.
گل ایثارش که مهربانم و دلسوز مادر از نمایم. می تشکر نیز زاده خادم آقاي جناب هاي کمک از و
تلاشم لحظه هر و بودند یاریگرم پیوسته که عزیزم خانواده از همچنین پروراند،و وجودم در را محبت

کنم. می گشته،تشکر میسر آن�ها فداکاري با
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پیشگفتار 1.0
محدب آنالیز توان می را یکنوا آنالیز کند. می بازي وکاربردهایش ریاضیات در مهمی نقش یکنوایی

تحدب زمینه در همکاري اولین گرفت. نظر در مقدماتی توابع از خاصی هاي کلاس پایه بر مطلق

در اما گرفت قرار استفاده مورد درمقاله[20] یکنوا آنالیز عبارت گرفت. انجام مقاله[12] در مطلق

آنالیز نتایج بقیه شد. مطالعه نامنفی مختصات با بردارهاي تمام از Rn
+ مخروط روي نتایج تنها آن

محدب مخروط یک روي به نتایج این آن از پس میشوند. [11]یافت درمقاله Rn فضاي روي یکنوا

در محدب صعودي توابع و (IPH) مثبت همگن صعودي .توابع شدند[7،6و8] داده توسیع اي نقطه

اند. شده مطالعه [9و10] درمقالات که هستند نظریه این از اصلی موضوع دو (ICAR) شعاع طول

محدب آنالیز در محدب وتوابع خطی زیر توابع همانند ترتیب به یکنوا آنالیز در توانند می توابع این

مجموعه همانند ترتیب به توان می را نرمال وهم نرمال هاي مجموعه همچنین شوند. گرفته نظر در

فضاي یک روي به یکنوا آنالیز نتایج برخی مقالات[18و19] در گرفت. نظر در مقعر و محدب هاي

مسائل اقتصادي، ریاضیات در کاربردهایی یکنوا آنالیز شدند. داده گسترش دلخواه توپولوژیک برداري

دارد. ها نامساوي نظریه و سازي بهینه

ت



1 فصل

ها نیاز پیش و مقدمات



و مثال ادامه در و پردازیم می نمادگذاري و اولیه تعاریف مفاهیم، بیان به ابتدا فصل این در

کنیم. می بیان را یکنوا آنالیز از قضایایی

می�کنیم: استفاده زیر متداول نمادهاي از نامه پایان این در

R = (−∞,+∞) R̄ = R ∪ {−∞} ∪ {+∞}

R+ = [٠,+∞) R− = (−∞, ٠]

R̄+ = [٠,+∞] R++ = (٠,+∞)

R̄− = [−∞, ٠] R+∞ = (−∞,+∞]

هاي مجموعه f : X −→ R̄ تابع براي باشد، توپولوژیک برداري فضاي یک X هرگاه

domf = {x ∈ X : −∞ < f(x) < +∞}

epif = {(x, α) ∈ X × R : f(x) ≤ α}

نشان را f تابع از گراف اپی زیر شکل کنیم. می تعریف f(x) گراف اپی و موثر دامنه ترتیب به را

دهد. می

باشد. f(x) > −∞ ،x ∈ X تمام ازاي به و domf ̸= ∅ هرگاه باشد می سره f تابع گوییم

h : X −→ R+∞ دلخواه توابع از اي مجموعه H و توپولوژیک برداري فضاي یک X همواه

شوند. می Xفرض روي
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یافته توسیع ومزدوج مطلق تحدب 1.1
دوگان سپس و پردازیم می توابع و ها مجموعه از مطلق تقعر و تحدب مفهوم بیان به بخش این در

کنیم. می بررسی را مینکوفسکی دوگان و فنچل-موریو

می�شود نامیده محدب C ⊂ X باشد، توپولوژیک برداري فضاي یک X هرگاه الف) .1.1.1 تعریف
، ٠ < λ < ١ و x, y ∈ C هر ازاي به هرگاه

λx+ (١− λ)y ∈ C

و x١, x٢ ∈ C ازاي به اگر است محدب f : C −→ R تابع باشد، محدب C ⊂ X هرگاه ب)

, t ∈ [٠, ١]

f(tx١ + (١− t)x٢) ≤ tf(x١) + (١− t)f(x٢)

باشد. محدب گرافش اپی اگر است محدب f تابع یک

، x, y ∈ B و λ ∈ R هر ازاي به هرگاه می�شود نامیده آفین B ⊂ X مجموعه الف) .2.1.1 تعریف

λx+ (١− λ)y ∈ B.

است. فضا زیر مبدا شامل آفین مجموعه یک

داشته وجود b ∈ Rn و h : X −→ Rn خطی تابع یک اگر است آفین f : X −→ Rn تابع ب)

x ∈ X هر ازاي به که باشد

f(x) = h(x) + b.

R٢ به R٢ از آفین تابع یک f(x, y) = (٢x + ٣, y − ۴x + ١) تابع مثال عنوان به .3.1.1 مثال
آنگاه h(x, y) = (٢x, y − ۴x) اگر زیرا است،

f(x, y) = h(x, y) + (٣, ١)

که M = a + L اگر تنها و اگر است آفین مجموعه یک M ناتهی مجموعه یک .4.1.1 گزاره
است. فضا زیر یک L و a ∈M
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ε > ٠ هر براي اگر است x٠ نقطه در (l.s.c) پایینی نیم�پیوسته f : X −→ R̄ تابع .5.1.1 تعریف
, x ∈ U هر ازاي به بطوریکه باشد داشته وجود x٠ از U همسایگی یک

f(x) ≥ f(x٠)− ε

دیگر بیانی به ویا

lim inf
y→x٠

f(y) ≥ f(x٠)

ε > ٠ هر براي اگر است x٠ نقطه در (u.s.c) بالایی نیم�پیوسته f : X −→ R̄ تابع .6.1.1 تعریف
, x ∈ V هر ازاي به بطوریکه باشد داشته وجود x٠ از V همسایگی یک

f(x) ≤ f(x٠)− ε

دیگر بیانی به ویا

lim sup
y→x٠

f(y) ≤ f(x٠).

مجموعه اگر است ( محدب -H ) H به نسبت مطلق محدب f : X −→ R+∞ تابع .7.1.1 تعریف
که طوري به باشد داشته وجود U ⊆ H

f(x) = sup{h(x) : h ∈ U}

تنها و اگر است پائینی پیوسته نیم و محدب f : X −→ R+∞ تابع ، محدب آنالیز از قضایایی بنابر

تعریف آفین توابع تمام مجموع H هرگاه لذا باشد. پیوسته آفین توابع از اي مجموعه از سوپریمم اگر

باشد. محدب -H اگر تنها و اگر است پائینی پیوسته نیم و محدب f باشدآنگاه Xروي شده
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کنیم می تعریف H به نسبت را f : X −→ R+∞ تابع گاه تکیه الف) .8.1.1 تعریف
supp(f,H) = {h ∈ H : h(x) ≤ f(x), ∀x ∈ X}.

ضابطه با CoHf : X −→ R+∞ تابع ب)

CoHf(x) := sup{h(x) : h ∈ supp(f,H)}

نامیم. می f از محدب غلاف −H را

.f = CoHf اگر فقط و اگر است محدب −H ،f : X −→ R+∞ .9.1.1 گزاره

هرگاه برهان.
f = CoHf(x) := sup{h(x) : h ∈ supp(f,H)}

مجموعه اگر حال است. محدب −H ،f (7.1.1) تعریف طبق آنگاه supp(f,H) ⊆ H وقتی

بطوریکه باشد داشته وجود U ⊆ H

f(x) = sup{h(x) : h ∈ U}

, x ∈ X هر ازاي به آنگاه است U ⊆ supp(f,H) وقتی

f(x) = sup{h(x) : h ∈ U} ≤ sup{h(x) : h ∈ supp(f,H)} = CoHf(x)

.CoHf ≤ f لذا h ≤ f ، h ∈ supp(f,H) هر ازاي به طرفی واز

می�شود نامیده مطلق خطی توابع مجموعه�ي l : X −→ R خطی توابع از L مجموعه .10.1.1 تعریف
تابع یک نباشد. L به متعلق c ̸= ٠ با hl,c(x) = l(x) − c انتقال تابع هیج l ∈ L هر براي اگر

HL با را آفین�ها −L تمام مجموعه�ي و می�شود نامیده آفین −L تابع ٠ ̸= c ∈ R و l ∈ L با hl,c
می�دهیم. نمایش

می�شود نامیده محدب) −H ) H به نسبت مطلق محدب A ⊂ X ناتهی مجموعه�ي .11.1.1 تعریف
بطوریکه باشد داشته وجود h ∈ H تابع یک x ∈ X\A هر براي اگر

h(x) > sup
u∈A

h(u)

است. محدب −H تهی، مجموعه�ي
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V ⊂ H مجموعه اگر است H به نسبت مطلق مقعر f : X −→ R+∞ تابع یک .12.1.1 تعریف
که باشد داشته وجود

f(x) = inf{h(x) : h ∈ V }

و باشد سره تابع یک f : X −→ R+∞ هرگاه .13.1.1 تعریف

x٠ ∈ domf = {x ∈ X : f(x) < +∞}

مجموعه

∂Hf(x٠) := {h ∈ H : f(x)− f(x٠) > h(x)− h(x٠), x ∈ X}

می�شود. نامیده x٠ نقطه�ي در f از دیفرانسیل زیر −H

اگر است ناتهی ∂Hf(x٠) .14.1.1 گزاره

f(x٠) = max{h(x٠) : h ∈ supp(f,H)}.

هر ازاي به اینکه از h(x٠) = f(x٠) بطوریکه باشد داشته وجود h ∈ supp(f,H) هرگاه برهان.
که گیریم می نتیجه h(x) ≤ f(x) , x ∈ X

f(x)− f(x٠) ≥ h(x)− f(x٠) ≥ h(x)− h(x٠)

.h ∈ ∂Hf(x٠) لذا

کنیم: می بیان را دوگانی نوع دو اینجا در

است ساز جفت φ : X × Y −→ R+∞ تابع باشد، مجموعه�ها از جفت یک (X, Y ) هرگاه (1

تابع و f : X −→ R+∞ توابع تمام مجموعه اجتماع FX اگر حال .φ(x, y) := y(x) اگر

مزدوج f −→ fφ نگاشت ،f−∞(x) = −∞ داریم، x ∈ X تمام براي که باشد f−∞

است زیر ضابطه با FX روي شده تعریف φ با مطابق فنچل-موریو

fφ(y) = sup
x∈X

{φ(x, y)− f(x)} , y ∈ Y
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فنچل-موریو مزدوج باشد، φ′(y, x) = φ(x, y) با Y ×X روي شده تعریف تابع φ′ هرگاه

است زیر ضابطه با FY روي شده تعریف g −→ gφ
′ نگاشت φ′ با مطابق

gφ
′
(x) := sup

y∈Y
{φ′(y, x)− g(y)}

= sup
y∈Y

{φ(x, y)− g(y)}

و y ∈ Y هر براي است X مجموعه�ي روي شده تعریف توابع از مجموعه�اي Y که حالتی در

هرگاه می�گیریم نظر در را HY = {hy,γ : y ∈ Y , γ ∈ R} و hy,γ(x) = y(x)− γ تابع γ ∈ R

شود. می حاصل زیر نتیجه شود تعریف φ(x, y) = y(x) با φ : X × Y −→ R+∞

و اگر fφφ′
= f خصوص به fφφ′

= (fφ)φ′ = CoHY
f نتیجه در f ∈ FX هرگاه .15.1.1 قضیه

باشد. محدب −HY تابع f اگر تنها

است. بدیهی (9.1.1) گزاره و فنچل-موریو مزدوج نگاشت تعریف از برهان.

−H هاي مجموعه زیر تمام مجموعه SX,H و محدب −H توابع تمام مجموعه PX,H هرگاه (2

با شده تعریف φ : PX,H −→ SX,H نگاشت باشد، X از محدب

φ(f) = supp(f,H)

موضعا فضاي در شده تعریف خطی توابع مجموعه L اگر شود. می خوانده مینکوفسکی دوگانی

با مینکوفسکی دوگانی ∂p(٠) = {l ∈ L : l(x) ≤ p(x),∀x ∈ X} زمانیکه باشد، X محدب

است. مطابق p −→ ∂p(٠) نگاشت

آنگاه ، f ∈ FX هرگاه .16.1.1 گزاره
supp(f,HL) = epifφ

ازاي به اگر تنها و اگر است برقرار رابطه این و λ ≥ fφ(h)اگر تنها و اگر (h, λ) ∈ epifφ برهان.
x ∈ X هر

λ ≥ h(x)− f(x)

است. ارز هم (h, λ) ∈ supp(f,HL) با این و
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نشان را -موریو فنچل و مینکوفسکی دوگانی ارتباط φ(f) = supp(f,HL) = epifφ تساوي

دهد. می

یکنوا آنالیز 2.1
مفاهیم بیان به اینجا در است. توابع از خاصی کلاسهاي به نسبت مطلق محدب آنالیز یکنوا، آنالیز

پردازیم. می یکنوا آنالیز از اي اولیه

،λ > ٠ تمام براي اگر است مخروط K ⊆ X مجموعه .1.2.1 تعریف
λK ⊆ K

اگر است اي نقطه و

(٠ ̸= x ∈ K) =⇒ −x /∈ K.

اگر است اي نقطه بسته محدب مخروط یک لذا است صفر شامل بسته محدب مخروط یک

K ∩ −K = {٠}

نقطه�اي بسته محدب مخروط K و باشد توپولوژیک برداري فضاي یک X کنیم می فرض

شود: می تعریف صورت بدین X روي K توسط شده القا ترتیب آنگاه باشد.

x ≤ y ⇐⇒ y − x ∈ K,

x < y ⇐⇒ y − x ∈ K\{٠},

x≪ y ⇐⇒ y − x ∈ intK.

دهیم.) می نمایش intK با را K (درون

با توپولوژیک برداري فضاي یک Xو اي نقطه بسته محدب مخروط K همواره نامه پایان این در

باشند. می بالا ترتیب

تمام ازاي به اگر می�شود نامیده γ درجه از مثبت همگن p : X −→ R̄ تابع الف) .2.2.1 تعریف
،λ ≥ ٠ و x ∈ X

8



p(λx) = λγp(x).

،λ > ٠ و x ∈ X تمام ازاي اگربه شود می نامیده مثبت همگن پاد q : X −→ R+ تابع ب)

q(λx) = λ−١q(x).

اگر است صعودي p تابع که می�کنیم یادآوري

x ≥ y =⇒ p(x) ≥ p(y)

،λ ∈ (٠, ١] و x ∈ X تمام براي اگر می�شود نامیده شعاعی f : X −→ R̄+ تابع .3.2.1 تعریف
f(λx) ≤ λf(x)

،λ ∈ (٠, ١] و x ∈ X تمام براي اگر است شعاعی هم f و

f(λx) ≥ λf(x)

است. شعاعی هم b ≥ ٠ ازاي به و شعاعی b ≤ ٠ ازاي به f(x) = ax+ bتابع .4.2.1 مثال

اگر می�شود، نامیده نرمال K از A زیرمجموعه�ي یک الف) .5.2.1 تعریف
(x ∈ A , x′ ∈ K , x′ ≤ x) =⇒ x′ ∈ A

اند. نرمال Kمجموعه و تهی مجموعه

اگر می�شود، نامیده نرمال هم K از B ناتهی زیرمجوعه�ي یک ب)

(x ∈ B , x′ ∈ K , x ≤ x′) =⇒ x′ ∈ B

باشد. نرمال هم K\A اگر تنها و اگر است نرمال A مجموعه تعریف طبق

اگر است، شعاعی X از A زیرمجموعه�ي الف) .6.2.1 تعریف
( x ∈ A , λ ∈ (٠, ١) ) =⇒ λx ∈ A

اگر است، هم�شعاعی X از B زیرمجموعه�ي ب)

(x ∈ B , λ > ١) =⇒ λx ∈ B

هستند. هم�شعاعی هم�نرمال، مجموعه�هاي و هستند شعاعی نرمال مجموعه�هاي .7.2.1 نکته
9



اگر است پائینی W ⊆ X مجموعه� الف) .8.2.1 تعریف
(x ∈ W , x′ ≤ x) =⇒ x′ ∈ W

اگر است بالایی V ⊆ X مجموعه ب)

(x′ ∈ V , x′ ≤ x) =⇒ x ∈ V

مجموعه با ترتیب به نرمال هم و نرمال هاي مجموعه آنگاه باشد K = X هرگاه باشید داشته توجه

شوند. می یکی بالایی و پائینی هاي

می�کنیم. تعریف را ℓ : X ×X → R̄+ ساز جفت تابع .9.2.1 تعریف
ℓ(x, y) := max{λ ≥ ٠ : λy ≤ x}

بررسی ℓ تابع روي را شرایط بعضی بعد قضیه در .maxR := +∞ , max∅ := ٠ داد قرار با

می�کنیم.

است برقرار زیر روابط γ > ٠ و y, x, x′ ∈ X هر براي .10.2.1 قضیه

.ℓ(γx, y) = γℓ(x, y) (1

.ℓ(x, γy) = ١
γ
ℓ(x, y) (2

.y ∈ −Kآنگاه ℓ(x, y) = +∞ اگر (3

.x /∈ −K اگر تنها و اگر ℓ(x, x) = ١ (4

.ℓ(x, y) = +∞ آنگاه y ∈ −K و x ∈ K اگر (5

.ℓ(x, y) ≤ ℓ(x′, y) آنگاه x ≤ x′ اگر (6

.ℓ(x, y) ≥ ℓ(x, y′) آنگاه y ≤ y′اگر (7

.ℓ(x, ٠) = +∞ (8

.ℓ(٠, y) = ٠ آنگاه y ̸= ٠ اگر (9

.ℓ(x, y) < +∞ ،y ∈ K\{٠} هر ازاي به و x ∈ K هر ازاي به (10
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(1 برهان.

ℓ(γx, y) = max{λ′ ≥ ٠ : λ′y ≤ γx}

= max{λ′ ≥ ٠ :
λ′

γ
y ≤ x}

= max{γµ ≥ ٠ : µy ≤ x} = γℓ(x, y)

(2

ℓ(x, γy) =max{µ ≥ ٠ : µγy ≤ x}

= max{λ
γ
≥ ٠ : λy ≤ x} =

١
γ
ℓ(x, y)

λn → +∞ که است موجود {λn}n≥١ دنباله یک ℓ تابع تعریف بنابر ،ℓ(x, y) = +∞ هرگاه (3

.y ∈ −K لذا و y ≤ ٠ است بسته مخروط K که چون .y ≤ ( ١
λn
)x ،n ≥ ١ براي و

براي باشد x /∈ −K که صورتی در .ℓ(x, x) ≥ ١ ،x ∈ X تمام براي است ٠ ∈ K زمانیکه (4

−x = − ١
١−λ

(١ − λ)x ∈ K اینصورت غیر در (زیرا λ ≤ ١ نتیجه در و λx ≤ x ،λ > ٠

.ℓ(x, x) = ١ بنابراین و است.) تضاد در x /∈ −K با که

نتیجه در .x ∈ −K یعنی نباشد درست حکم که می�کنیم فرض ℓ(x, x) = ١ هرگاه برعکس

تضاد در ℓ(x, x) = ١ فرض با که ℓ(x, x) = +∞ > ١ لذا و λx ≤ x ،λ > ١ تمام براي

می�شود. ثابت حکم اینرو از و است،

است. قبل قسمت�هاي مشابه (5

و x ≤ x′ هرگاه (6

Λx,y = {λ ≥ ٠ : λy ≤ x}

و

Λx′,y = {γ ≥ ٠ : γy ≤ x′}

که است واضح

Λx,y ⊆ Λx′,y
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بنابراین ،Λx,y = ∅ می�دهد نتیجه باشد Λx′,y = ∅ اگر کنید توجه

ℓ(x, y) ≤ ℓ(x′, y).

می�شود. اثبات (۶) قسمت مشابه (7

ℓ(x,٠) = max{λ ≥ ٠ : ٠ ≤ x} = +∞ (8

است. واضح (9

است. واضح K بودن نقطه�اي و (٣) بنابر (10

باشد. Rn در نامنفی مختصات با بردارهاي تمام از Rn
+ مخروط K و X = Rn هرگاه .11.2.1 مثال

کنیم می تعریف را زیر اندیس مجموعه�هاي x ∈ Rn بردار هر براي I = {١, ٢, · · · , n} هرگاه

I٠(x) = {i ∈ I : xi = ٠}

I+(x) = {i ∈ I : xi > ٠}

I−(x) = {i ∈ I : xi < ٠}

می�دهیم نشان c
x
با را زیر مختصات با بردار ،c ∈ R و x ∈ Rn هرگاه

(
c

x
)i =


c
xi

i /∈ I٠(x)

٠ i ∈ I٠(x)

x, y ∈ Rn هر براي نتیجه در

ℓ(x, y) =


min

i∈I+(y)

xi

yi
x ∈ K+

y

٠ x /∈ K+
y

که وقتی

K+
y =

{
x ∈ Rn : ∀i ∈ I+(y) ∪ I٠(y) , xi ≥ ٠

}
.

می�شود تعریف ℓy(x) = ℓ(x, y) فرمول با که ℓy : X → R̄+ تابع y /∈ −K هرگاه .12.2.1 قضیه
است. بالایی پیوسته نیم
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