
فناوری و تحقیقات وزارتعلوم،

دامغان دانشگاه
کامپیوتر علوم و ریاضی دانشکده

ارشد کارشناسͬ پایان�نامه
کاربردی ریاضͬ

از استفاده هدایتگرماییمعکوسبا مسایل حل

روشسینک

توسط:
هولاری طاهره سیده

راهنما: استاد
پورقلی رضا دکتر

مشاور: استاد
علیعباسیملایی دکتر

١٣٩١ شهریور





خدا نام به

روش از استفاده هدایتگرماییمعکوسبا مسایل حل

سینک

توسط:
هولاری طاهره سیده

پایان�نامه

اخذ برای لازم تحصیلͬ فعالیت�های از بخشͬ عنوان به دانشͽاه تکمیلͬ تحصیلات به شده ارائه

ارشد کارشناسͬ درجه

رشته در

کاربردی ریاضͬ

دامغان دانشͽاه از
عالͬ درجه: با پایان�نامه کمیته توسط شده تأیید و ارزیابی

دامغان دانشͽاه کامپیوتر علوم و ریاضͬ دانشͺده عددی آنالیز گرایش کاربردی ریاضͬ استادیار پورقلͬ رضا دکتر

راهنما) (استاد

کامپیوتر علوم و ریاضͬ دانشͺده عملیات در تحقیق گرایش کاربردی ریاضͬ استادیار ملایی عباسͬ علͬ دکتر

مشاور) (استاد دامغان دانشͽاه

(داور دامغان دانشͽاه کامپیوتر علوم و ریاضͬ دانشͺده آمار گرایش کاربردی ریاضͬ استادیار قاسمیان جواد دکتر

اول)

و ریاضͬ دانشͺده معادلات نظریۀ و ͬͺدینامی سیستم�های محضگرایش ریاضͬ استادیار اصفهانͬ امین سید دکتر

دوم) (داور دامغان دانشͽاه کامپیوتر علوم

دانشͽاه کامپیوتر علوم و ریاضͬ دانشͺده ریاضͬ محضگرایشمنطق ریاضͬ استادیار خورمیزی زارع مصطفͬ دکتر

تکمیلͬ) تحصیلات (نماینده دامغان

١٣٩١ شهریور



ଘم৤قدৎ
........................ به تقدیم



ণپاسࢂචاری
................ از مͬ�کنم سپاسͽزاری



چͺیده

روش از استفاده هدایتگرماییمعکوسبا مسایل حل

سینک

وسیله�ی: به

هولاری طاهره سیده

روش پایه�ی بر اختلال دارای داده�های با معکوس گرمایی هدایت مسئله�ی ͷی حل برای عددی روش ͷی پایان�نامه، این در

شد. خواهد تعیین مسئله این برای پایدار عددی جواب ͷی شود. مͬ مطرح گالرکین سینک

٠ < a < ١ به�طوری�که ،x = aنقطه�ی در را u(x, t) و داده قرار بدنه� از داخلͬ یͷنقطه�ی در را یͷسنسور منظور، این به

معکوس مسئله�ی مجهول توابع تخمین برای موردنظر رویͺرد بازدهͬ شده، حاصل عددی نتایج کرد. خواهیم اندازه�گیری ،

مͬ�دهد. نشان را

منظم�سازی. روش�های و بد-وضع مسائل ، معکوس مسائل سینک، تابع کلیدی: کلمات

د



فهرستمطالب

ه� مطالب فهرست

ز جدول�ها فهرست

ط شͺل�ها فهرست

١ جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات ١

١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١-١

٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خوش-وضع و بد-وضع مسائل ١-٢

٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معکوس مسائل دسته�بندی ١-٣

۵ . . . . . . . . . . . . . . معکوس گرمایی هدایت مسائل صنعتͬ کاربردهای از برخͬ ۴-١

٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معکوس گرمایی هدایت مسائل از مثال�هایی ۵-١

١٢ معادلاتخطͬ دستگاه حل برای منظم�سازی روش ٢

١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بد-وضع مسائل ٢-١

١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منظم�سازی روش�های ٢-٢

١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متعامد ماتریس�های ٢-٣

١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثبت معین ماتریس�های ۴-٢

٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (SVD) ماتریس تکین مقدار تجزیۀ ۵-٢

٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گرام-اشمیت متعامدسازی فرآیند ۶-٢

٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فیلتر ضرایب ٢-٧

٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منظم�سازی پارامتر انتخاب روش�های ٢-٨

ه�



٣١ �روشسینک-�گالرکین ٣

٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٣-١

٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مستقیم گرمایی هدایت مسألۀ حل ٣-٢

۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سیستم گسسته�سازی ٣-٣

۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گرما معادله برای معکوس مسئله ۴-٣

۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سیستم گسسته�سازی ۵-٣

۴٢ عددی نتایج ۴

۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١-۴

۶٢ مراجع

۶۵ انگلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

۶٨ فارسͬ به انگلیسͬ واژه�نامه

و



فهرستجدول�ها

داده�ی با ٠ مرتبه�ی تیخونوف منظم�سازی از استفاده با p(t) تقریبی و دقیق جواب بین ی مقایسه ١-۴

۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Mx = ۴ هرگاه اختلال دارای

داده�ی با ٠ مرتبه�ی تیخونوف منظم�سازی از استفاده با p(t) تقریبی و دقیق جواب بین ی مقایسه ٢-۴

۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Mx = ٨ هرگاه اختلال دارای

داده�ی با ٠ مرتبه�ی تیخونوف منظم�سازی از استفاده با p(t) تقریبی و دقیق جواب بین ی مقایسه ٣-۴

۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Mx = ١۶ هرگاه اختلال دارای

داده�ی با ١ مرتبه�ی تیخونوف منظم�سازی از استفاده با p(t) تقریبی و دقیق جواب بین ی مقایسه ۴-۴

۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Mx = ۴ هرگاه اختلال دارای

داده�ی با ١ مرتبه�ی تیخونوف منظم�سازی از استفاده با p(t) تقریبی و دقیق جواب بین ی مقایسه ۵-۴

۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Mx = ٨ هرگاه اختلال دارای

داده�ی با ١ مرتبه�ی تیخونوف منظم�سازی از استفاده با p(t) تقریبی و دقیق جواب بین ی مقایسه ۶-۴

۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Mx = ١۶ هرگاه اختلال دارای

داده�ی با ٢ مرتبه�ی تیخونوف منظم�سازی از استفاده با p(t) تقریبی و دقیق جواب بین ی مقایسه ٧-۴

۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Mx = ۴ هرگاه اختلال دارای

داده�ی با ٢ مرتبه�ی تیخونوف منظم�سازی از استفاده با p(t) تقریبی و دقیق جواب بین ی مقایسه ٨-۴

۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Mx = ٨ هرگاه اختلال دارای

داده�ی با ٢ مرتبه�ی تیخونوف منظم�سازی از استفاده با p(t) تقریبی و دقیق جواب بین ی مقایسه ٩-۴

۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Mx = ١۶ هرگاه اختلال دارای

داده�ی با ٠ مرتبه�ی تیخونوف منظم�سازی از استفاده با p(t) تقریبی و دقیق جواب بین ی مقایسه ١٠-۴

۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Mx = ۴ هرگاه اختلال دارای

ز



داده�ی با ٠ مرتبه�ی تیخونوف منظم�سازی از استفاده با p(t) تقریبی و دقیق جواب بین ی مقایسه ١١-۴

۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Mx = ٨ هرگاه اختلال دارای

داده�ی با ٠ مرتبه�ی تیخونوف منظم�سازی از استفاده با p(t) تقریبی و دقیق جواب بین ی مقایسه ١٢-۴

۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Mx = ١۶ هرگاه اختلال دارای

داده�ی با ١ مرتبه�ی تیخونوف منظم�سازی از استفاده با p(t) تقریبی و دقیق جواب بین ی مقایسه ١٣-۴

۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Mx = ۴ هرگاه اختلال دارای

داده�ی با ١ مرتبه�ی تیخونوف منظم�سازی از استفاده با p(t) تقریبی و دقیق جواب بین ی مقایسه ١۴-۴

۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Mx = ٨ هرگاه اختلال دارای

داده�ی با ١ مرتبه�ی تیخونوف منظم�سازی از استفاده با p(t) تقریبی و دقیق جواب بین ی مقایسه ١۵-۴

۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Mx = ١۶ هرگاه اختلال دارای

داده�ی با ٢ مرتبه�ی تیخونوف منظم�سازی از استفاده با p(t) تقریبی و دقیق جواب بین ی مقایسه ١۶-۴

۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Mx = ۴ هرگاه اختلال دارای

داده�ی با ٢ مرتبه�ی تیخونوف منظم�سازی از استفاده با p(t) تقریبی و دقیق جواب بین ی مقایسه ١٧-۴

۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Mx = ٨ هرگاه اختلال دارای

داده�ی با ٢ مرتبه�ی تیخونوف منظم�سازی از استفاده با p(t) تقریبی و دقیق جواب بین ی مقایسه ١٨-۴

۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Mx = ١۶ هرگاه اختلال دارای

ح



فهرستشکل�ها

۶ . . . . . . سطح حرارتͬ شار تخمین گردش،جهت حال در ͷموش فضایی وسیلۀ ͷی از مثالͬ ١-١

۶ . . . . . . . . . . . مسأله دو به منفرد سنسور ͷی با معکوس گرمایی هدایت مسألۀ تقسیم ١-٢

٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توربین پره کلͬ نمای ١-٣

٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . DE Dsو دامنه�های بین رابطه�ی ٣-١

٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Dw Dsو دامنه�های بین رابطه�ی ٣-٢

� مسئله�ی برای ٠ مرتبه�ی تیخونوف منظم�سازی از استفاده با تقریبی و دقیق نتایج بین مقایسه�ی ١-۴

۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Mx = ۴ هرگاه اختلال دارای داده�ی (١١.٣)با

� مسئله�ی برای ٠ مرتبه�ی تیخونوف منظم�سازی از استفاده با تقریبی و دقیق نتایج بین مقایسه�ی ٢-۴

۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Mx = ٨ هرگاه اختلال دارای داده�ی (١١.٣)با

� مسئله�ی برای ٠ مرتبه�ی تیخونوف منظم�سازی از استفاده با تقریبی و دقیق نتایج بین مقایسه�ی ٣-۴

۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Mx = ١۶ هرگاه اختلال دارای داده�ی (١١.٣)با

� مسئله�ی برای ١ مرتبه�ی تیخونوف منظم�سازی از استفاده با تقریبی و دقیق نتایج بین مقایسه�ی ۴-۴

۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Mx = ۴ هرگاه اختلال دارای داده�ی (١١.٣)با

� مسئله�ی برای ١ مرتبه�ی تیخونوف منظم�سازی از استفاده با تقریبی و دقیق نتایج بین مقایسه�ی ۵-۴

۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Mx = ٨ هرگاه اختلال دارای داده�ی (١١.٣)با

� مسئله�ی برای ١ مرتبه�ی تیخونوف منظم�سازی از استفاده با تقریبی و دقیق نتایج بین مقایسه�ی ۶-۴

۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Mx = ٨ هرگاه اختلال دارای داده�ی (١١.٣)با

� مسئله�ی برای ٢ مرتبه�ی تیخونوف منظم�سازی از استفاده با تقریبی و دقیق نتایج بین مقایسه�ی ٧-۴

۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Mx = ۴ هرگاه اختلال دارای داده�ی (١١.٣)با

ط



� مسئله�ی برای ٢ مرتبه�ی تیخونوف منظم�سازی از استفاده با تقریبی و دقیق نتایج بین مقایسه�ی ٨-۴

۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Mx = ٨ هرگاه اختلال دارای داده�ی (١١.٣)با

� مسئله�ی برای ٢ مرتبه�ی تیخونوف منظم�سازی از استفاده با تقریبی و دقیق نتایج بین مقایسه�ی ٩-۴

۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Mx = ١۶ هرگاه اختلال دارای داده�ی (١١.٣)با

� مسئله�ی برای ٠ مرتبه�ی تیخونوف منظم�سازی از استفاده با تقریبی و دقیق نتایج بین مقایسه�ی ١٠-۴

۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Mx = ۴ هرگاه اختلال دارای داده�ی (١١.٣)با

� مسئله�ی برای ٠ مرتبه�ی تیخونوف منظم�سازی از استفاده با تقریبی و دقیق نتایج بین مقایسه�ی ١١-۴

۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Mx = ٨ هرگاه اختلال دارای داده�ی (١١.٣)با

� مسئله�ی برای ٠ مرتبه�ی تیخونوف منظم�سازی از استفاده با تقریبی و دقیق نتایج بین مقایسه�ی ١٢-۴

۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Mx = ١۶ هرگاه اختلال دارای داده�ی (١١.٣)با

� مسئله�ی برای ١ مرتبه�ی تیخونوف منظم�سازی از استفاده با تقریبی و دقیق نتایج بین مقایسه�ی ١٣-۴

۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Mx = ۴ هرگاه اختلال دارای داده�ی (١١.٣)با

� مسئله�ی برای ١ مرتبه�ی تیخونوف منظم�سازی از استفاده با تقریبی و دقیق نتایج بین مقایسه�ی ١۴-۴

۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Mx = ٨ هرگاه اختلال دارای داده�ی (١١.٣)با

� مسئله�ی برای ١ مرتبه�ی تیخونوف منظم�سازی از استفاده با تقریبی و دقیق نتایج بین مقایسه�ی ١۵-۴

۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Mx = ١۶ هرگاه اختلال دارای داده�ی (١١.٣)با

� مسئله�ی برای ٢ مرتبه�ی تیخونوف منظم�سازی از استفاده با تقریبی و دقیق نتایج بین مقایسه�ی ١۶-۴

۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Mx = ۴ هرگاه اختلال دارای داده�ی (١١.٣)با

� مسئله�ی برای ٢ مرتبه�ی تیخونوف منظم�سازی از استفاده با تقریبی و دقیق نتایج بین مقایسه�ی ١٧-۴

۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Mx = ٨ هرگاه اختلال دارای داده�ی (١١.٣)با

� مسئله�ی برای ٢ مرتبه�ی تیخونوف منظم�سازی از استفاده با تقریبی و دقیق نتایج بین مقایسه�ی ١٨-۴

۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Mx = ١۶ هرگاه اختلال دارای داده�ی (١١.٣)با

ی



١ فصل

مشتقاتجزئی با معادلاتدیفرانسیل

مقدمه ١-١

و مرزی شرایط بودن معلوم فرض با حرارت درجه یافتن گرمایی، هدایت مسائل در مسئله حل از هدف اگر

مسئله، حل در اگر اما، است مستقیم مسئله�ی ͷی مسئله�ای چنین آن�گاه باشد، مسئله دامنه�ی در مسئله آغازین

و نبوده حل قابل مستقیم به�طور مسئله این آن�گاه باشد، مدنظر مسئله حرارت درجه به�جز شرایطͬ یا شرط یافتن

ͷی به تبدیل مسئله صورت این در هستیم. داخلͬ نقطه�ی چند یا ͷی در دما اندازه�گیری نیازمند آن حل برای

آن مفهوم ولͬ ندارد وجود معکوس مسئله�ی ͷی از دقیقͬ و رسمͬ تعریف اگرچه مͬ�شود. معکوس مسئله�ی

معکوس، مسئله�ی ͷی در معمولا است. گرفته قرار استفاده مورد وسیعͬ به�صورت مدرن کاربردی ریاضیات در

محیط هر یا رسانا ͬͺفیزی تغییرات با رسانا شͺل سطح، بار گرمایی، هدایت ضریب چͽالͬ، مانند کمیت�هایی

.[٣] باشد و... ثابت شͺل، از تابعͬ زمان، از تابعͬ مͬ�تواند که مͬ�شوند مشخص دیͽر

غیرمستقیم، اندازه�گیری�های واقع در هستند. غیرمستقیم اندازه�گیری مسائل از مجموعه�ای زیر معکوس، مسائل

معمولا مسائلͬ چنین در مͬ�آیند. پیش کاربردی زمینه�های در مسائل این مͬ�کند. توصیف را مسئله ͷی ماهیت

حساسیت زیرا مͬ�باشند دشوار مسائل معکوسجزء مسائل مͬ�شود. اندازه�گیری موردنظر پدیده اثراتغیرمستقیم

ارائه ریاضͬ مدل ͷی مͬ�توان معکوس مسئله�ی ͷی برای دارند. شده اندازه�گیری مقادیر خطای به نسبت زیادی

برای بنابراین نمͬ�آید. به�دست دقیقͬ جواب معمولا و بوده دشوار بسیار معکوس مسئله�ی ͷی حل فرایند اما داد.

تصادفͬ روش�های منظم�سازی، تکنی�ͷهای تکراری، روش�های مانند: تقریبی روش�های از مسائلͬ چنین حل

تکنی�ͷهای مͬ�کنند، جستجو جواب�ها زیرمجموعه�ی در را تقریبی جواب که روش�هایی سیستم، شناسایی و

مͬ�کنیم. استفاده مستقیم عددی روش�های یا و تلفیقͬ

١



خوش-وضع و بد-وضع مسائل ١-٢

است شده تعریف زیر به�صورت مسئله ͷی کنید فرض

Au = g (١.١)

در AUمͬ�باشد. ∈ G به�طوری�که است Aیͷعملͽر و ͷمتری Gفضاهای Uو و g ∈ G ، u ∈ U این�جا در

مͬ�دهد نشان را پدیده خواص g و مͬ�کند توصیف را پدیده ͷی از حالتͬ که باشد برداری مͬ�تواند u کلͬ حالت

.[١٣]

است زیر شرایط دارای خوش-وضع مسئله�ی ͷی

باشد. موجود g ∈ G هر ازاء به باید (١.١) معادله جواب •

باشد. یͺتا باید (١.١) معادله جواب •

فضای سراسر در ١−Aباید عملͽر یعنͬ باشد، پایدار راست سمت اختلال به نسبت باید (١.١) معادله جواب •

باشد. پیوسته و شده تعریف G

بد-وضع، مسائل برای مͬ�باشد. بد-وضع مسئله آن�گاه نباشد برقرار مسئله در شده بیان شرایط از ͬͺی اگر

به�طور (١.١) معادله جواب که معنͬ این به نمͬ�باشد، پیوسته ، AU ⊂ G دامنه�اش، در A−١ معکوس عملͽر

لزوما بد-وضع مسئله ͷی جواب که گفت مͬ�توان به�طورکلͬ .[١٧] ندارد بستگͬ g ∈ G ورودی به پیوسته

است. ورودی داده�های با ضعیف ارتباط دارای جواب ساختار و ندارد بستگͬ ورودی داده�های به پیوسته به�طور

برای مثال بهترین شود. جواب در بزرگ اختلالات سبب مͬ�تواند ͷکوچ شده�ی اندازه�گیری خطاهای به�علاوه،

نکات از بعضͬ مͬ�باشد. اختلال دارای ورودی داده با معکوس مسئله�ی جواب عددی اختلاف بالا، توضیحات

یافت. [٢٨] [٢]و در مͬ�توان را بد-وضع مسائل پیرامون جالب

معکوس مسائل دسته�بندی ١-٣

و شͺل با مͬ�رسد، انتگرالͬ معادلات یا جزئͬ مشتقات با معادلات فرموله�ی به که مهندسͬ در حاکم مسائل

داخلͬ، منبع�های مسئله، نظر مورد سیال ͬͺفیزی ویژگͬ�های آغازین، و مرزی شرایط مسئله، دامنه�ی اندازه�ی

باشد، معلوم اطلاعات این همه�ی اگر شد، اشاره بالا در که همان�طور مͬ�شوند. تعریف ورودی و خروجͬ شرایط

کلͬ فرم گرفت. نظر در خوش-وضع و حل قابل آن�را مͬ�توان عمومͬ به�طور و مͬ�باشد مستقیم نوع از مسئله

است زیر صورت به گرمایی هدایت مسئله�ی ͷی

٢



ρc
∂T

∂t
= ∇.(K∇T ) +Qν , (x, y, z) ∈ Ω ⊂ R٣, t ∈ (٠, tf ], (٢.١)

T (x, y, z, t) = Tb(x, y, z, t) برای (x, y, z, t) ∈ SD, t ∈ (٠, tf ], (٣.١)

−K
∂T (x, y, z, t)

∂n
= qb(x, y, z, t) برای (x, y, z, t) ∈ SN , t ∈ (٠, tf ], (۴.١)

−K
∂T (x, y, z, t)

∂n
= hc(T (x, y, z, t)− Te(x, y, z, t)) (۵.١)

برای (x, y, z, t) ∈ SR, t ∈ (٠, tf ],

T (x, y, z, t) = T٠(x, y, z) for (x, y, z) ∈ Ω, (۶.١)

جرم غلظت نشان�دهنده�ی ρ مͬ�باشد. بعدی سه فضای در گرادیان مشتق عملͽر ∇ = ( ∂
∂x ,

∂
∂y ,

∂
∂z ) که

گرمایی هدایت ضریب نشان�دهنده�ی k [K]؛ دما T [J/kgK]؛ ثابت حجم در ویژه گرمای c [kg/m٣]؛

∂
∂n است؛ شده نامیده منبع تابع به�عنوان اغلب [W/m٣]؛ حجم واحد هر در گرما تولید نرخ Qν [W/mK]؛

داده توابع T٠ و qb ، Tb [W/m٣K]؛ گرمایی انتقال ضریب نشان�دهنده�ی hc طول به نسبت مشتق معنای به

برای D توسط مجزا بخش سه به که Ω دامنه�ی از ∂Ω کران مͬ�باشد. انتها زمان tf و محیطͬ دمای Te ، شده

تقسیم مͬ�شوند، داده نشان روبین مرزی شرایط برای R و نیومن مرزی شرایط برای N و دیریͺله مرزی شرایط

.SD ∪ SN ∪ SR = ∂Ω است؛ شده

است. نشده به�کاربرده شده بیان شرط این�جا در اما مͬ�باشد. امͺان�پذیر نیز تابشͬ کرانه�ای شریط معرفͬ به�علاوه،

توصیف را ناپایدار گرمایی هدایت برای آغازین مقادیر با مسئله (۶.١) تا (٣.١) شرایط با (٢.١) معادله�ی

صفر برابر Qν منبع تابع که هنگامͬ و پوآسون معادله (٢.١) معادله�ی باشد ایستا مسئله که حالتͬ در مͬ�کند.

مͬ�شوند تقسیم�بندی زیر انواع به معکوس سهموی مسائل مͬ�باشد. لاپلاس معادله�ی باشد

.[٢١] ذوب) یا معکوس(انجماد فاز تغییر و معکوس تابش معکوس، گرمایی انتقال معکوس، هدایت مسائل

دسته�بندی به�صورت�زیر مسائل این وجود�آورنده�ی به عوامل پایه�ی بر را معکوس سهموی مسائل جا این در

مͬ�کنیم

معکوس، مسائل مرزی مقادیر تعیین (١)

معکوس، مسائل آغازین مقادیر تعیین (٢)

معکوس، مسائل ͬͺفیزی خصوصیات تعیین (٣)

معکوس، مسائل در منبع تعیین (۴)

معکوس، مسائل فرم تعیین (۵)

٣



معکوس مسائل مرزی مقادیر تعیین ١-٣-١

نقاط از تعدادی در عوض در است. مجهول مساله شرایط در مرز از بخشͬ معکوس، مساله�ی از نوع این در

مͬ�باشد. معلوم شارگرمایی یا و دما پیش�بینͬ�شده�ی مقادیر یا اندازه�گیری�شده دماهای مساله، دامنه�ی داخلͬ

سطح یا و خط در مͬ�توانند آنها مͬ�شوند. نامیده داخلͬ جواب�های شده، پیش�بینͬ یا شده اندازه�گیری مقادیر

عنوان به داخلͬ جواب�های اگر باشند. معلوم نقاط از گسسته مجموعه�ای به�صورت مساله محدوده�ی داخلͬ

شرایط از ͬͺی باید یعنͬ مͬ�باشد. معلوم مرز از قسمتͬ در دما این�صورت در باشند معلوم شارگرمایی مقادیر

اگر مͬ�شود. حل لاپلاس یا پوآسون معادله برای مساله معکوس ایستا، مسایل در باشد. معلوم دیریͺله یا روبین

را اضافͬ شرایط مͬ�توان و بود خواهد آغازین نقطه (٢.١) معادله این�صورت در باشد داشته بستگͬ زمان به دما

کرد فرمول�بندی زیر به�صورت

T (x, y, z, t) = Ta(x, y, z, t) برای (x, y, z, t) ∈ L ∈ Ω, t ∈ (٠, tf ], (٧.١)

یا

T (xi, yi, zi, ti) = Tik برای (xi, yi, zi) ∈ Ω, tk ∈ (٠, tf ], (٨.١)

شده اندازه�گیری مقادیر از Tik و معین تابع ͷی Ta ، k = ١,٢,٣, ...,K،i = ١,٢,٣, ..., I این�جا در

کرد. رجوع [٢٣] به مͬ�توان مسائل نوع این از مثال�هایی مشاهده�ی برای مͬ�آید. به�دست

معکوس مسائل آغازین مقادیر تعیین ١-٣-٢

مجهول T٠ تابع (۶.١) شرط در یعنͬ است مجهول مسئله آغازین شرط سهموی، معکوس مسائل از نوع این در

معلوم ، t > ٠ برای نظر مورد دامنه�ی در گرمایی میدان ͷی باید آغازین، دمای توزیع یافتن برای است.

داریم زیر فرم به شرطͬ (۶.١) شرط به�جای باشد.یعنͬ

T (x, y, z, tin) = T (x, y, z) برای (x, y, z) ∈ Ω tin ∈ (٠, tf ),

مͬ�شود.[٢٣] استفاده مرز از بخشͬ روی شده اندازه�گیری دماهای (۴.١) شرط به�جای مقالات از برخͬ در

معکوس مسائل ͬͺفیزی خصوصیات تعیین ١-٣-٣

مͬ�توانند ضرایب مͬ�آورد. به�وجود معکوسرا هدایتگرمایی مسائل از دیͽر دسته�ای ،ͬͺفیزی خصوصیات تعیین

که مواردی در همچنین است. مدنظر زمان، به وابستگͬ فقط موارد بعضͬ در باشند. وابسته دما به یا مͺان به

مسئله دامنه�ی در شارشگرما یا و دما شامل اضافͬ اطلاعات از برخͬ مͬ�شود، تعیین مسئله ͬͺفیزی خصوصیات

.[٣۴] است دردست دامنه داخلͬ نقاط در شده اندازه�گیری دماهای معمولا است. معلوم

۴



معکوس مسائل در منبع تعیین ۴-١-٣

نقاط در دما مقادیر موارد بسیاری در مͬ�باشد. مجهول ،Qν منبع سهموی، معکوس مسائل از دیͽر دسته�ای در

مͬ�آیند، به�دست انداز�ه�گیری با مقادیر این معمولا مͬ�شود. گرفته نظر در اضافͬ شرط به�عنوان دامنه، اختیاری

از قسمتͬ در گرمایی شارش و دما شده پیش�بینͬ یا و شده اندازه�گیری مقادیر همچنین ببینید. را (٨.١) شرط

با متحرک منبع به مربوط مسائل، از دیͽری دسته�ی شود. گرفته نظر در مسئله اضافͬ شرط به�عنوان مͬ�تواند مرز

کرد. مشاهده [١٢] در مͬ�توان را مسائلͬ چنین مͬ�باشند. نامعلوم توان

معکوس مسائل فرم تعیین ۵-١-٣

عددی حل معکوس، مسائل میان در است. متحرک مسئله، مجهول کرانه�ای شرایط یا شرط مسائلͬ چنین در

مͬ�شوند، غیرخطͬ معادلات دستگاه ͷی به منجر آن�ها گسسته�سازی زیرا مͬ�باشد دشوار بسیار مسائلͬ چنین

کنید. رجوع [۶] به مسائلͬ چنین از مثال چند دیدن برای

معکوس گرمایی هدایت مسائل صنعتͬ کاربردهای از برخͬ ۴-١

تا ١٩۵٠ دهۀ به صنعتͬ کاربردهای در آن�ها از استفاده و معکوس گرمایی هدایت مسائل روی بر تحقیقات

کرد. اشاره ͷآیرودینامی گرمایی مͺانیزم و عملیات به مͬ�توان کاربردها این جملۀ از مͬ�گردد. بر میلادی ١٩۶٠

آن سطحͬ حرارت مستقیم اندازه�گیری که بالاست آنقدر ( توربین درون فضای ) هواپیما ͬͺآیرودینامی گرمای

درجه و مͬ�دهند قرار تشعشع سپر زیر را حسͽرها وضعیتͬ، چنین در بنابراین نیست، امͺان�پذیر حسͽرها توسط

.[٣۴،٢٧،١٠] مͬ�زنند تخمین معکوس گرمایی هدایت مسائل تحلیل توسط را داغ سطح حرارت

ورقه ͷی در ١ پرقدرت حرارتͬ منبع تخمین از: عبارتند معکوس گرمایی هدایت مسائل کاربردهای از برخͬ

k گرمایی هدایت ضریب جمله از مواد ͬͺفیزی خواص تخمین نامعلوم، سطحͬ شرایط تخمین میله، ͷی یا پهن

سوز. درون موتورهای در حرارت درجه تخمین و ρcρ گرمایی ویژه ظرفیت و

مͬ�پردازیم. معکوس گرمایی هدایت مسائل صنعتͬ کاربرد چند شرح و معرفͬ به زیر در

فضایی شاتل ͷی در سطحͬ گرمایی شار تخمین ١-۴-١

تخمین هدف بͽیرید. نظر در را است گردش حال در فضا در که فضایی شاتل ͷی یا فضاپیما ͷموش ͷی

موقعیت در که است حسͽر ͷی توسط آمده به�دست دمای اندازه�گیری از استفاده با شاتل، سطح گرمایی شار

.(١-١) شͺل شده�است، نصب x = x١

١Strength of a time-varing heat source

۵



داده نمایش yi با شده اندازه�گیری دماهای مͬ�آید، به�دست ti گسستۀ و مجزا لحظه�های در اندازه�گیری�ها

ti لحظۀ با متناظر که q̂i با را شده زده تخمین سطح شار و qi با را سطح گرمایی شار دقیق مقدار مͬ�شوند،

مͬ�دهیم. نشان مͬ�باشد،

باشد. دسترس در گرما انتقال روند از ریاضͬ مدل ͷی که است لازم شاتل، این در گرمایی شار تخمین برای

مͬ�کنیم. پیاده�سازی قسمت این روی را مسأله ریاضͬ مدل و مͬ�گیریم نظر در را پوسته از قسمتͬ منظور این برای

سطح حرارتͬ شار تخمین گردش،جهت حال در ͷموش فضایی وسیلۀ ͷی از مثالͬ :١-١ شͺل

مسأله دو به منفرد سنسور ͷی با معکوس گرمایی هدایت مسألۀ تقسیم :١-٢ شͺل

به�طوری�که باشد، ͷایزوتروپی و همͽن آن بر علاوه و �باشد ساخته�شده ماده ͷی از قسمت این کنید فرض

زیر به�صورت u تابع برای ریاضͬ مدل این�صورت در گرفت. نظر در مسطّح فلزی قطعه ͷی عنوان به را آن بتوان

۶



.( �است شده ارائه [۴] مرجع در مسأله این به راجع بیشتر توضیح ) مͬ�باشد

kuxx = (ρc)ut, ٠ < x < l, t > ٠,

−kux = q(t), x = ٠, t ≥ ٠,

ux = ٠, x = l, t ≥ ٠,

u(x,٠) = u٠(x), ٠ ≤ x ≤ l, t = ٠,

کرد. تقسیم متفاوت مسألۀ دو به را مسأله مͬ�توان مجزا، قسمت دو به شده گرم بدنه تقسیم دلیل به مسأله این در

مسألۀ عنوان به مͬ�تواند که مͬ�باشد، x = l تا x = x١ فاصله در که است بدنه از قسمتͬ به مربوط مسأله، ͷی

u(x١, t) = y(t) شرط x١ مͺان در یعنͬ هستند. معلوم کران دو هر در مرزی شرایط زیرا شود تحلیل مستقیم

شده�است. تعریف ux = ٠ شرط x = l در و

با و x١ ≤ x ≤ l در دما توزیع جواب از مͬ�تواند x = x١ در گرمایی شار مستقیم مسألۀ از استفاده با

شود. محاسبه q̂x١ = −kux |x=x١ شرط از استفاده

دو (١) قسمت بدنه در x = x١ کران در نتیجه در کند ترک را (١) قسمت بدنه باید گرمایی شار چنین

معکوس مسألۀ در نشده�است، تعریف مشخصͬ و معلوم شرط هیچ x = ٠ کرانه در و مشخصشده�است شرط

وسیله به شده زده تخمین دمای دانستن به توجه با بلͺه نیست، نظر مورد y(t) دمای توزیع ( ١ قسمت بدنه )

جامد جسم ͷی بدنه تقسیم چͽونگͬ (١-٢) و (١-١) شͺل�های است. q(t) گرمایی شار یافتن هدف حسͽر،

مͬ�دهد. نشان را مجزا قسمت دو به

جایͽذاری به نیاز نتیجه در و شده�است متفاوتساخته ماده چند از ͷموش بدنه که حالتͬ برای را اخیر مسألۀ

گرفت. به�کار مͬ�توان دارد حسͽر چند

پلیمرها خواصگرمایی تخمین ٢-۴-١

که مͬ�شود، انجام ͬͺپزش مهندسͬ رشتۀ در فراوانͬ تحقیقات و مطالعات پلیمرها گرمایی خواص تعیین برای

در زمینه این در مͬ�باشند. ویژه گرمای و گرمایی نفوذ ضریب گرمایی، هدایت ضریب خواص آن�ها مهمترین

خاص مادۀ نوعͬ گرمایی هدایت ضریب ٣ ترویسان و جامدات گرمایی هدایت ضریب ٢ شای ،١٩٩٣ سال

گرمایی هدایت ضریب ،۴ کاروالهو ١٩٩۶ سال در کردند. اندازه�گیری را Satarated porous media به موسوم

.( آمده�است [٢٢،۵] مراجع در کاربرد این با ارتباط در بیشتر توضیحات ) کرد اندازه�گیری را پلیمرها

٢Shai
٣Trevisan
۴Carvalho

٧



دیͽر کاربردهای برخͬ ٣-۴-١

که کند تجاوز ٢٠MW
M٢ مقدار از مͬ�تواند آسانͬ به آن، دهانۀ ͬͺنزدی در ۵ ͷموش جامد سطح در گرمایی شار

سطح دمای و گرمایی شار جمله از شرایط، مستقیم اندازه�گیری نتیجه در و است زیاد بسیار مقدار، لحاظ از این

معکوس، تکنی�ͷهای از بار نخستین برای میلادی هشتاد دهۀ در فضا هوا شرکت�های مͬ�باشد، مشͺل بسیار

کردند. استفاده سطح نامعلوم دمای و گرمایی شار تخمین جهت

گرفته کار به چرخش حال در فلزی سطوح تماس در معکوس گرمایی هدایت مسائل از دیͽر کاربرد ͷی

کرد. بیان زیر به�صورت را آن مͬ�توان و مͬ�شود

قطعات از برخͬ چاپ، ماشین�های و خودرو موتورهای نظیر ͬͺانیͺم آلات ماشین و دستگاه�ها از بسیاری در

باشد ثابت قطعه ͷی که مͬ�دهد رخ وقتͬ تماس از نوعͬ مͬ�باشند، مستقیم تماس در قطعات از دیͽر برخͬ با

این تماس و اتصال محل در باشد. مستقیم تماس در اول قطعه با خود محور حول گردش ضمن دیͽر قطعۀ و

بسیار آن اندازه�گیری اوقات، از بسیاری در که مͬ�شود تولید زیادی گرمای زیاد، اصطͺاک اثر بر فلزی قطعه دو

مͬ�توان را کاربردها این مͬ�شود، استفاده معکوس گرمایی هدایت مسائل از دما این برآورد برای است. مشͺل

کرد. پیدا [٢٩،٢۴] مراجع در مفصˁل طور به

معکوس گرمایی هدایت مسائل از مثال�هایی ۵-١

کولرگازی توربین پره برای معکوس مسائل ١-۵-١

Γi داخلͬ محدوده�ی در ( (١-٣) است(شͺل گازی کولر توربین پره درباره�ی زیر، ایستای مسئله مͬ�کنیم فرض

شرط با ، مͬ�باشد Γi در گرما انتقال ضریب اختلالات T |Γi مͬ�یابیم، را شده توزیع دمای پره، عرضͬ مقطع از

T٠ − εT ≤ T (s) ≤ T٠ + εT

شͺل در سیاه (نقاط است. محیط طول شده�ی نرمال مختصات s و دما شده اندازه�گیری مقادیر ، εT این�جا در

خلافجهتعقربه�هایساعت مختصاتدر مͬ�باشند، خارجͬ و داخلͬ ناحیه انتهای و ابتدا نشان�دهنده�ی (١-٣)

، Tfo = ١٣۵٠◦c است، معلوم ، hc|Γ٠ خارجͬ، سطح در گرما انتقال ضریب توزیع است) شده درجه�بندی

از بالاتر دماهای در به�جز مͬ�ماند ثابت دما اندازه�گیری تلرانس به�ازای εT ، T٠ = ١١٠٠◦c و Tfi = ٧٨٠◦c

T |Γi مجهولات?= مثال، این در .[٨] مͬ�باشند معلوم Tfo و Tfi خارج، و داخل سیال دمای به�علاوه، .١◦c

انرژی معادله برآورد توابع جزو مسئله این جواب باشند. مͬ hc|Γi =? و

▽(k▽ T ) = ٠,

مͬ��باشد. k بودن ثابت فرض با

۵Rocket
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