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ج



به تقدیم

بزرگوارم پدر و مهربانم مادر به تقدیم

د



ͳقدردان و تش΋ر

او های نعمت شمردن در شمارندگان و بمانند او ستودن در سخنوران که را خدای سپاس

نتوانند. گزاردن را او حق کوشندگان، و ندانند

قلم من، ͳدرشت و ͳکوتاه بر همواره که بزرگوار معلم دو این ، عزیزم مادر و پدر از سپاس

و یار ͳزندگ های عرصه تمام در و اند گذشته هایم غفلت کنار از کریمانه و کشیده عفو

بودند؛ من برای داشت چشم ͳب یاوری

گرفتند؛ عهده بر را رساله این ͳراهنمای زحمت که ͳدعاگویـ علیرضا دکتر آقای جناب از

که نظری اکبر دکتر آقای جناب و ͳمحب حسین دکتر آقای جناب دلسوز، و فرزانه اساتید از

دارم. را ͳوقدران تش΋ر کمال داشتند؛ برعهده را رساله این داوری زحمت

. گوید سپاس را آنان زحمات از ͳبخش خردترین، این که باشد

ه



مقدمه

دارند. ͳمهم بسیار نقش ͳژاکوب های ماتریس و گرادیان های بردار برداری، تواب΄ مطالعه در

های ماتریس دارند. نقش ͳومحاسبات ͳریاض های روش از بسیاری پیشرفت در ماتریسها این

قابل نوآوری Έی نباشد. مشتقپذیر تاب΄ که ͳامΎهن بخصوص ندارند، وجود همواره ͳژاکوب

هموار غیر ریاضیات از استفاده است، افتاده اتفاق ͳریاض علوم در اخیرا که ای ملاحظه

آنالیز ابزار Έی هموار غیر ͳریاض واق΄ در باشد. ͳم هموار، ͳریاض توسی΄ واق΄ در که است

تواب΄ مطالعه اهمیت راستای در باشد. ͳم ͳمهندس و ͳریاض های زمینه از بسیاری در مدرن

های ماتریس از جام΄ تعریف Έی که شده این بر ͳسع نامه پایان این در هموار، غیر برداری

انΎیزه هموار غیر برداری تواب΄ مطالعه واق΄ در شود. بیان کاربردهایش و ͳژاکوب یافته تعمیم

به ͳهای ماتریس از استفاده با هموار غیر ͳریاض ی مطالعه به لوک مانند افرادی تا شد ای

در گویند. ͳم ͳژاکوب شبه ها، ماتریس این مجموعه به بپردازند. ͳژاکوب های ماتریس جای

این دارد. وجود همواره که باشد ͳم ها ماتریس از بسته ای مجموعه زیر ،ͳژاکوب شبه واق΄

برای ͳاصول روش Έی همچنین و باشند ͳم Έکلاسی مشتق توسی΄ ها، ماتریس مجموعه

لوک١ و جیاکیومر توسط بار اولین ͳژاکوب شبه مفهوم کنند. ͳم فراهم هموار غیر محاسبات

[۶] شد ارائه سال۱۹۹۸ در

ͳمعرف لوک توسط فرشه و گاتو ͳژاکوب شبه مانند ͳژاکوب شبه از ͳهای حالت بعدا

ͳضمن تاب΄ قضیه باز، نΎاشت قضیه در توان ͳم ͳژاکوب شبه های کاربرد از شد[١٣].

١V. Jeyakumar and Luc

و



مراجعه [۵] [١١]و ،[٢] به توانید ͳم قضایا این دیدن برای کرد. اشاره مع΋وس تاب΄ و

ͳپوشائ هم مفهوم و شوید ͳم آشنا پوشا ماتریس مفهوم با نامه پایان این در همچنین کنید.

شبه و ͳپوشائ هم مفهوم از استفاده با کنیم. ͳم تعریف ها ماتریس از ای مجموعه برای

را [٧] شد مطرح جیاکیومر و لوک توسط که را محدب ͳدرون نΎاشت مهم قضیه ،ͳژاکوب

ͳم بازی پیوسته سازی بهینه مسائل در ͳاساس ͳنقش مهم قضیه این کنیم. ͳم اثبات و بیان

کند.

بهینه مسائل گرفته، قرار تحقیق و ͳبررس مورد اخیر های سال در که ͳمسائل از دیΎر ͳ΋ی

چندین و هدف تاب΄ شامل ͳریاض مسئله Έی سازی، بهینه مسئله واق΄ در باشد. ͳم سازی

با ͳمسائل کردن بهینه پیوسته، سازی بهینه داریم. را آن سازی بهینه قصد که باشد ͳم قید

صنعت، مدیریت، در همواره پیوسته سازی بهینه مسائل باشند. ͳم پیوسته قیود و هدف تاب΄

Έی این΋ه برای لازم شرط تاکر و کان سال۱۹۵۱ دارند.در کاربرد ریاضیات و ͳمهندس

کردند.در مطرح باشد، بهینه جواب دارای مشتقپذیر قیود و هدف تاب΄ با سازی بهینه مسئله

بل΋ه باشند، ͳنم مشتقپذیر لزوما ها آن تواب΄ که باشد ͳم ͳمسائل روی بر بحث ها سال این

استفاده با داریم قصد نامه پایان این در باشند. شیتز لیپ ͳموضع طور به یا پیوسته توانند ͳم

بهینه ͳΎبهین لازم شرایط ،ͳپوشای هم مفهوم همچنین و آن خواص و ͳژاکوب شبه تعریف از

به توان ͳم جمله از داشتند فعالیت ͳمختلف افراد زمینه این در کنیم. بیان را پیوسته سازی

کرد. اشاره [١۶] ،تریمان۴ [١٧] ،وارگ٣ [٢] کلارک٢ مانند افرادی

٢F. H. Clark

٣X. Warge

۴J. S. Treiman

ز



چ΋یده

پردازيم. Ͷم آن كاربردهاي از Ͷبعض ͳبررس و Ͷژاكوب شبه مفهوم Ͷمعرف به ابتدا رساله اين در

مطالعه Ͷبخوب Ͷجزئ Ͷژاكوب شبه و گاتو فرشه، Ͷژاكوب شبه مانند Ͷژاكوب شبه انواع از Ͷبعض

شود. Ͷم محاسبه تواب΄ از Ͷبعض Ͷژاكوب شبه زنجيري، قوانين از استفاده با آن ادامه در و شده

Ͷدرون نΎاشت مهم قضيه آن بوسیله، و كرده ارائه را ها ماتريس Ͷپوشائ هم و Ͷپوشائ مفهوم

مسئله ͶΎبهين لازم شرايط ها Ͷژاكوب شبه بوسيله آخر در كنيم. Ͷم اثبات و بيان را محدب

كنيم. Ͷم بيان را ناهموار ريزي برنامه

ͳژاکوب پوشائͳ،شبه هم ،ͳپوشائ ،ͳΎبهین کلماتکلیدی:
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ها نیاز وپیش مقدمات

١



مقدمه ١.١

سازی جدا به مربوط (قضایای از اعم بعدی فصول در نیاز مورد قضایای فصل این در

قضیه از ͳخاص های وحالت محدب تواب΄ و محدب های مجموعه محدب، های مجموعه

مفاهیم وبهتر بیشتر درک برای شوند. ͳم ارائه اثبات بدون و خلاصه طور )به -باناخ هان

.[٨ ،٢ ،١] کنید. مراجعه شده داده مراج΄ به توانید ͳم قضایا

آن به مربوط قضایای و هایمحدب مجموعه ٢.١

کنیم: ͳم تعریف صورت این به را Rn در بسته ی΋ه واحد گوی تعریف١.٢.١.

Bn = {x ∈ Rn : ∥x∥ ≤ ۱}

کنیم: ͳم تعریف صورت این به را Rn در باز ی΋ه واحد گوی و

intBn = {x ∈ Rn : ∥x∥ < ۱}

محدب ای مجموعه A گوئیم باشد. Rn از ای مجموعه زیر A فرضکنید تعریف٢.٢.١.

دیΎر عبارت به .باشد A در نقطه دو آن واصل خط پاره A در نقطه دو هر ازای به اگر است

.λx+ (۱− λ)y ∈ A باشیم داشته ،λ ∈ [۰,۱] هر ازای به و x, y ∈ A هر برای

ͳدکارت ضرب محدب، های مجموعه اشتراک که شود ͳم نتیجه مستقیم تعریف، از

نΎاشت Έی تحت محدب مجموعه Έی مع΋وس تصویر و تصویر محدب، های مجموعه

هستند. محدب محدب، مجموعه Έی بستار و درون ، ͳخط

: شود ͳم تعریف زیر صورت به A مجموعه محدب غلاف تعریف٣.٢.١.

co(A) :=

{
k∑

i=۱
λixi : xi ∈ A, λi ⩾ ۰, i = ۱, ..., k,

k∑
i=۱

λi = ۱
}

٢



تاب΄ گوئیم باشد. Rn در باز مجموعه Έی U و ϕ : Rn → R کنید فرض تعریف٢.١.۴.

x, y ∈ U هر ازای به اگر است شیتز لیپ k > ۰ ثابت با U روی ϕ

|ϕ(x)− ϕ(y)| ⩽ k∥x− y∥.

نیستند. مشتقپذیز لزوما اما هستند پیوسته همواره شیتز لیپ تواب΄

اگر است شیتز لیپ ͳموضع طور به x در ϕ : Rn → R تاب΄ گوئیم . .۵.٢.١ تعریف

،x, y ∈ x+ δ(intBn) هر ازای به بطوری΋ه باشد داشته وجود δ > ۰ و k > ۰

|ϕ(x)− ϕ(y)| ⩽ k∥x− y∥.

در لیپشیتز ͳموضع طور به ͳتابع f : Rn −→ Rm کنید فرض (رادماچر)١ .۶.٢.١ قضیه

است. مشتقپذیر جا همه تقریبا f تاب΄ باشد.آنΎاه x

هر ازای به اگر گوئیم محدب را f تاب΄ .f : Rn −→ R کنید فرض .٧.٢.١ تعریف

λ ∈ [۰,۱] و x, y ∈ Rn

f(λx+ (۱− λ)y) ≤ λf(x) + (۱− λ)f(y).

هر آنΎاه . باشد ͳناته مجموعه Έی A ⊆ Rn کنید فرض (کاراتئودوری)٢ .٨.٢.١ قضیه

(n + ۱) حداکثر محدب ترکیب صورت به توان ͳم را A محدب غلاف در دلخواه عضو

نوشت. A عضو

ͳم فشرده نیز co (A) آنΎاه باشد. فشرده ای مجموعه A ⊂ Rn کنید فرض .٩.٢.١ قضیه

باشد.

آنΎاه ۰ ∈ cl(C) بطوری΋ه باشد، محدب مجموعه Έی C کنید فرض .١٠.٢.١ قضیه

بطوری΋ه دارد وجود {Dk } مانند محدب بسته های مجموعه از صعودی دنباله

١Rademacher

٢Caratheodory

٣



۰ ∈ Dk ⊆ C ∪ {۰ }; C ⊆ cl[∪∞
k=۱Dk].

گاه هر ، گوئیم مثبت همΎن را f : Rn −→ Rm تاب΄ تعریف١١.٢.١.

f(λx) = λf(x), ∀ x ∈ Rn, λ > ۰.

،x, y ∈ Rn هر ازای به گاه هر نامیم ͳجمع زیر را f : Rn −→ Rm تاب΄ تعریف١٢.٢.١.

f(x+ y) ⩽ f(x) + f(y).

ͳپایین پیوسته نیم و ͳبالائ پیوسته نیم تواب΄ ٣.١

در ͳپایین پیوسته نیم f گوئیم باشد. a ∈ Rn و f : Rn → R کنید فرض تعریف١.٣.١.

برای بطوری΋ه باشد داشته وجود δ > ۰ ، K < f(a) که K ∈ R هر ازای به اگر است a

.f(x) > K ،x ∈ (a+ δ(intBn)) هر

باشد. ͳپایین پیوسته نیم x ∈ Rn نقطه هر در اگر گوییم ͳپایین پیوسته نیم f تاب΄

ͳبالائ پیوسته نیم f گوئیم باشد. a ∈ Rn و f : Rn −→ R کنید فرض تعریف٢.٣.١.

برای بطوری΋ه باشد داشته وجود δ > ۰ ، K > f(a) که K ∈ R هر ازای به اگر است x در

.f(x) < K ،x ∈ (a+ δ(intBn)) هر

باشد. ͳبالائ پیوسته نیم x ∈ Rn نقطه هر در اگر گوییم ͳبالائ پیوسته نیم f تاب΄

دهید: قرار .f : Rn → R کنید فرض تعریف٣.٣.١.

lim inf
x→a

f(x) := sup
U

{inf f(x)|x ∈ U \ {a}}

با: است معادل تعریف این که باشد. ͳم a دلخواه ͳΎهمسای U که ͳجائ

lim inf
x→a

f(x) = inf
{
lim
n→∞

f(xn) : xn → a
}

۴



باشد. موجود limn→∞f(xn) جائی΋ه

شود: ͳم تعریف .f : Rn → R کنید فرض تعریف٣.١.۴.

lim sup
x→a

f(x) := inf
U
{sup f(x)|x ∈ U\{a}}

با: است معادل تعریف این که است. a دلخواه ͳΎهمسای U که ͳجائ

lim sup
x→a

f(x) = sup
{
lim
n→∞

f(xn) : xn → a}
}

باشد. موجود limn→∞f(xn) جائی΋ه

Έی دهیم، ͳم نمایش f : Rn ⇒ Rn نماد با که را f : Rn → ۲Rn تاب΄ تعریف٣.١.۵.

نامیم. ͳم مقدار مجموعه تاب΄

نقطه در F تاب΄ باشد. مقدار مجموعه تاب΄ F : Rn ⇒ Rm کنید فرض تعریف٣.١.۶.

ͳبقسم باشد داشته وجود δ > ۰، ϵ > ۰ هر ازای به اگر است ͳبالائ پیوسته نیم x ∈ Rn

داریم x′ ∈ (x+ δBn) هر ازای به که

F (x′) ⊆ F (x) + ϵBm.

۵



٢ فصل

ͳژاکوبـ شبه ماتریسهای

۶



مقدمه ١.٢

مشتق چندین کنیم. ͳم ͳمعرف پیوسته تواب΄ برای را ͳژاکوب شبه های ماتریس فصل این در

انواع همچنین و دارند کاربرد چهار فصل قضایای از ͳبعض در که کنیم ͳم تعریف را ͳجهت

کنیم. ͳم ͳمعرف را فرشه گاتو، ͳژاکوب شبه مانند ها ͳژاکوب شبه

ماتریس باشد.هر ͳحقیق های درایه با m× n های ماتریس فضای L(Rn,Rm) کنید فرض

گرفت: نظر در ͳخط تبدیل Έی صورت به توان ͳم را Mm×n مانند m× n

M : Rn → Rm

.x ∈ Rn هر برای M(x) ∈ Rm بطوری΋ه

شود: ͳم بیان زیر صورت به M تاب΄ نرم ، ͳخط های تبدیل همانند

∥M∥ = sup
∥x∥≤۱

∥M(x)∥,

:ͳاقلیدس نرم با است معادل نرم این واق΄ در که

∥M∥ = (∥M۱∥۲ + ...+ ∥Mn∥۲)
۱
۲ ,

هستند. M ماتریس های ستون M۱, ...Mn جائی΋ه

ͳم تعریف زیر صورت به L(Rn,Rm) فضای در بسته ی΋ه واحد گوی .١.١.٢ تعریف

کنیم:

Bm×n = {M ∈ L(Rn,Rm) : ∥M∥ ≤ ۱}

٧



ͳژاکوبـ شبه ٢.٢

تعریف لازمه مشتق این پردازیم. ͳم آن خواص و ١ ͳدین ͳجهت مشتق ͳمعرف به ابتدا در

است. ͳژاکوب شبه مجموعه

ϕ تاب΄ ͳدین ͳبالائ ͳجهت مشتق .x, u ∈ Rn و ϕ : Rn → R کنید فرض تعریف١.٢.٢.

شود: ͳم تعریف صورت بدین u جهت در x نقطه در

ϕ+(x;u) := lim sup
t↓۰

ϕ(x+ tu)− ϕ(x)

t
.

تعریف صورت بدین uجهت در x نقطه در ϕ تاب΄ ͳدین ͳپایین ͳجهت مشتق مشابه، طور به

شود: ͳم

ϕ−(x;u) := lim inf
t↓۰

ϕ(x+ tu)− ϕ(x)

t

مشتق مقادیر اگر کنند. اختیار مقادیر∞−,∞+ توانند ͳم ͳدین ͳپایین و ͳبالائ ͳجهت مشتق

این ع΋س اما است، پیوسته ϕ تاب΄ باشند، ͳمتناه x نقطه در ϕ تاب΄ ͳوپایین ͳبالائ ͳجهت

نیست: درست مطلب

ͳجهت مشتق مقدار اما باشد. ͳم پیوسته x = ۰ نقطه در ϕ(x) =
√
|x| تاب΄ .٢.٢.٢ مثال

: u = ۱ جهت در ϕ تاب΄ ͳدین ͳوپایین ͳبالای

lim
t↓o

ϕ(t)

t
=

√
|t|
t

= ∞

نیستند. ͳمتناه مقادیر این دهد ͳم نشان که .ϕ−(۰,۱) = ∞ و ϕ+(۰,۱) = ∞ بنابراین

که ͳموقع ͳحت دارد وجود همواره که است این ͳدین ͳجهت مشتقات های ͳویژگ از ͳ΋ی

کند. ͳم آسانتر را مشتق این با کردن کار ͳویژگ این نباشد پیوسته تاب΄

ͳاست،اگرماتریس گاتو مشتقپذیر f گوئیم .f : Rn → Rm کنید فرض .٣.٢.٢ تعریف

١Dini directional derivatives

٨



،u ∈ Rn هر ازای به که ͳبقسم باشد داشته وجود Mm×n مانند

lim
t↓۰

f (x+ tu)− f (x)

t
= Mm×n (u) . (١.٢)

نامیم. ͳم x نقطه در f تاب΄ گاتو مشتق Mm×n حالت این در

شبه های ماتریس کنیم. ͳم بیان پیوسته تواب΄ برای را ͳژاکوب شبه مفهوم قسمت این در

دارند. هموار غیر ریزی برنامه مسائل حل در ͳمهم بسیار کاربرد ͳژاکوب

بسته ͳناته باشد.مجموعه پیوسته ͳتابع f : Rn → Rm کنید فرض تعریف٢.٢.۴.

u ∈ Rnهر ازای به اگر نامیم، ͳم x نقطه در f تاب΄ ͳژاکوب یΈشبه را ∂f(x) ⊂ L(Rn,Rm)

v ∈ Rm و:

(vf)+ (x;u) ≤ sup
M∈∂f(x)

⟨v,M (u)⟩ , (٢.٢)

باشد: ͳم مقدار ͳحقیق ͳتابع vf جائی΋ه

(vf) =
m∑
i=۱

vifi(x). (٣.٢)

نامیم. ͳم x نقطه در f تاب΄ ͳژاکوب شبه ماتریس Έی را ∂f(x) مجموعه عضو هر

در f تاب΄ منظم ͳژاکوب شبه ∂f(x) مجموعه به باشد، برقرار تساوی (٢.٢) رابطه در اگر

شود. ͳم گفته x نقطه

کنیم: ͳم تعریف f : R۲ → R۲ کنید فرض .۵.٢.٢ مثال

f(x, y) = (|x|, |y|).

٩



که است ΀واض

∂f (۰,۰) =


 ۱ ۰

۰ ۱

 ,

 ۱ ۰

۰ −۱

 ,

 −۱ ۰

۰ ۱

 ,

 −۱ ۰

۰ −۱




است. مبدا در f تاب΄ ͳژاکوب شبه Έی

باشد، گاتو مشتقپذیر f اگر باشد. پیوسته ͳتابع f : Rn → Rm کنید فرض .۶.٢.٢ قضیه

باشد. ͳم x نقطه در f تاب΄ ͳژاکوب شبه Έی ∇f(x) آنΎاه

کنیم: ͳم ثابت ابتدا برهان.

lim
t↑۰

f (x+ tu)− f (x)

t
= Mu.

تعریف طبق پس .k ↓ ۰ نتیجه در ,−t = k دهید قرار پس ,−t ↓ ۰ درنتیجه t ↑ ۰ ͳامΎهن

١.٢

lim
t↑۰

f (x+ tu)− f (x)

t
= lim

k↓۰
f (x− ku)− f (x)

−k
= Mu

u = ej دهیم ͳم قرار بنابراین باشد، ͳم برقرار u ∈ Rn هر برای (١.٢) رابطه چون حال

،پس

limt→۰
f (x+ tej)− f (x)

t
= Mej.

با: است برابر M ماتریس ستون امین j صورت این در که



∂f۱ (x)

∂xj

...
∂fm (x)

∂xj


١٠


