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چ΋یده

انتگرال معادلات از دستهای نیز و ͳخط فردهلم انتگرال-دیفرانسیل معادلات عددی حل به پایاننامه این در

هر که است استوار اساس این بر روش این مͳپردازیم. سینوس-کسینوس Έموج از استفاده با ͳغیرخط

متعامد پایهی Έی عنوان به سینوس-کسینوس Έموج از استفاده با را معادله در موجود جملات از کدام

معادلات مورد در مͳکند. تبدیل جبری معادلات از ͳدستگاه به را موجود معادله سپس و مͳزند تقریب ي΋ه،

مͳشود زده تقریب y(t) ≃ (Y TP + Y T
٠ )Ψ(t) صورت به معادله y(t) جواب ͳخط انتگرال-دیفرانسیل

همچنین است. y(٠) ≃ Y T
٠ Ψ(t) و سینوس-کسینوس Έموج برای انتگرال ͳعملیات ماتریس P آن در که

ͳخط دستگاه Έی حاصل معادلات دستگاه مسأله این در مͳباشد. سینوس-کسینوس Έموج بردار Ψ(t)

کرد. پیدا را معادله تقریبی جواب مͳتوان آن حل با که است

آن در که مͳشود زده تقریب y(t) ≃ Y T Ψ(t) صورت به y(t) جواب ،ͳغیرخط انتگرال معادلات مورد در

یافتن با است. معادلات از ͳغیرخط دستگاه Έی حاصل، دستگاه مسأله این در است. مجهولات بردار Y T

آمد. خواهد دست به معادله تقریبی جواب مجهولات بردار

سینوس-کسینوس. Έموج انتگرال-دیفرانسیل، معادلات انتگرال، معادلات کلیدی: واژه�های

ث
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MRA تجزیهای چند آنالیز

AT Aماتریس ترانهاده

⊂ مجموعه زیر

sup سوپریمم

Y ⊥ Y متعامد متمم

W ⊕ V V Wو مستقيم مجموع

⊕Wj Wjها مستقيم مجموع

R ͳحقیق اعداد مجموعه

Z صحیح اعداد مجموعه

C مختلط اعداد مجموعه

L٢ پذیر انتگرال مربع توابع مجموعه

SCW سینوس-کسینوس Έموج

ح



مقدمه

ظاهر بیولوژی و ͳشیم ،Έفیزی ،ͳمهندس مسائل از بسیاری در انتگرال-دیفرانسیل و انتگرال معادلات

اینکه برحسب شدند. ͳمعرف ولترا١ توسط ١٩٠٠ سال اوایل در انتگرال-دیفرانسیل معادلات مͳشوند.

کار به آنها جواب تعیین برای ͳمختلف ایدههای و تکنیΈها شود، ظاهر مسئلهای نوع چه از انتگرال معادله

انتگرال-دیفرانسیل و انتگرال معادلات اکثر برای ͳتحلیل جواب کردن پیدا ام΋ان ͳطرف از مͳشود. برده

روی عددی روشهای به ͳمواقع چنین در است. پیچیده و مش΋ل ͳخیل ام΋ان صورت در یا و ندارد وجود

دست به را جواب بهترین ͳروش عددی، روشهای بین از البته هستند. همراه خطا ͳنوع با همیشه که مͳآوریم

باشد. داشته را مقدار کمترین روش خطای که مͳدهد

روشهایی است. گرفته قرار ͳبررس مورد زیادی افراد توسط انتگرال-دیفرانسیل و انتگرال معادلات عددی حل

گرفته قرار تحلیل و تجزیه مورد · · · و درونیابی ،ͳهممحل تبهΎن، هستههای انتگرالگیری، قانونهای بر ͳمبتن

ͳکاف دقت از یا و است پیچیده عمدتاً که گردد اعمال ͳخاص شرایط باید غالباً روشها این در اما است.

نمͳباشد. برخوردار
هرمیت۵ و لاگور۴ ، چبیشف٣ ، لژاندر٢ چندجملهایهای پیوسته( متعامد توابع از استفاده اخیر دهههای در

حل جهت ( هار٧ و والش۶ بلاکپالس، ثابت( پیوسته تکهای توابع و سینوس-کسینوس متعامد توابع ،(

این ͳویژگ است. کرده ایجاد محققان بین در را ͳخاص توجه انتگرال-دیفرانسیل و انتگرال معادلات

مͳکند. تبدیل جبری دستگاههای به را موجود معادلات که است این تکنیΈها

به ماکروگلو٨ توسط هایبرید روشهای از استفاده با ولترا انتگرال-دیفرانسیل معادلات حل ١٩٨١ سال در

انتگرال معادلات حل برای را ͳروش لژاندر Έموج از استفاده با [٣٨] ١٠ͳرزاق و ٩ͳیوسف رسید. انجام

1 V olterra
2Legendre
3Chebyshev
4Laguerre
5Hermit
6Wallsh
7Haar
8Makroglou
9Y ousefi
10Razzaghi

خ



د مقدمه

ͳمحاسبات تاو روش [٢٨] شاهمراد١٢ و ١١ͳرحیم سال٢٠٠٧ در همچنین دادند. ارائه ͳغیرخط ولترا-فردهلم

. کردند ارائه ͳخط دیفرانسیل انتگرال- معادلات حل برای را

دلیل دو موضوع این ͳکنون موفقیت است. کاربردی ریاضیات در جدید نسبتاً رویداد Έی موجΈها نظریه

محض ریاضیات و Έفیزی ،ͳمهندس علوم از ͳتلفیق مͳتوان را موجΈها فرضیه طرف Έی از دارد. عمده

ͳگوناگون کاربردهای که هستند ͳریاض سادهی نسبتاً ابزار Έی موجΈها دیΎر طرف از و گرفت نظر در

انتگرال معادلات عددی حل تصاویر، پردازش سیΎنال، تحلیل زمینههای در موجΈها کاربرد موارد دارند.

مͳباشد. · · · و

در که نیازهایی پیش و ͳمقدمات مفاهیم بیان به اول فصل در است. شده تنظیم فصل پن; در پایاننامه این

و وجود قضایای از ͳبعض ،ͳشرایط گرفتن نظر در با دوم فصل در مͳپردازیم. است، نیاز مورد بعد فصول

سوم فصل در مͳدهیم. ارائه آنها حل برای روشهایی نیز و نموده بیان را انتگرال معادلات جواب ی΋تایی

از استفاده با را ͳخط فردهلم انتگرال-دیفرانسیل معادلات و پرداخته آنها ویژگͳهای و موجΈها ͳمعرف به

ͳروش سینوس-کسینوس Έموج از استفاده با چهارم فصل در مͳنماییم. حل سینوس-کسینوس Έموج

آنچه از ͳكل نتيجهگيری Έی نيز پنجم فصل در مͳکنیم. بیان ͳغیرخط فردهلم انتگرال معادلات حل برای

مͳدهيم. ارائه كرديم، بيان قبل فصلهای در

11Rahimi − Ardabili
12Shahmorad



١ فصل

پیشنیازها و ͳمقدمات مفاهیم

اختصاصمͳدهیم. مͳشوند، استفاده بعدی فصلهای در که ͳمقدمات و پایه مفاهیم ͳبرخ مرور به را فصل این

مͳکنیم. یادآوری را ͳحقیق آنالیز ابتدایی مفاهیم از ͳبعض اول بخش در

ͳحقیق آنالیز در پایه مفاهیم ١.١

( ͳخط برداری فضای یا ͳحقیق ͳخط (فضای برداری فضای Έی را X ͳناته مجموعه تعریف١.١.١.

که طوری به باشند داشته وجود × : R ×X 7−→ X و + : X ×X 7−→ X توابع هرگاه گویند R روی

كنند: صدق زير شرایط در

∀x, y ∈ X;x+ y = y + x .١

∀x, y, z ∈ X; (x+ y) + z = x+ (y + z) .٢

∃٠ ∈ X,∀x ∈ X;x+ ٠ = ٠ + x = x .٣

∀x ∈ X∃ − x ; x+ (−x) = ٠.۴

∀x, y ∈ X,∀λ ∈ R;λ(x+ y) = λx+ λy .۵

∀x ∈ X,∀λ, µ ∈ R; (λ+ µ)x = λx+ µx .۶

∀x ∈ X,∀λ, µ ∈ R; (λµ)x = λ(µx) .٧

∀x ∈ X;١x = x١ = x .٨

مͳشود نامیده نرم گردد تعریف X برداری فضای روی که ∥.∥ ͳنامنف ͳحقیق تابع Έی .٢.١.١ تعریف

هرگاه:

∀x ∈ X; ∥x∥ ≥ ٠, ∥x∥ = ٠ ⇐⇒ x = ٠ .١

١
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∀x ∈ X,∀α ∈ R; ∥αx∥ = |α|∥x∥ .٢

∀x, y ∈ X; ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥ .٣

آن روی بر شده تعریف ͳداخل ضرب Έی با برداری فضای Έی Xͳداخل ضرب فضای .٣.١.١ تعریف

K = R که ،K مانند اس΋الر میدان Έی به X ×X از نگاشت Έی ،X روی ͳداخل ضرب Έی است.

دارد وجود K از ⟨x, y⟩ اس΋الر Έی x, y ∈ X بردارهای از جفت هر برای که طوری به است K = C یا

مͳباشد: برقرار زیر شرایط α اس΋الر و x, y, z بردارهای همه برای مͳنامیم. y و xͳداخل ضرب را آن که

⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩ + ⟨y, z⟩ .١

⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ .٢

⟨αx, y⟩ = α⟨x, y⟩ .٣

.⟨x, x⟩ ≥ ٠, ⟨x, x⟩ = ٠ ⇐⇒ x = ٠ .۴

مͳکنیم. تعریف ∥x∥ =
√

⟨x, x⟩ صورت به را نرم Έی ͳداخل ضرب فضای این روی

گاه هر گویند متعامد y ∈ X عنصر به نسبت را X ͳداخل ضرب فضای از x عنصر .۴.١.١ تعریف

.⟨x, y⟩ = ٠

عضو دو هر که است X ͳداخل ضرب فضای از زیرمجموعهای ،Mمتعامد مجموعه Έی تعریف١.١.۵.

است X در متعامد مجموعهای ،M ⊂ X ی΋ه متعامد مجموعه زیر Έی متعامدند. هم به نسبت آن متمایز

M در x, y هر برای دیΎر عبارت به باشد. Έی نرم دارای آن عضو هر که

⟨x, y⟩ =

 ٠ , x ̸= y

١ , x = y

صورت به را f نرم باشد. پیوسته [a, b] بازه بر f کنید فرض تعریف١.١.۶.

∥f∥∞ = sup
a≤t≤b

|f(t)|

مͳکنیم. تعریف

δای > ٠ بتوان ε > ٠ هر ازای به اگر گوییم ی΋نواخت پیوسته بازه Έی در را f(x) تابع تعریف٧.١.١.

باشیم داشته بازهاند) در دلخواه نقطه دو x٢ و x١ آن در (که |x١ − x٢| < δ گاه هر که یافت چنان

.|f(x١) − f(x٢)| < ε

لیپشیتز شرط در f گوییم باشد. پیوسته [a, b] بازه روی f مقدار ͳحقیق تابع کنید فرض تعریف٨.١.١.

که طوری به L ≥ ٠ باشد داشته وجود هرگاه مͳکند صدق

∀x, y ∈ [a, b], |f(x) − f(y)| ≤ L|x− y|.
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f : [a, b] 7−→ C Ίلب پذیر اندازه توابع تمام از متش΋ل فضای ،١ ≤ p <∞ هر برای تعریف٩.١.١.

که

∥f∥p =

(∫ b

a

|f(t)|pdt
) ١

p

<∞

گوییم. Lp[a, b] فضای را

گوییم x(t) حدی تابع به ی΋نواخت همΎرای نسبی طور به را L٢ توابع از {xn(t)} دنباله تعریف١٠.١.١.

که طوری به باشد داشته وجود n٠(ε) مثبت صحیح عدد Έی ε > ٠ هر برای اگر

|xn(t) − x(t)| ≤ εp(t), (n ≥ n٠, a ≤ t ≤ b)

است. ͳنامنف و L٢ تابع Έی p(t) آن در که

دنباله هرگاه گوییم ی΋نواخت همΎرای نسبی طور به را L٢ توابع از
∑∞

n=١ xn(t) سری تعریف١١.١.١.

باشد. ی΋نواخت همΎرای نسبی طور به آن جزیی مجموع

هرگاه گوییم مطلق ی΋نواخت همΎرای نسبی طور به را L٢ توابع از
∑∞

n=١ xn(t) سری تعریف١٢.١.١.

باشد. ی΋نواخت همΎرای نسبی طور به
∑

|xn(t)| سری

متعامد مجموعه این آنگاه باشد، L٢ توابع از نرمال(ی΋ه) متعامد مجموعه Έی {xi} اگر .١٣.١.١ لم

است. ͳخط مستقل

برهان.

كنيد. مراجعه [٣.۴.٢ لم ،٢١] مرج΄ به

آنگاه x ∈ L٢ و باشد L٢ توابع از نرمال متعامد مجموعه Έی x١, x٢, · · · , xn اگر .١۴.١.١ قضیه

طوری΋ه به دارند وجود c١, c٢, · · · , cn ضرایب

∥x−
n∑

i=١

cixi∥

گویند. x مربعات میانگین تقریب یا مربعات کمترین تقریب
∑n

i=١ cixi به شود. مینیمم
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: بنابراین ξi = (x, xi) کنیم فرض برهان.

∥x−
n∑

i=١

cixi∥٢ = (x−
∑n

i=١ cixi, x−
∑n

i=١ cixi)

= (x, x) −
∑n

i=١ ci(xi, x) −
∑n

i=١ c̄i(x, xi) +
∑n

i=١
∑n

j=١ cic̄j(xi, xj)

= ∥x∥٢ −
∑n

i=١ ciξ̄i −
∑n

i=١ c̄iξi +
∑n

i=١ cic̄i

= ∥x∥٢ −
∑n

i=١ ξiξ̄i +
∑n

i=١(ξi − ci)(ξ̄i − c̄i)

= ∥x∥٢ −
∑n

i=١ |ξi|٢ +
∑n

i=١ |ξi − ci|٢

داریم پس .ci = ξi (١ ≤ i ≤ n) که مͳرسد خود مینیمم به ͳوقت بالا رابطه راست سمت عبارت آخرین

∥x−
n∑

i=١

ξixi∥٢ = ∥x∥٢ −
n∑

i=١

|ξi|٢. (١.١.١)

است. برقرار ∥x∥٢ ≥
∑n

i=١ |ξi|٢ نابرابری پس باشد ͳمنف نمͳتواند (١.١.١) رابطه چپ سمت چون

رابطه ،i هر برای (xi, x) = ٠ رابطه برقراری اگر است کامل {xi} ی΋امتعامد دنباله .١۵.١.١ تعریف

دهد. نتیجه را x = ٠

صورت به را L٢ در g و f توابع ͳداخل ضرب تعریف١.١.١۶.

(f, g) =

∫ b

a

f(t)g(t)dt

صورت به را w وزن تابع با g و f توابع دار وزن ͳداخل ضرب همچنین مͳکنیم. تعریف

(f, g) =

∫ b

a

w(t)f(t)g(t)dt

مͳکنیم. تعریف

مͳدهیم قرار x, y ∈ X هر برای و باشد نرمدار ͳخط فضای Έی X کنید فرض .١٧.١.١ تعریف

است.) نرم وسیله به شده تولید متر d است( X روی متر Έی d صورت این در .d(x, y) = ∥x − y∥

است. Έمتری فضای Έی دار نرم فضای هر بنابراین

عدد ε > ٠ هر برای هرگاه گوییم ͳکوش X نرمدار ͳخط فضای در را {xn}∞n=١ دنباله تعریف١٨.١.١.

. ∥xm − xn∥ < ε آنگاه (m,n ∈ N) m,n > N اگر که طوری به باشد داشته وجود N ͳطبیع
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کامل فضایی را X آنگاه باشد، همΎرا X نرمدار ͳخط فضای در ͳکوش دنباله هر هرگاه تعریف١٩.١.١.

گوییم.

وسیله به شده مترتولید در کامل ) کامل ͳداخل ضرب فضای Έی هیلبرت فضای Έی تعریف٢٠.١.١.

است. (ͳداخل ضرب

شده تولید متر به نسبت X گاه هر گوییم باناخ فضای Έی را X دار نرم ͳخط فضای تعریف٢١.١.١.

باشد. کامل

است. باناخ فضای Έی هیلبرت فضای .٢٢.١.١ ملاحظه

نرم با ، ١ < p <∞ ، Lp[a, b] فضای .٢٣.١.١ قضیه

∥f∥p =

(∫ b

a

|f(t)|pdt
) ١

p

است. کامل فضای Έی

ببينيد. را [٢.٢.٧ قضيه ،٢١] مرج΄ برهان.

صورت به و مͳدهیم نشان Hm نماد با را سوبولف فضای ،m ≥ ٠ هر برای تعریف١.١.٢۴.

Hm([a, b]) =

{
f ∈ L٢([a, b])|d

nf

dtn
∈ L٢([a, b]), ٠ 6 n 6 m

}
مͳکنیم. تعریف

{xn} همچنین باشد. H هیلبرت فضای در ͳخط کراندار عملΎر Έی K کنید فرض تعریف١.١.٢۵.

دنباله اگر گوییم فشرده یΈعملΎر Kرا Hباشد. هیلبرت فضای در ی΋نواخت کراندار ͳنامتناه دنباله Έی

باشد. {Kxnk} ͳکش دنباله زیر Έی دارای {Kxn}

مجموع Xرا Xباشند. از فضا زیر دو Z و Y و باشد برداری XیΈفضای فرضکنید تعریف١.١.٢۶.

صورت به و گویند Zو Y مستقیم

X = Y ⊕ Z

و y ∈ Y آن در که باشد x = y + z صورت به ی΋تا ͳنمایش دارای x ∈ X هر هرگاه مͳدهند نمایش

گویند. X در Z جبری متمم را Y بالعکس و X در Y جبری متمم را Z است. z ∈ Z

را متعامدند Y به نسبت که بردارهایی همه مجموعه ،Y برداری فضای زیر Έی برای .٢٧.١.١ تعریف

مͳدهیم. نمایش Y ⊥ نماد با و گوییم Y متعامد متمم
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صورت این در باشد. H هیلبرت فضای از بسته فضای زیر Έی Y کنید فرض .٢٨.١.١ قضیه

H = Y ⊕ Z

.Z = Y ⊥ آن در که

.h = y + z که طوری به دارند وجود z ∈ Y ⊥ Έی و y ∈ Y Έی h ∈ H هر برای دیΎر عبارت به

گویند. Y روی h متعامد تصویر را y اینجا در

ببينيد. را [٣.٣.۴ قضيه ،٢١] مرج΄ برهان.

نرمدار فضاهای تقریبدر ١.١.١

بازه) Έی روی پیوسته توابع مثال طور مشخص(به نوع Έی از توابع تقریب بیان به واق΄ در تقریب نظریه

حساب در ͳحالت چنین مشابه مͳپردازد. چندجملهایها) مثال برای مشابه، (احتمالا˦ دیΎر توابع وسیله به

از است مم΋ن باشد تیلور سری دارای تابع Έی اگر مͳشود. بیان تیلور١ سری وسیله به انتگرال و دیفرانسیل

است این هدف تقریب نظریه در کرد. استفاده تابع این برای تقریب Έی عنوان به سری این جزیی مجموع

آوریم. دست به را تقریب بهترین تا دهیم قرار را ͳشرایط که

وسیله به آن اعضای که دهید قرار توابع از مجموعه Έی را Y بΎیرید. نظر در را توابع از X مجموعه Έی

مسئلهای چنین در تقریب بهترین ایجاد و ی΋تایی وجود، ͳبررس ما هدف مͳشوند. زده تقریب X اعضای

است.

تقریب y ∈ Y Έی وسیله به x ∈ X هر فرضکنید همچنین باشد. نرمدار XیΈفضای فرضکنید اکنون

صورت به و داده نشان δ با را Y از x فاصله است. X از ثابت فضای زیر Έی Y که مͳشود زده

inf
y∈Y

∥x− y∥ = δ = δ(x, Y )

برای تقریب بهترین را y٠ آنگاه ،∥x− y٠∥ = δ که باشد داشته وجود y٠ ∈ Y Έی اگر مͳکنیم. تعریف

گوییم. Y روی x

x ∈ Xهر برای Xباشد، نرمدار فضای متناهͳالبعد یΈزیرفضای Y اگر تقریب) (بهترین قضیه٢٩.١.١.

دارد. وجود Y روی تقریب بهترین Έی

ببينيد. را [٢١] مرج΄ برهان.

1Taylor
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فوریه سری ٢.١

ͳمثلثات سری باشد. [٠, T ] بازه روی متناوب تابع Έی f(t) کنید فرض

f(t) = a٠ +
∞∑

m=١

(
am cos(

٢mπ
T

t) + a∗m sin(
٢mπ
T

t)

)
(١.٢.١)

آن در که گویند f فوریه سری را

a٠ = ١
T

∫ T

٠ f(t)dt

am = ٢
T

∫ T

٠ f(t) cos(٢mπ
T
t)dt

a∗m = ٢
T

∫ T

٠ f(t) sin(٢mπ
T
t)dt.

صورت به را (١.٢.١) رابطه مͳتوان دهیم، برش را (١.٢.١) ͳنامتناه سری اگر

f(t) ≃ a٠ +
L∑

m=١

(amϕm(t) + a∗mϕ
∗
m(t)) = CT Φ(t)

که نوشت

ϕm(t) = cos(٢mπ
T
t), m = ٠,١, · · ·

ϕ∗
m(t) = sin(٢mπ

T
t), m = ١,٢, · · ·

Φ(t) = [ϕ٠(t), ϕ١(t), · · · , ϕL(t), ϕ∗
١(t), · · · , ϕ∗

L(t)]T

C = [a٠, a١, · · · , aL, a
∗
١, a

∗
٢, · · · , a∗L]T

مؤلفههای مͳنامیم. فوریه توابع را ϕ∗
mو ϕm و سینوس و کسینوس فوریه ضرایب ترتیب به را a∗m و am

مͳباشند. برقرار فوریه توابع برای زیر روابط همچنین متعامدند. [٠, T ] بازه در Φ(t) بردار

∫ T

٠
ϕm(t)ϕn(t)dt =


٠ , m ̸= n

T
٢ , m = n ̸= ٠

T , m = n = ٠

(٢.٢.١)

∫ T

٠
ϕ∗

m(t)ϕ∗
n(t)dt =

 ٠ , m ̸= n

T
٢ , m = n

(٣.٢.١)

∫ T

٠
ϕm(t)ϕ∗

n(t)dt = ٠ (۴.٢.١)
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∫ T

٠
Φ(t)ΦT (t)dt = Tdiag[١, ١

٢
, · · · , ١

٢
] (۵.٢.١)

∫ t

٠
Φ(s)ds =



t

T
٢π

sin(٢π
T
t)

...
T

٢Lπ
sin(٢Lπ

T
t)

− T
٢π

cos(٢π
T
t) + T

٢π

...

− T
٢Lπ

cos(٢Lπ
T
t) + T

٢Lπ


است[٢٩]. L٢[٠,٢π] هیلبرت فضای در کامل متعامد مجموعه Έی فوریه توابع مجموعه

انتگرال معادلات تاریخچه ٣.١

اولین که چند هر بود شده پیشنهاد ١٨٨٨ سال در بویس-ریموند٣ توسط انتگرال معادله نام بوچر٢ نظر بنابر

های سال در نامهاش پایان کار در آبل است. شده شناخته رسمیت به آبل۴ توسط انتگرال معادله پیدایش

قبیل از ͳمعادلات مطالعه مشغول ١٨٢۶ تا ١٨٢٣

f(x) =

∫ ∞

a

(x− t)−αf(t)dt, ٠ < α < ١

اولین که دارد وجود عقیدهای همچنین مͳکند. صدق f(a) = ٠ شرط در و پیوسته ͳتابع f که بود

آنها معکوس و لاپلاس تبدیلات روی که برمͳگردد ١٧٨٢ درسال لاپلاس۵ کار به انتگرال معادله پیدایش

صورت به ٠ < t <∞ , f(t) تابع لاپلاس تبدیل مثال عنوان به مͳکرد. مطالعه

L[f(t)] = F (s) =

∫ ∞

٠
exp(−st)f(t)dt, s > a

باشد، ͳمعلوم تابع s > ٠ , F (s) = ١
s٢
تابع اگر حال باشد. همΎرا s > a ازای به آنکه شرط به است،

انتگرال معادله حل با f(t) مجهول تابع ͳیعن لاپلاس معکوس تبدیل کردن پیدا برای

١
s٢

=

∫ ∞

٠
exp(−st)f(t)dt, s > ٠

2Bocher
3Bois − reymond
4Abel
5Laplace



٩ پیشنیازها و ͳمقدمات مفاهیم .١ فصل

شد. خواهیم مواجه

معادله حل به فوریه معکوس تبدیل کردن پیدا که کرد مطرح را فوریه تبدیلات ۶ فوریه ١٨٢٠ درسال

مͳشود. منجر انتگرال

مسئله جمعیت رشد موضوع مطالعه در ولترا ١٨٩۶ سال در

φ(x) +

∫ x

a

k(x, t)φ(t)dt = f(x)

معادله ٧ فردهلم ١٩٠٠ سال در کرد. ͳبررس را

φ(x) = f(x) + λ

∫ b

a

k(x, t)φ(t)dt

کرد. مطالعه را

انتگرال معادلات ͳمقدمات مفاهیم ۴.١

انتگرال معادله باشد، داشته قرار انتگرال علامت داخل در مجهول تابع که معادله هر به .١.۴.١ تعریف

گویند.

معادله به صورت این در باشد. مجهول ͳتابع y(t) کنید فرض

y(t) = x(t) +

∫ β(t)

α(t)

k(s, t)y(s)ds (١.۴.١)

β(t)و α(t) معلوم، تابع Έی انتگرال، معادله هسته عنوان به k(s, t) آن در که گویند انتگرال معادله Έی

داخل در تنها راست، سمت در y(t) مجهول تابع معادله این در است. معلوم تابع Έی x(t) و انتگرال حدود

از خارج در راست سمت در مجهول تابع است مم΋ن دیΎر حالتهای در و است شده ظاهر انتگرال علامت

باشد. داشته حضور هم انتگرال علامت

نظیر انتگرال معادلات به کند. صدق (١.۴.١) معادله در که ͳقسم به است y(t) تابع تعیین ما هدف

ͳخط حالت انتگرال علامت داخل در y(t) مجهول تابع زیرا گویند ͳخط انتگرال معادله معادله(١.۴.١)،

یا و cos(y(t)) ، y٢(t) مانند ͳخط غیر ͳتوابع با انتگرال علامت داخل در y(t) تابع اگر اما دارد.

گویند. ͳخط غیر را انتگرال معادله آنگاه شود، جا جابه exp(y(t))

6Fourier
7Fredholm



١٠ پیشنیازها و ͳمقدمات مفاهیم .١ فصل

گویند L٢ هسته Έی را D = {(s, t)|s, t ∈ [a, b]} ناحیه بر شده تعریف k(s, t) تابع تعریف١.۴.٢.

کند: صدق زیر شرایط در گاه هر

ͳیعن است. a ≤ s, t ≤ b ناحیه در (s, t) به نسبت پذیر اندازه تابع Έی k(s, t) (١∫ b

a

∫ b

a

|k(s, t)|٢dsdt <∞.

ͳیعن است. t به نسبت پذیر اندازه تابع Έی k(s, t) (٢∫ b

a

|k(s, t)|٢dt <∞, a ≤ s ≤ b.

ͳیعن است. s به نسبت پذیر اندازه تابع Έی k(s, t) (٣∫ b

a

|k(s, t)|٢ds <∞, a ≤ t ≤ b.

مͳگویند. نظم شرایط را (٣-١) شرایط

انتگرال معادله Έی هستهی باشد. پیوسته D = {(s, t)|s, t ∈ [a, b]} ناحیه بر k(s, t) هسته کنید فرض

مͳشود: تقسیم زیر دسته پن; به

تبهΎن: یا ͳشدن جدا هسته (١

هرگاه: مͳشود نامیده ͳشدن جدا k(s, t) هسته

k(s, t) =
n∑

k=٠

gk(t)hk(s)

خطͳاند. مستقل hkها و gkها آن در که

:ͳهرمیت هسته (٢

را k صورت این در ،k(s, t) = k(t, s) که طوری به باشد مختلط مقادیر با هسته Έی k(s, t)هسته اگر

مͳنامند. ͳهرمیت هسته

:ͳتفاضل هسته (٣

مͳگوییم. ͳتفاضل هسته Έی را k صورت این در k(s, t) = k(s− t) اگر

قطبی: هسته (۴

هرگاه: مͳشود نامیده قطبی k(s, t) هسته

k(s, t) =
g(s, t)

(s− t)α
+ h(s, t), ٠ ≤ α ≤ ١

. g(s, s) ̸= و٠ هستند کراندار D روی h و g که

:ͳاریتمΎل هسته (۵


