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ώܧ܊باђم ماे و ѝدر ࣛ нقدѓم
́ЪشانصلاЁگا Ѭ از य़̨تːψتارشانΟر از

آϋوИ͂م را ܘ۾رشاناЯږتادҊی از و

۳̖Јرم ࣛ нقدѓم
ю॑لϟدم اպنӚ͎ңور ࣛ او Јࠨدݵی Јڝیاریو ساࣥ ेय़

دׇېࠢدم دܔۿر ࣛ нقدѓم و
آراϊشزўدҊیժناϔت. Нˆشجانو اϲࠤد य़



Вپاس�ऌاری

ॐ ϋझود ʕطا ҎԨझی و ʣ݉܊ی و ˢЌود ما ࣳ را ع̎م सेی و Гناساўد ما ࣛ را ΄وЯۜ،ن य़ را آџझدگاری ВتاЯش و Вپاس
ѥماџد. داЮشωڞ̻܈܊ و Јګґ̵ۖۜیرࣰوانع̎م ࣛ و Ъ́Ο۰ࠪωیازماџد و чऩेقع̎م ҧԟ͗ف΄وЯشرا Ъࠢده Уدان،

Ѣمام از ϲࠤداђم झض ΄ود ࣳ ࣳساђم ॣیان ࣛ ϋوΚ˯̭ت با را यحՒه اպن уواЮږՉه�ام اϯ҈ی Τوت و ول ࣛ य़ اҝ͜ون
راЇ͆مای اВتاد از ҆ی�داђم ΄ود وԿ͗ه� آغاز े ѥماѓم. Θدرداҗی و Ыݨ˶ۭ ѥ̙ودўد یاری اІداΥم ساב،ن ːψˬق े यا य़ ϶ساҗی
ेय़̣݉܊دیТوشчدار د܍ۿر ώھدیدϾقانو آग़یاند܍ۿر ΄ود، اВتادانϊشاور و اردوخاҗی џداࣗ Йنابآग़ید܍ۿر ΄ود،

ϼ͆م. Θدرداҗی و Ыݨ˶ۭ Ԫڝ͇ماࣤ ϟدم، Тܧ܊ه�ϲࠢد اЯشان واخلاѽی رЇ̙͆ودसیع̎҅ی از اպنرساࣗ Һولॡتاдجام
و ϐطاԾϨه زὁت य़ б˒وџدی د܍ۿر خاђم लکار و شاࣰضاҘی د܍ۿر чوѹϒی، د܍ۿر بابڤیان، د܍ۿر آग़یان Йناب از
Йنابآग़ی از Ј̕ڨۍؑن و ϟدўد رساࣗ اպن باʝثҮТ͘ود ΄ود ̶۠ڗ۩ھاداتارزўده با و ѥ̙ودўد нڟ͟ل را رساࣗ اպن داوری�
دارم. ϟده�امोلاۤۑنانرا Тܧ܊ه�ϲࠢد اЯشان راЇ͆ماҘی�सیع̎҅ی از ҺولॡتԒझتϐطاϨعاҔی ेय़ Ϫ͇ما ѝدرو د܍ۿر

΄واۙ،ن، ͭسارت داЮۚ،ن، ࣮ور و ϰذت Пودن، باور ॑ب ϩˌظات य़ Ёږ͂م ࣭ࣽم خاцواده Θدردان ،औآ े
آјھاϔت. ܑ۾ز чॡونԀͷور زХبایزўدЋ͇م، و सییڠتا б܇܊ࣛ Ѣمام ٤ʕ̔ترВࠤدنو

وѻϊی рَڝҎی ϥڝՍه
۱۳۹۱ آै



ॠ॑ھارӅا
دارد. اختصاص اصیل مطالب به دوم و اول های فصل از غیر به رساله های فصل تمام



چڠࠤده
انتگرال معادلات برای تقریبی جواب�های آوردن به�دست برای عددی روش�های رساله، این در
دو�بعدی، یافته انتقال لژاندر متعامد توابع از استفاده با و مͬ�شوند مطرح غیر�خطͬ و خطͬ دو�بعدی
معادلات انواع عددی حل به پایه�ای توابع از دسته دو این اساسͬ خواص و لژاندر هایبرید توابع

مͬ�پردازیم. دو�بعدی انتگرال
برای لازم شرایط مͬ�شوند. گرفته نظر در خطͬ دو�بعدی ولترای و فردهلم انتگرال معادلات ابتدا،
لژاندر توابع خواص از استفاده با مͬ�شوند. مطرح معادلات از نوع این برای جواب یͺتایی و وجود
این مͬ�شوند. پیشنهاد شده گرفته نظر در معادلات عددی حل برای روش�هایی دو�بعدی، یافته انتقال
مͬ�کنند. تبدیل خطͬ جبری معادلات از دستگاهͬ به مستقیم به�طور را مفروض معادلات روش�ها

مͬ�گیرد. قرار بررسͬ مورد حاصل عددی جواب و شده مطرح روش�های همͽرایی
یͺتایی و وجود برای لازم شرایط مͬ�گیریم. نظر در را غیر�خطͬ دو�بعدی انتگرال معادلات سپس،
هم�محلͬ، نقاط همراه به دو�بعدی لژاندر متعامد بͺارگیریخواصتوابع با به�دستمͬ�آوریم. را جواب
از دستگاهͬ به را مفروض معادلات از ͷی هر هستند، انتقال�یافته گاوس-لژاندر نقاط همان که
معادلات این برای تقریبی جواب دستگاه�ها، این حل با کنیم. مͬ تبدیل غیر�خطͬ جبری معادلات

مͬ�شود. حاصل
بلاک-پالس و لژاندر هایبرید متعامد توابع پایه بر سازی روشنیمه-گسسته از استفاده با آخر، در
آنالیز مͬ�پردازیم. غیر�خطͬ و خطͬ دو�بعدی آمیخته فردهلم-ولترای انتگرال معادلات عددی حل به

مͬ�گیرد. قرار بحث مورد روش همͽرایی
ارائه مثال�هایی معادلات انواع از ͷی هر برای شده مطرح روش�های کارایی دادن نشان برای

مͬ�شود.

کلیدی: واژه�های
بلاک-پالس، توابع لژاندر، چند�جمله�ای�های آميخته، ولترا، فردهلم، دو�بعدی، انتگرال معادلات

تقريب بهترين سازی، نيمه-گسسته روش هم�محلͬ، مستقيم، روش عملياتͬ، ماتريس هايبريد،

:(٢٠١٠) موضوعͬ بندی رده

45A05, 45B05, 45D05, 65R20



ॠقدω
رياضͬ در مهم معادلاتيͷموضوع از نوع اين کاربرد و انتگرال معادلات به مربوط نظری بحث
استفاده ͬͺفيزی پديده�های از بسياری رياضͬ مدل�های عنوان به انتگرال معادلات است. کاربردی

.[٢] مͬ�شوند ظاهر نيز ديͽر رياضͬ مسایل فرمول�بندی در معادلات اين همچنین مͬ�شوند.
مغناطيس، و الͺتریسيته ،ͷژئو�فيزی پتانسيل، تئوری مͺانيͷکوانتوم، جمله از زمينه�ها از بسياری در
معادلات با ͬͺپزش و نوسازی نظریه زیستشناسͬ، فیزیͷو در ارثͬ پدیده�های گازها، جنبشͬ نظریه
به مͬ�توان را ديفرانسيل معادلات شامل کرانه�ای مقدار مسايل از بسياری مͬ�شويم. مواجه انتگرال
جواب برای محاسباتͬ تقريب ͷي کردن پيدا بنابراين کرد. فرمول�بندی انتگرال معادلات صورت

.[۵٠] مͬ�آيد شمار به علمͬ تحقيقات در اصلͬ شاخه ͷي انتگرال، معادلات
نمونه، برای مͬ�شوند. تبديل دو�بعدی معادلاتانتگرال مͺانيͷبه و مهندسͬ در مسايل از بسياری
،[٣٠] در .[٢٨] مͬ�شود فردهلم١ انتگرال معادلات حل به منجر فيزيͷپلاسما محاسباتدر معمولا˟
مͬ�دهد رخ برق مهندسͬ در که مساله ͷي جواب در دو�بعدی فردهلم انتگرال معادلات از کاربردی
معادلات به را غير�خطͬ تلͽراف معادلات از رده ͷي ،[۶۴] ديͽران و م�ͷک٢ͬ است. شده داده نشان
انتگرال معادلات برای سريع عددی يͷروشحل ،[٨۴] در کرده�اند. تبديل دو�بعدی ولترای انتگرال
دو�بعدی انتگرال معادلات از ديͽری کاربرد�های است. شده پيشنهاد دوم نوع از دو�بعدیخطͬ فردهلم

یافت. [۶۴ ،۴١] در مͬ�توان را
[۵٠ ،٢٢ ،٢١ ،٢] نمونه (برای ي�ͷبعدی انتگرال معادلات به مربوط عددی آناليز با مقايسه در
چند�بعدی انتگرال معادلات عددی حل برای محاسباتͬ روش�های آناليز شود)، مشاهده آنها مراجع و
،۴ ،١٢ ،١٠]) است نيافته توسعه بعدی ͷي انتگرال معادلات اندازه به و است شده شروع اخيراً

شود). مشاهده [۶۴ ،۴٧ ،۴٠ ،٣٩ ،٣۶ ،٣۵ ،٣٠ ،١۶ ،١٧
کار از شروع با است، شده حاصل اخير سال ٢٣ در عرصه اين در با�معنͬ پيشرفت بهر�حال،
جواب برای را تکراری هم�محلͬ و محلͬ هم روش�های آن در که [١٢] کاوتن۴ و برونر٣ معروف
برای را مطالعه اين [۴٧] در کاوتن آن، از بعد کردند. معرفͬ خطͬ ولترای۵ انتگرال معادلات
خطͬ غير ولترای انتگرال معادله برای [١٠] در برونر و خطͬ فردهلم-ولترای انتگرال معادلات

دادند. ارايه روش�ها اين برای را جامع و موضعͬ همͽرايی خواص از آناليزی و دادند گسترش

١Fredholm
٢Mckee
٣Brunner
۴Kauthen
۵Volterra



ح

و هان۶ کار�های به مͬ�توان است شده انجام زمينه اين در که ديͽری مهم کار�های جمله از
روی بر وقتͬ ،ͷکلاسی روش�های برای را مجانبی خطای بسط�های آنها کرد. اشاره همͺارانش
معرفͬ برای ای پايه عنوان به آنها، از و آورده�اند دست به شده�اند، اعمال دو�بعدی انتگرال معادلات
انتگرال معادله جواب آناليز برای روش اين از ،[۴٠] در کردند. استفاده برونيابی های الͽوريتم
برای را نیشتروم روش هان، است. شده استفاده نيشتروم٧ ذوزنقه�ای روش با خطͬ فردهلم-ولترای
روشهم�محلͬ ،[٣۵] و [٣٩] در .[٣۴] کرد مطرح غیرخطͬ فردهلم-ولترای انتگرال معادلات حل
برای نيشتروم روش ،[٣۶] در است. شده ارايه غير�خطͬ ولترای انتگرال معادله جواب برای تکراری
از نوع اين حل برای تکراری گالرکين٨ روش ،[٣٧] در و خطͬ غير فردهلم انتگرال معادله حل
گالرکین های جواب مجانبی بسط پایه بر برونیابی روش انها همچنین، شده�اند. مطرح معادلات

.[٣٨] داده�اند ارائه دو�بعدی ولترای انتگرال معادلات برای را، تکراری
جمله از است. شده دو�بعدی انتگرال معادلات عددی حل به بيشتری توجه اخير سال�های در
دو�بعدی لژاندر٩ ͷموج روش از استفاده به توان مͬ است، گرفته صورت زمينه اين در که کار�هايی
روش [٨۶] همͺارانش و يوسفͬ .[٧] کرد اشاره آمیخته ولترای فردهلم انتگرال معادلات حل برای
مال�ͷنژاد اند. کرده مطرح خطͬ غير فردهلم-ولترای انتگرال معادلات حل برای را خ١٠ͬ تکراری
دو�بعدی بلاک-پالس١١ توابع از استفاده با معادلات از نوع اين عددی حل به ،[۵۶] در مهديانͬ و
انتگرال معادله عددی حل برای پايه�ای توابع اين از ،[۵٧] دیͽران و مال�ͷنژاد همچنين، پرداختند.
عددی حل برای شده گويا هار١٢ توابع از ،[۴] در کرده�اند. استفاده غير�خطͬ دو�بعدی ولترای
انتگرال معادلات جواب ،[٨] بابليان و بزم است. شده استفاده غير�خطͬ دو�بعدی انتگرال معادلات
روش ͷي ،[١] در زده�اند. تقریب گاوسͬ انتگرال�گيری قاعده از استفاده با را غير�خطͬ فردهلم
شعاعͬ توابع از استفاده با درونيابی پايه بر دو�بعدی، فردهلم انتگرال معادلات جواب برای عددی

است. شده مطرح متناظر های وزن و لباتو گاوس- لژاندر- های گره حسب بر گاوسͬ،
روش�های صورت به مͬ�توان را انتگرال معادله ͷي تقريبی جواب برای محاسباتͬ روش�های اکثر
بر انتگرال معادله در موجود توابع و مجهول تابع بسط پايه بر روش�ها اين گرفت. نظر در بسطͬ
جواب بسط ضرايب تعيين برای الͽوريتمͬ بسطͬ، روش ͷي بنابراين، هستند. پايه�ای توابع حسب
کمترين تقريب به مͬ�توان که دارند وجود بسطͬ روش برای زيادی الͽوريتم�های است. معادله
معادله ͷي روش�ها اين اغلب، .[٢١] کرد اشاره ... و گالرکين روش هم�محلͬ، روش مربعات،

۶Han
٧Nystrom
٨Galerkin
٩Legendre
١٠He
١١Block-Pulse
١٢Haar
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از پايه�ای توابع انتخاب در�هر�صورت، مͬ�کنند. تبديل جبری معادلات از دستگاهͬ به را انتگرال
ای پايه توابع عنوان به را توابعͬ مͬ�توان در�کل، است. روش�ها اين اجرای در مسايل مهم�ترين
اجرا برای لازم محاسباتͬ تلاش در خطا کم�کردن موجب الͽوريتم، اجرای زمان در که کرد انتخاب

.[۵٠ ،۴۶ ،۴٣ ،١١ ،۶] شوند
مͬ�کنيم. استفاده بلاک-پالس و لژاندر هايبريد توابع و دو�بعدی لژاندر توابع از پژوهش، اين در
دو�بعدی ولترای و فردهلم انتگرال معادلات از مختلفͬ انواع عددی حل برای دو�بعدی لژاندر توابع از
آميخته فردهلم-ولترای انتگرال معادلات حل برای لژاندر، هايبريد توابع همچنين، مͬ�شود. استفاده
روش�های مͬ�شوند: گرفته نظر در عددی روش�های از دسته دو در�کل، مͬ�شوند. برده کار به دو�بعدی

است: زير صورت به پژوهش اين اصلͬ پيͺره مستقيم. روش�های و هم�محلͬ
است. تابعͬ آنالیز و انتگرال معادلات نظريه در رياضͬ مقدمات به مربوط ،١ فصل

خواص بلاک-پالسو و لژاندر هايبريد توابع و لژاندر متعامد چندجمله�ای�های معرفͬ به ،٢ فصل
دارد. اختصاص آنها اساسͬ

لژاندر متعامد توابع لژاندر، متعامد چندجمله�ای�های خواص و تعریف به توجه با ،٣ فصل در
مͬ�شوند. بررسͬ آنها خواص و تعریف، دو�بعدی یافته انتقال

دوم نوع از خطͬ دو�بعدی ولترای و فردهلم انتگرال معادلات حل برای روش�هايی ،۴ فصل در
و دو�بعدی یافته انتقال لژاندر متعامد توابع حسب بر توابع بسط پايه بر روش�ها، اين شوند. مͬ مطرح
همͽرايی پيرامون مͬ�دهند. ارائه را معادلات اين جواب از تقريبی و هستند، روشمستقيم از استفاده
انتگرال معادلات برای شده مطرح روش آخر، در شود. مͬ بحث شده مطرح روش�های برای جواب

مͬ�شود. استفاده دو�بعدی ولترای انتگرال معادلات از دستگاهͬ برای ولترا،
با غير�خطͬ، دو�بعدی ولترای و فردهلم انتگرال معادلات برای تقريبی جواب ارايه به ،۵ فصل

شود. مͬ مربوط هم�محلͬ روش و دو�بعدی لژاندر توابع از استفاده
و خطͬ دو�بعدی آميخته فردهلم-ولترای انتگرال معادلات حل برای عددی روش ،۶ فصل در
پايه�ای توابع از استفاده و سازی نيمه-گسسته پايه بر روش اين مͬ�گيرد. قرار بررسͬ مورد غير�خطͬ

مͬ�گیرد. قرار بحث مورد همͽرايی آناليز آخر در است. لژاندر هايبريد
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v و u داخلͬ ضرب (u, v)

T عملͽر دامنه D(T )

T عملͽر برد R(T )

T عملͽر پوچ مجموعه N (T )

اعداد میدان K
حقیقͬ اعداد مجموعه R
مختلط اعداد مجموعه C

[a, b] روی پیوسته توابع مجموعه C[a, b]

W نرمدار فضای به V نرمدار فضای از پیوسته عملͽرهای همه مجموعه L(V,W )

y و x بودن معادل x =◦ y

n حداکثر درجه از ایهای چندجمله همه فضای Pn

K فضای تا u فاصله δ(u,K)

ϕ١, . . . , ϕn توسط شده تولید فضای span{ϕ١, . . . , ϕn}
n درجه از لژاندر ای چندجمله Ln(x)

کرونکر دلتای δij

کرونکر ضرب ⊗
T عملͽر معکوس T−١



١ فصل

مقدماتͬ تعاریف و پیشنیازها

مͬ�شود استفاده آنها از رساله این در که تابعͬ آنالیز به مربوط نتایج و مفاهیم برخͬ فصل، این در
مͬ�شوند. معرفͬ مختصر صورت به انتگرال معادلات ابتدا، مͬ�شوند. بیان

انتگرال معادلات ١.١

مͬ�شود. ظاهر انتگرال علامت داخل در مجهول تابع آن در که است ای معادله ، انتگرال معادله
طبیعͬ طور به انتگرال معادلات شوند. ظاهر مͬ�توانند نیز دیͽر جملات ای معادله چنین در طبیعتاً،
فرمول نمایش عنوان به همچنین آنها دهند. مͬ رخ ریاضͬ ͷفیزی و ͷانیͺم های زمینه از بسیاری در
انتگرال معادلات درباره بیشتر جزییات آیند. مͬ وجود به دیفرانسیل معادلات جوابهای برای هایی
معرفͬ انتگرال معادلات انواع اینجا، در یافت. [٧۴ ،۵٠ ،۴٨ ،۴۶ ،۴٣ ،٢٢ ،٢] منابع در مͬ�توان را

مͬ�شوند.

بعدی ͷی انتگرال معادلات ١.١.١

مربوط زیر شͺل�های به بعدی ͷی انتگرال معادلات به انتگرال معادلات برای استاندارد روش�های
مͬ�شوند:

f(x) = λ

∫ b

a

k(x, t)u(t)dt; a ≤ x ≤ b, (١.١)

یا

u(x) = f(x) + λ

∫ b

a

k(x, t)u(t)dt; a ≤ x ≤ b, (٢.١)



٢ مقدماتͬ تعاریف و پیشنیازها .١

این است. مجهول تابع u(t) و معلوم تابع f(x) و مختلط) (احتمالا˟ عددی پارامتر ͷی λ آنها در که
در هستند. u(t) مجهول تابع برای دوم و اول نوع از خطͬ فردهلم انتگرال معادلات ترتیب، به دو
از a ≤ t ≤ b و a ≤ x ≤ b مربع در که مͬ�شود نامیده معادله هسته k(x, t) تابع ،(٢.١) و (١.١)
k(x, t) هسته ،[a, b] بازه مفروضبودن با کامل طور به معادلات این مͬ�شود. تعریف (x, t) صفحه

مͬ�شوند. مشخص f(x) تابع و
نوشت، زیر شͺل�های به مͬ�توان را (٢.١) یا (١.١) معادله ،x < t وقتͬ k(x, t) = ٠ اگر

f(x) = λ

∫ x

a

k(x, t)u(t)dt; a ≤ x ≤ b, (٣.١)

یا

u(x) = f(x) + λ

∫ x

a

k(x, t)u(t)dt; a ≤ x ≤ b. (۴.١)

مͬ�شوند. نامیده دوم و اول نوع از خطͬ ولترای انتگرال معادلات بترتیب، معادلات این
مجهول تابع چون مͬ�شوند، نامیده اول نوع از معادلات (٣.١) و (١.١) شͺل به انتگرال معادلات
که (۴.١) و (٢.١) شͺل به انتگرال معادلات مͬ�شود. ظاهر انتگرال علامت داخل در فقط u(t)

گفته دوم نوع از مͬ�شود، ظاهر آن بیرون در هم و انتگرال علامت در هم u(t) مجهول تابع آنها در
مͬ�شوند.

آید مͬ دست به دوم نوع از همͽن انتگرال معادله ،f(x) = ٠ (٢.١) معادله در اگر

u(x) = λ

∫ b

a

k(x, t)u(t)dt; a ≤ x ≤ b, (۵.١)

(۵.١) و (٢.١) وقتͬ مͬ�شود. گفته سوم نوع از فردهلم معادله ͷی یا ویژه مقدار معادله آن به که
مͬ�شود. نامیده (٢.١) با مرتبط همͽن معادله (۵.١) شوند، گرفته نظر در زمان هم

آنها برای که هایی λ است؛ u(x) = ٠ بدیهͬ جواب دارای (۵.١) ،λ معلوم مقدار ͷی برای
(متناهͬ) مقداری هیچ است ممͺن مͬ�شوند. نامیده مشخصه مقادیر دارد وجود بدیهͬ غیر جواب
تبدیل زیر معادله به (۵.١) بنابراین ،x < t برای k(x, t) = ٠ اگر مثال، برای باشد، نداشته وجود

مͬ�شود،
u(x) = λ

∫ x

a

k(x, t)u(t)dt, a ≤ x ≤ b.

ندارد. وجود معادله این برای متناهͬ مشخصه مقدار uهیچ و k روی مناسب منظم شرایط تحت
معادلات این برای زیرا مͬ�شوند نامیده خطͬ انتگرال معادلات معادلات(١.١)-(١.۴) یͷاز هر

نوشت: مͬ�توان
L[u(x)] = f(x),



٣ انتگرال معادلات .١.١

که معنͬ این به است خطͬ ،u(x) مجهول تابع شامل L[u(x)] عبارت آن در که

L[λ١u١(x) + λ٢u٢(x)] = λ١L[u١(x)] + λ٢L[u٢(x)].

داد. تشخیص را غیر�خطͬ ولترای و فردهلم انتگرال معادلات مͬ�توان کلͬ، طور به
اول: نوع از غیر�خطͬ فردهلم انتگرال معادله

f(x) = λ

∫ b

a

k(x, t, u(t))dt; a ≤ x ≤ b,

دوم: نوع از

u(x) = f(x) + λ

∫ b

a

k(x, t, u(t))dt; a ≤ x ≤ b,

سوم: نوع از

u(x) = λ

∫ b

a

k(x, t, u(t))dt; a ≤ x ≤ b.

اول: نوع از غیر�خطͬ ولترای انتگرال معادلات

f(x) = λ

∫ x

a

k(x, t, u(t))dt; a ≤ x ≤ b,

دوم: نوع از

u(x) = f(x) + λ

∫ x

a

k(x, t, u(t))dt; a ≤ x ≤ b.

بعدی چند انتگرال معادلات ٢.١.١

متغیر ͷی به فقط مجهول تابع آن در که گرفت نظر در را انتگرالͬ معادلات مͬ�توان کلͬ، طور به
است. وابسته متغیر چندین به بلͺه نیست وابسته

d > ١ و ai, bi ∈ R ،Rd در دار کران و بسته مجموعه ͷی D =
∏d

i=١[ai, bi] کنیم فرض
و باشد،

x = (x١, x٢, . . . , xd), ∀x ∈ D,

.xi < ti, i = ١, ٢, . . . , d اگر x < t گوییم مͬ ،x, t ∈ D هر برای گیریم. مͬ نظر در را
است، زیر شͺل دارای اول نوع از کلͬ خطͬ d-بعدی فردهلم انتگرال معادله

f(x) = λ

∫
D

k(x, t)u(t)dt, x ∈ D, (۶.١)



۴ مقدماتͬ تعاریف و پیشنیازها .١

چنین است. مجهول تابع u(t) و معلوم توابع f(x) و k(x, t) توابع و عددی پارامتر ͷی λ آن در که
تابع در ͷکوچ تغییرات uبه جواب زیرا مͬ�شوند، بندی دسته بد-وضع عنوان به معمولا˟ معادلاتͬ

.[٢] است حساس f داده
است، زیر شͺل به دوم نوع از خطͬ d-بعدی فردهلم انتگرال معادله

u(x) = f(x) + λ

∫
D

k(x, t)u(t)dt; x ∈ D. (٧.١)

را (٧.١) یا (۶.١) معادله ترتیب، به ،x < t وقتͬ k(x, t) = ٠ اگر یͷ-بعدی، حالت مشابه
نوشت: زیر صورت�های به مͬ�توان

f(t) = λ

∫ x

a
k(x, t)u(t)dt; x ∈ D,

u(x) = f(x) + λ

∫ x

a
k(x, t)u(t)dt; x ∈ D,

مͬ�کنیم: استفاده زیر نماد از و a = (a١, a٢, . . . , ad) ∫که x

a
G(t)dt =

∫ x١

a١

∫ x٢

a٢

. . .

∫ xd

ad

G(t١, t٢, . . . , td)dtd . . . dt٢dt١.

زیر شͺل به را D روی غیر�خطͬ بعدی چند ولترای و فردهلم انتگرال معادلات مͬ�توان همچنین
کرد: تعریف

اول: نوع از غیر�خطͬ d-بعدی فردهلم انتگرال معادلات

f(x) = λ

∫
D

k(x, t, u(t))dt; x ∈ D,

دوم: نوع از

u(x) = f(x) + λ

∫
D

k(x, t, u(t))dt; x ∈ D,

سوم: نوع از

u(x) = λ

∫
D

k(x, t, u(t))dt; x ∈ D.

اول: نوع از غیر�خطͬ d-بعدی ولترای انتگرال معادلات

f(x) = λ

∫ x

a
k(x, t, u(t))dt; x ∈ D,



۵ خطͬ فضاهای .٢.١

دوم: نوع از

u(x) = f(x) + λ

∫ x

a
k(x, t, u(t))dt; x ∈ D.

پردازیم، مͬ آن عددی حل به رساله این در که بعدی چند انتگرال معادلات از خاص نوع ͷی
زیر به�صورت معادلات از نوع این کلͬ شͺل است. دو�بعدی آمیخته فردهلم-ولترای انتگرال معادله

است،
u(x, t) = f(x, t) +

∫ t

٠

∫
Ω

K(x, t, y, z, u(y, z))dydz,

تعریف D = Ω × [٠, T ] روی که است مجهول عددی مقدار با تابع ͷی u(x, t) طوری�که، به
،K(x, t, y, z, u) و f(x, t) توابع است. n = ١,٢,٣ با ،Rn از بسته زیرمجموعه ͷی Ω و مͬ�شود،
.[١١] هستند S = {(x, t, y, z, u) : x, y ∈ Ω, ٠ ≤ z ≤ t ≤ T} Dو روی معلوم توابع بترتیب،

خطͬ فضاهای ٢.١

معادلات در مسايل از عظيمͬ قسمت حل و مطالعه برای استاندارد زمينه برداری، يا خطͬ فضاهای
کاربردیهستند. رياضͬ در موضوعاتديͽر و سازی بهينه نظريه تقريب، نظريه انتگرال، و ديفرانسيل
فضاهای از بعضͬ خاص طور به و خطͬ، فضاهای به مربوط نتايج و مفاهيم از برخͬ بخش اين در
رياضͬ در مͺرراً که ديͽر تابعͬ فضاهای و هيلبرت٢ فضاهای باناخ١، فضاهای مانند تر مهم خطͬ

.[٣] شد خواهند مطرح مͬ�شوند، استفاده کاربردی

نقاط عنوان به (که است {u, v, . . .} عناصر از ای مجموعه V خطͬ فضای ͷي .١.٢.١ تعریف
يا (حقیقͬ α اسͺالر ͷي در ضرب تحت و جمع به نسبت به�طوری�که مͬ�شوند) شناخته بردارها يا

شود. مراجعه [٢٢] به برداری فضای ͷي کامل خواص ديدن برای است. بسته مختلط)

تعريف پیوسته�ی مختلط مقدار با يا و مقدار حقيقͬ توابع همه از ,C[aمتشͺل b]فضای .٢.٢.١ مثال
(αv)(s) = αv(s) اسͺالر ضرب و (v١ + v٢)(s) = v١(s) + v٢(s) جمع با [a, b] بازه روی شده

است. برداری فضای ͷی

نرمدار فضاهای ١.٢.١

پاسخ برای داريم. نياز دقيق جواب به عددی جواب ͬͺنزدي بررسͬ به مͺرر طور به عددی، آناليز در
جواب و عددی جواب بين فاصله بزرگͬ تعيين برای مقياس ͷي کمͬ، صورت به سؤال اين به دادن

کند. مͬ فراهم را مقياسͬ چنين خطͬ فضای ͷي در نرم ͷي است. لازم دقيق

١Banach
٢Hilbert



۶ مقدماتͬ تعاریف و پیشنیازها .١

مͬ�شود ناميده نرم V برداری فضای روی شده تعريف ∥.∥ مقدار حقيقͬ تابع ͷي .٣.٢.١ تعریف
باشد: برقرار آن برای زير خواص اگر

،v = ٠ اگر تنها و اگر ∥v∥ = ٠ و ،∥v∥ ≥ ٠ ،v ∈ V هر برای (i)

،∥αv∥ = |α|∥v∥ ،v ∈ V و α ∈ C (R) هر ازای به (ii)

.∥u+ v∥ ≤ ∥u∥ + ∥v∥ ،u, v ∈ V هر برای (iii)

v = ٠ به منجر ضرورتاً ∥v∥ = ٠ (i) خاصيت در اگر است. مثلثͬ نامساوی (iii) خاصيت
مͬ�شود. ناميده نيم-نرم ͷي ∥.∥ نشود،

مͬ�شود. گفته نرمدار فضای ∥.∥ نرم به مجهز V برداری فضای ͷي .۴.٢.١ تعریف

فضای زير نرم دو با است، شده تعریف ٢.٢.١ مثال در که C[a, b] برداری فضای .۵.٢.١ مثال
است. نرمدار

∥v∥∞ = maxt∈[a,b] |v(t)|, ماکسیمم: نرم

∥v∥٢ =
(∫ b

a
|v(t)|٢dt

) ١
٢
. مربعات: ميانگين نرم یا

کرد. بحث عناصر از نامتناهͬ دنباله ͷي همͽرايی به راجع مͬ�توان نرم مفهوم به توجه با

فضای ͷي در عناصر از نامتناهͬ دنباله ͷي {vn} کنيد فرض قوی) (همͽرایی .۶.٢.١ تعریف
همͽراست. v به {vn} آنگاه . limn→∞ ∥vn − v∥ = ٠ که باشد طوری v ∈ V و باشد V نرمدار

صدق زیر شرط در {vn}که ⊂ V دنباله ͷي باشد. نرمدار فضای ͷي V فرضکنيد تعریف٧.٢.١.
مͬ�شود: ناميده کوش٣ͬ دنباله کند،

lim
n,m→∞

∥vn − vm∥ = ٠.

يͷشرط بودن کوشͬ دنباله ديͽر عبارت به است. نيز کوشͬ آنگاه باشد، همͽرا {vn} دنباله اگر
در است ممͺن دنباله ͷي حد زيرا نيست، برقرار آن برعکس اما است. دنباله بودن همͽرا برای لازم

نباشد. پيوسته است ممͺن پيوسته توابع از دنباله ͷي حد مثال، عنوان به نباشد. فضا
نرمدار فضای از ای ويژه نوع به خاص توجه و است کلͬ بسيار معمولا˟ نرمدار فضای مفهوم

مͬ�شود. ناميده باناخ فضای که است

٣Cauchy


