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ฬଘموردگاریൊتا
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نࢂඟددوධروتوشࢆوه یࢁඟانගھان،່ଘච໔ماিشୀا່اতه ख़ੁࣤوਟیرأশࢌभࣇحੀ২భه جوه�یনیات້اردادها॥ت.

ਟی�اষھا،ච໔اوراিشاید.
کمال در که مختاری دکتر آقای جناب گرامͬ استاد ارزشمند راهنمایͬ�های از که مͬ�داند خود بر نͽارنده
نماید. قدردانͬ و تشͺر ننمودند، دریغ رساله این انجام راستای در ͬͺکم هیچ از خلق حسن و صدر سعه
این از بیش سپاسͬ سزاوار ارشد، کارشناسͬ دوره در که دکتری دوره در تنها نه ایشان پدرانه� همراهͬ ͷبͬ�ش

است.
فرصت دوره در زدنͬ�شان مثال حمایت�های و گرم میزبانͬ خاطر به شاباک روبرت پروفسور از همچنین
به دستیابͬ دارم. را قدردانͬ و تشͺر کمال آلمان، گوتینͽن جورج-آگوست دانشͽاه در اینجانب مطالعاتͬ

نبود. امͺان�پذیر ایشان، روشنͽرانه راهنمایͬ�های و نقدها بدون رساله این نتایج از بسیاری
مبذول فراوان مساعدت تحقیق مراحل انجام در که بهرامͬ دکتر آقای جناب ارجمندم مشاور استاد از

سپاسͽزارم. فرمودند،
افتخاری برایم حضورشان که مͬ�دارم بابلیان دکتر آقای جناب گرانقدر استاد تقدیم را خویش امتنان مراتب

ارزشمند. فرصتͬ رهنمودهایشان و بود بزرگ بس
فرمودند، لطفخویش قرین مرا همواره که چͽینͬ دکتر آقای جناب بزرگوار استاد ارزنده مساعدت�های از

دارم. را قدردانͬ و تشͺر کمال
سپاسͽزارم. بͬ�نهایت شدند، متقبل را رساله این داوری زحمت که تاتاری دکتر آقای جناب گرامͬ استاد از
بود، من راهͽشای بͬ�پایانشان محبت و عشق زندگͬ، لحظات تمام در که عزیزم خانواده از همچنین

متشͺرم.
مͬ�نمایم. قدردانͬ صمیمانه نمودند، همراهͬ مرا سال�ها این در که عزیزم دوستان از پایان در

ජ໑۱۳۹۲مख़مدی



..
ابتکارات مطالعات، نتایج بر مترتّب مادی حقوق کلیه

پایان�نامه این موضوع تحقیق از ناشی نوآوری�های و

است. اصفهان صنعتی دانشگاه به متعلّق

شش
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چͺیده

مشتقات با معادلات حل در بازتولید هسته هیلبرت فضای بر مبتنͬ روش�های بررسͬ به رساله این در
مͬ�شوند. تقسیم عددی و نمادین دسته دو به روش�ها این مͬ�پردازیم. جزیͬ

مͬ�شود. داده نمایش بازتولید هیلبرتهسته فضای در یͷسری شͺل به جواب تابع نمادین، روش�های در
عنوان به و کرده تولید گرام-اشمیت متعامدسازی فرایند توسط را یͺه متعامد پایه توابع یا روش��ها، این در
حذف را گرام-اشمیت متعامدسازی فرایند یا و مͬ�دهیم قرار استفاده مورد جواب تابع تقریب در پایه توابع
جایͽزین را هیلبرت فضاهای در تقریب بهترین نظریه مبنای بر نرمال معادلات دستͽاه حل آن جای به و کرده
معادلات تعمیم�یافته، منظم بلند موج معادله حل از استفاده با را ایده دو هر پیاده�سازی ͬͽونͽچ مͬ�کنیم.
معادلات دستͽاه از رده�ای غیرموضعͬ، مرزی شرایط با سهموی وارون مسائل غیرخطͬ، مشتقاتͬ-تفاضلͬ

کرد. خواهیم بررسͬ تفصیل به بعدی ͷی شرودینͽر معادله و غیرخطͬ جزیͬ مشتقات با
نظر در پایه توابع عنوان به را بازتولید هسته هیلبرت فضای در نیوتن پایه� توابع عددی، روش�های در
تقریب گالرکین و هم�مͺانͬ روش دو به پایه توابع از استفاده با مͺان متغیر راستای در را جواب تابع و گرفته
جواب تابع حسب بر معمولͬ مشتقات با معادلات از دستͽاهͬ به روشخطوط، از استفاده با سپس مͬ�زنیم.
استفاده با را خطوط روش با توام گالرکین و هم�مͺانͬ روش دو هر مͬ�یابیم. دست زمان متغیر راستای در
بررسͬ تفصیل به برگرز غیرخطͬ دوبعدی معادلات زوج و براسلیتور واکنش-انتشار دوبعدی دستͽاه حل از

کرد. خواهیم

بازتولید هسته هیلبرت فضای جزیͬ، مشتقات با معادلات کلیدی: واژه�های



پیش�گفتار

معادلات از دستͽاهͬ یا (PDE) جزیͬ مشتقات با معادله ͷی طبیعͬ پدیده�های از بسیاری ریاضͬ مدل
حاکم مرزی شرایط میان در است. مرزی و اولیه شرایط همراه به غیرخطͬ و خطͬ از اعم جزیͬ، مشتقات با
مرز از قسمتͬ یا مرز روی بر تابع مقدار آن در که کرد، اشاره غیرموضعͬ مرزی شرایط به مͬ�توان PDE بر
اولیه شرایط با PDE ͷی معلوم پارامترهای مͬ�شود. مربوط مرز قسمت�های سایر یا دامنه درون مقادیر به
شرایط معادله، راست سمت تابع هندسͬ، ناحیه معادله، ضرایب مرتبه، از: عبارتند کلͬ حالت در مرزی، و
جزء شده، اشاره پارامتر چند یا ͷی مرزی، و اولیه شرایط با PDE ͷی در چنانچه مرزی. شرایط و اولیه
وارون مسأله اختصار، به یا جزیͬ مشتقات با معادله وارون مسأله را آن آیند، حساب به مسأله مجهولات
اضافͬ شرط وجود عدم صورت در وارون مسائل جواب مجهولات، تعداد افزایش به توجه با مͬ�نامند.
مسائل جزء مسائل از دسته این معمول، حالت در بنابراین نیست. یͺتا مرزی، و اولیه شرایط جز به دیͽری
در نیز نقطه�ای یا انتͽرالͬ شرایط چون تعیین�شده�ای بیش شرایط اعمال طرفͬ از مͬ�آیند. حساب به بدوضع
طبیعت، در پرکاربرد معادلات از دیͽری دسته�ی نیست. امͺان�پذیر سادگͬ به متداول روش�های از بسیاری
هستند. بازگشتͬ رابطه�ای و معمولͬ مشتقات با معادله ͷی از ترکیبͬ که هستند مشتقاتͬ-تفاضلͬ معادلات
در جریانات شبͺه، در ذره ارتعاشات همچون ͬͺفیزی پدیده�های مدل�سازی در را مهمͬ نقش معادلات این

دارند. غیره و نساجͬ مهندسͬ کوانتوم، ͷفیزی ،ͬͺتریͺال شبͺه�های
دستͽاه و معادلات و غیرخطͬ مشتقاتͬ-تفاضلͬ معادلات وارون، مسائل از بسیاری حل پیچیدگͬ
غیرخطͬ مرزی شرایط جمله از متنوع مرزی شرایط با مختلف ابعاد در غیرخطͬ جزیͬ مشتقات با معادلات
تابعͬ آنالیز در نظری قوی اصول بر ͬͺمت حال عین در و ساده�تر روش�های یافتن به را محققان غیرموضعͬ و
(RKHS) بازتولید هسته هیلبرت فضای بر مبتنͬ روش�های به مͬ�توان روش�ها این میان در است. داده سوق

کرد. اشاره
توابع برای مرزی مقدار مسائل روی زارمبا تحقیقات در ٢٠ قرن اوایل در بار اولین برای بازتولید هسته
هسته خاص حالتͬ در که بود کسͬ اولین او ١٩٠٧ سال در گرفت. قرار استفاده مورد دوهمساز و همساز
معادلات نظریه در م˼رک˼ر، ١٩٠٩ سال در کرد. بیان را بازتولید خاصیت و معرفͬ را توابع از رده�ای با متناظر
وقفه�ای از پس مͬ�کردند. صدق بازتولید هسته خصوصیت در که کرد ارائه را مثبتͬ معین هسته�های انتͽرال،
(١٩٢٢) بِرگمʿن ،(١٩٢١) زیͽو نامهای به آلمانͬ ریاضیدان سه رساله�های در بازتولید هسته ایده طولانͬ،
همساز توابع از رده�ای برای را متغیر چند یا ͷی در بازتولید هسته�های برگمن شد. احیا (١٩٢٢) باخن˼ر و
هسته�های به آن�ها، روی بر کار سال ۴٠ الͬ ٣٠ از بعد که کرد نام�گذاری هسته توابع و معرفͬ تحلیلͬ و
متغیره چند و ͷی توابع در هسته�ها این از استفاده در ارزشمندی نتایج آن دنبال به شدند. معروف برگمن
و ͷوِل (برگمن، شبه-همدیس نͽاشت�های و زارانͺویچ) و (برگمن همدیس نͽاشت�های باخنر)، و (برگمن



٣

هرمیتͬ ماتریس�های عنوان تحت هسته�هایͬ ،١٩٣۵ سال در مور تحقیقات نتیجه در آمد. دست به آرونزان)
کرد ثابت همچنین مور شد. بیان انتͽرالͬ معادلات تعمیم در آن�ها کاربرد از دیدگاهͬ و معرفͬ مثبت، معین
وجود K بازتولید هسته با توابع از فردی به منحصر هیلبرت فضای ،K مثبت معین هرمیتͬ ماتریس با متناظر
ایده توسعه با شیفر و برگمن .[٣] گرفت نظم ١٩۴٨ سال در آرونزان توسط بازتولید هسته�های نظریه دارد.
در قدرتمند ابزاری عنوان به را آن�ها بازتولید، هسته�های از استفاده با مرزی مقدار مسائل حل در زارمبا اولیه

کردند. معرفͬ بیضوی مرزی مقدار مسائل حل
ابتدا نمادین، روش�های در مͬ�شوند. تقسیم عددی و نمادین دسته دو به RKHS بر مبتنͬ روش�های
تابع سپس مͬ�شود. ساخته مسأله بر حاکم مرزی شرایط و شده ظاهر مشتقات مراتب به توجه با RKHS

نظریه روش�ها، این اساس مͬ�آید. دست به نمادین عملیاتͬ با ضابطه�ای چند تابعͬ صورت به فضا بازتولید
پایه توابع یا بنابراین است. جواب تقریب در فوریه بسط از استفاده و هیلبرت فضاهای در تقریب بهترین
تابع تقریب در پایه توابع عنوان به و کرده تولید گرام-اشمیت متعامدسازی فرایند توسط را یͺه متعامد
حل آن جای به و کرده حذف را گرام-اشمیت متعامدسازی فرایند یا و مͬ�دهیم قرار استفاده مورد جواب
ساخت از پس روش�ها این در مͬ�کنیم. جایͽزین را تقریب بهترین نظریه مبنای بر نرمال معادلات دستͽاه
جواب سپس و مͬ�شود داده نمایش مربوطه، RKHS در نمادین سری شͺل به مسأله دقیق جواب پایه، توابع
معادلات در دقیق جواب با متناظر سری جملات مͬ�آید. دست به دقیق جواب از جمله n محاسبه با تقریبͬ
دو هر در مͬ�شوند. محاسبه بازگشتͬ فرایندی از استفاده با غیرخطͬ معادلات در و صریح طور به خطͬ
دسته این است. همͽرا یͺنواخت طور به دقیق جواب به تقریبͬ جواب ،n افزایش با شرایطͬ تحت حالت
در و زمانͬ گسسته�سازی از بͬ�نیاز مرزی، شرایط انواع ارضای در توانا بسیار شبͺه، از بͬ�نیاز روش�ها، از
مسائل از وسيعͬ دسته مͬ�توان آن�ها كمك به و بوده زمان طول در جواب پایداری مشͺلات از فارغ نتیجه
در گرام-اشمیت متعامد�سازی فرایند از که RKHS بر مبتنͬ نمادین روش�های کرد. حل را غيرخطͬ و خطͬ
،[٩ ،١٠ ،٧٠] معمولͬ مشتقات با معادلات از دسته�ای حل در تاکنون مͬ�کنند، استفاده پایه توابع ساخت
غیرخطͬ عملͽری معادلات ،[۶٩ ،٧٢ ،٧٧] مشتقاتͬ-انتͽرالͬ معادلات ،[٨ ،٢١ ،٢٢] انتͽرال معادلات
منظم بلند موج معادله ،[١١] متغیر ضرایب با برگرز معادله ،[۵١ ،۶۶ ،٨٠] سهموی وارون مسائل ،[٣٩]
غیرموضعͬ مرزی شرایط با سهموی معادلات ،[٧٣] غیرخطͬ هذلولوی تلͽراف معادله ،[۴۵] تعمیم�یافته
منفرد سهموی شبه معادلات ،[٧۵] غیرموضعͬ مرزی شرایط با غیرخطͬ سهموی شبه معادلات ،[٨١ ،٨٢]
،[۵٢] غیرخطͬ مشتقاتͬ-تفاضلͬ معادلات از رده�ای ،[١٢] غیرموضعͬ ترکیبͬ مرزی شرایط با غیرخطͬ
گرام-اشمیت متعامد�سازی فرایند وجود .[١٣] کرده�اند عمل موفق غیره و [٧۴] غیرخطͬ کلین�گ͒ردن معادله
معادلات از برخͬ حل در عددی ناپایداری ایجاد و برنامه اجرای زمان افزایش به منجر روش�ها از دسته این در
گرام- متعامد�سازی فرایند از استفاده بدون RKHS بر مبتنͬ نمادین روش�های� پیاده�سازی ͷنیͺت مͬ�شود.
با معادلات دستͽاه� از رده�ای حل در و معرفͬ رساله، این پژوهشͬ فعالیت�های از ͬͺی عنوان به اشمیت
غیرموضعͬ مرزی شرط با سهموی وارون مسأله دو و بعدی ͷی شرودینͽر معادله غیرخطͬ، جزبͬ مشتقات



۴

افزایش آن دنبال به و نمادین محاسبات انجام کلͬ، حالت در .[۴۶ ،۴٧ ،۴٩] گرفت قرار استفاده مورد
امͺان عدم دلیل به همچنین مͬ�شود. محسوب نمادین روش�های معایب جمله از برنامه�ها اجرای زمان نسبͬ
به دلیل همین به نیست. امͺان�پذیر سادگͬ به بالا ابعاد در روش�ها این تعمیم مرزی، شرایط همͽن�سازی

هستیم. ناگزیر RKHS در عددی روش�های از استفاده
در را مͬ�شود انتخاب شعاعͬ پایه توابع از معمولا˟ که K مثبت معین و متقارن هسته� عددی، روش�های در
شده، ایجاد بومͬ فضای واقع در مͬ�پردازیم. آن با متناظر بومͬ فضای در مسأله جواب یافتن به و گرفته نظر
در پایه توابع عنوان به را RKHS در نیوتن پایه توابع روش�ها، این در است. K بازتولید هسته با RKHS ͷی
با سپس مͬ�زنیم. تقریب گالرکین و هم�مͺانͬ روش دو به مͺان متغیر راستای در را جواب تابع و گرفته نظر
متغیر راستای در جواب تابع حسب بر معمولͬ مشتقات با معادلات از دستͽاهͬ به خطوط، روش از استفاده
و لاگرانژ پایه�های ساخت جمله از مثبت معین هسته�های کاربردی و نظری مباحث توسیع مͬ�رسیم. زمان
روشهای در همͽرایͬ و خطا مرتبه تخمین ،[٢٩] هم�مͺانͬ نقاط بهینه انتخاب ،[۵٣ ،۵۴] RKHS در نیوتن
،[۴٣] درون�یابͬ و تقریب نظریه در مثبت معین هسته�های از استفاده ،[۶١ ،٧١] شعاعͬ پایه توابع بر مبتنͬ
فعالیت�های حاصل [۶۴] ماشین آموزش و [۶٢] کامپیوتر علوم ،[٢٨] جزیͬ مشتقات با معادلات حل
نیوتن پایه توابع از استفاده است. تاکنون ١٩٩٠ سال�های طͬ در شاباک روبرت آلمانͬ برجسته ریاضیدان
این از مستخرج نتایج جمله از RKHS در گالرکین و هم�مͺانͬ روش�های معرفͬ و کاربردی مسائل حل در

است. [۴٨ ،۵٠] مقاله�های در رساله
مورد قضایای و تعاریف پایه، مفاهیم بیان و بازتولید هسته هیلبرت فضای تعریف به ابتدا رساله، این در
قرار بررسͬ مورد را RKHS بر مبتنͬ نمادین روشهای� دوم، فصل در مͬ�پردازیم. بعد فصل�های در استفاده
تعمیم�یافته، منظم بلند موج معادله حل در گرام-�اشمیت متعامدسازی فرایند با توام نمادین روش از مͬ�دهیم.
نمادین روش از و غیرموضعͬ مرزی شرط با سهموی وارون یͷمسأله و غیرخطͬ معادلاتمشتقاتͬ-تفاضلͬ
غیرخطͬ، جزبͬ مشتقات با معادلات دستͽاه� از رده�ای حل در گرام-�اشمیت متعامدسازی فرایند از بͬ�نیاز
فصل در مͬ�کنیم. استفاده بعدی ͷی شرودینͽر معادله و غیرموضعͬ مرزی شرط با سهموی وارون مسأله دو
فضاهای پایه�های ابتدا منظور، همین به مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را RKHS بر مبتنͬ عددی روش�های� سوم
دوبعدی دستͽاه شبیه�سازی در خطوط روش با توام هم�مͺانͬ روش از سپس مͬ�کنیم. مرور را هسته بر مبتنͬ
غیرخطͬ دوبعدی معادلات زوج حل در خطوط روش با توام گالرکین روش از و براسلیتور واکنش-انتشار
راهͺارهایͬ و پیشنهادات ارائه و رساله در موجود مطالب جمع�بندی به نیز نهایت در مͬ�کنیم. استفاده برگرز

مͬ�پردازیم. مطرح�شده روش�های بهبود جهت در



١ فصل

مقدمه

هیلبرت فضای سپس مͬ�پردازیم. رساله این در استفاده مورد مفاهیم و تعاریف بیان به ابتدا فصل این در
مͬ�گیرند قرار استفاده مورد بعد فصل� در که بازتولید هسته هیلبرت فضای دو و کرده معرفͬ را بازتولید هسته

مͬ�کنیم. کار حقیقͬ اعداد میدان با تنها رساله این سراسر در مͬ�کنیم. تعریف را

پایه مفاهیم و تعاریف ١.١

است. [١۶ ،۴١] مراجع از گرفته بر بخش این مطالب

هرگاه مͬ�نامیم متر ͷی را d : X ×X → R تابع باشد. غیرتهͬ مجموعه�ای X کنیم فرض .١.١.١ تعریف
باشیم داشته x, y, z ∈ X هر ازای به

،x = y اگر فقط و اگر d(x, y) = ۰ و d(x, y) ≥ ۰ (١

،d(x, y) = d(y, x) (٢

مثلثͬ) (نامساوی .d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (٣

مͬ�دهیم. نشان (X, d) نماد با و نامیده ͷمتری فضای ͷی را d متر همراه به X مجموعه

متر با R حقیقͬ اعداد مجموعه .٢.١.١ مثال
d(x, y) = |x− y|, ∀x, y ∈ R,

متر با ،Rn = {x|x = (x۱, x۲, . . . , xn), xi ∈ R} صورت به تعریف�شده Rn اقلیدسͬ فضای و
d(x, y) = [(x۱ − y۱)۲ + . . .+ (xn − yn)۲]

۱
۲ , ∀x, y ∈ Rn,

هستند. ͷمتری فضاهای از بدیهͬ نمونه�های



۶ مقدمه .١

از {xn} دنباله باشد. ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنیم فرض (ͷمتری فضای در (همͽرایͬ .٣.١.١ تعریف
که طوری به باشد موجود M طبیعͬ عدد ،ϵ > ۰ هر ازای به هرگاه گوییم x ∈ X به همͽرا را X اعضای

d(xn, x) < ϵ, ∀n ≥M.

مͬ�نویسیم حالت این در

lim
n→∞

xn = x یا xn → x.

زیرمجموعه�های از {Gα}α∈I خانواده� .E ⊆ X و متریͷباشد یͷفضای (X, d) فرضکنیم تعریف١.١.۴.
.E ⊆ ∪

α∈I
Gα هرگاه گوییم E باز پوشش ͷی را X باز

باز پوشش هر هرگاه گوییم فشرده را K ⊆ X باشد. ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنیم فرض .۵.١.١ تعریف
باشد. متناهͬ زیرپوششͬ حاوی K

هر ازای به آن�گاه باشد، فشرده K ⊆ X اگر باشد. ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنیم فرض .۶.١.١ قضیه
.xkn → x ∈ K که طوری به دارد وجود آن از {xkn} همͽرای زیردنباله {xn} ⊆ K دنباله

هر ازای به که باشد گونه�ای به K ⊆ X اگر باشد. ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنیم فرض .٧.١.١ قضیه
K آن�گاه ،xkn → x ∈ K که طوری به باشد موجود آن از {xkn} همͽرای زیردنباله {xn} ⊆ K دنباله

است. فشرده

به را X مجموعه بر تعریف�شده ،{fn}∞n=۱ مقدار حقیقͬ توابع دنباله نقطه�ای) (همͽرایͬ .٨.١.١ تعریف
طوری به باشد Mموجود طبیعͬ عدد ،x ∈ X هر و ϵ > ۰ هر ازای به هرگاه گوییم همͽرا f به نقطه�ای طور

که
|fn(x)− f(x)| < ϵ, ∀n ≥M.

مͬ�نویسیم صورت این در
fn −→ f.

به را X مجموعه بر تعریف�شده ،{fn}∞n=۱ مقدار حقیقͬ توابع دنباله یͺنواخت) (همͽرایͬ .٩.١.١ تعریف
که طوری به باشد موجود M طبیعͬ عدد ،ϵ > ۰ هر ازای به هرگاه گوییم همͽرا f به یͺنواخت طور

|fn(x)− f(x)| < ϵ, ∀n ≥M, ∀x ∈ X.

مͬ�نویسیم صورت این در
fn ⇒ f.

n → ∞ وقتͬ اگر تنها و اگر است همͽرا f به یͺنواخت طور به {fn}∞n=۱ توابع دنباله .١٠.١.١ تبصره
باشیم داشته

sup
x∈X
|fn(x)− f(x)| −→ ۰.



٧ پایه مفاهیم و تعاریف .١.١

که باشد موجود چنان ∥ · ∥ : X → R تابع اگر باشد. برداری فضای ͷی X کنیم فرض .١١.١.١ تعریف

،x ∈ X هر برای ∥x∥ ≥ ۰ (١

،x = ۰ اگر فقط و اگر ∥x∥ = ۰ (٢

،α ∈ R, x ∈ X هر برای ∥αx∥ = |α|∥x∥ (٣

مثلثͬ)، (نامساوی x, y ∈ X هر برای ،∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ (۴

مͬ�نامیم. ∥ · ∥ نرم با نرم�دار برداری فضای ͷی را X آن�گاه

است. d(x, y) = ∥x− y∥ متر با ͷمتری فضای ͷی نرم�دار برداری فضای هر .١٢.١.١ تبصره

نرم با X ⊂ Rn فشرده مجموعه بر پیوسته توابع تمام از متشͺل فضای را C(X) فضای .١٣.١.١ تعریف
∥f∥ = sup

x∈X
|f(x)|, ∀f ∈ C(X),

مͬ�کنیم. تعریف

تعریف�شده حقیقͬ توابع از خانواده�ای F و E ⊆ X متری، فضای ͷی (X, d) فرضکنیم .١۴.١.١ تعریف
که طوری به باشد موجود δ > ۰ ،ϵ > ۰ هر ازای به هرگاه است هم�پیوسته E بر F گوییم باشد. E بر

∀f ∈ F , ∀x, y ∈ E : d(x, y) < δ → |f(x)− f(y)| < ϵ.

زیردنباله�ای دارای ،{fn}∞n=۱ ∈ C(X) هم�پیوسته و کران�دار توابع دنباله آرزلا-آسͺولͬ) (قضیه .١۵.١.١ قضیه
است. یͺنواخت همͽرای X بر که است

باشد. هم�پیوسته و کران�دار بسته، اگر تنها و اگر است فشرده K ⊂ C(X) .١۶.١.١ نتیجه

عدد ،ϵ > ۰ هر ازای به هرگاه نامیم کوشͬ را نرم�دار برداری فضای ͷی در {xn} دنباله .١٧.١.١ تعریف
که طوری به باشد موجود M طبیعͬ

∥xm − xn∥ < ϵ, ∀m,n ≥M.

دنباله باشد. نرم�دار برداری فضای ͷی (X, ∥ · ∥) کنیم فرض نرم�دار) فضای در (همͽرایͬ .١٨.١.١ تعریف
به باشد موجود M طبیعͬ عدد ،ϵ > ۰ هر ازای به هرگاه گوییم x ∈ X به همͽرا را X اعضای از {xn}

که طوری
∥xn − x∥ < ϵ, ∀n ≥M.

مͬ�نویسیم صورت این در
xn

∥·∥→ x.



٨ مقدمه .١

باشد. همͽرا X از عضوی به X در کوشͬ دنباله هر هرگاه گوییم کامل را X نرم�دار فضای .١٩.١.١ تعریف
مͬ�نامیم. باناخ فضای را باشد کامل که نرم�داری برداری فضای

توابع تمام از متشͺل فضای .Ω ⊆ Rn و باشد حقیقͬ عدد ͷی p ≥ ۱ کنیم فرض .٢٠.١.١ تعریف
لب مفهوم به انتͽرال که f : Ω→ R ∫اندازه�پذیر

Ω
|f(x)|pdx,

نرم با نرم�دار برداری فضای ͷی Lp(Ω) فضای مͬ�نامیم. Lp(Ω) فضای را باشد موجود

∥f∥p =
(∫

Ω
|f(x)|pdx

) ۱
p

,

است.

f ∈ Lp(Ω) اگر . ۱p + ۱
q = ۱ و ۱ < q < ∞ ،۱ < p < ∞ کنیم فرض هولدر) (نامساوی .٢١.١.١ قضیه

و fg ∈ L۱(Ω) آن�گاه ،g ∈ Lq(Ω) و
∥fg∥L۱ ≤ ∥f∥Lp∥g∥Lq .

باشد موجود چنان ⟨·, ·⟩ : X ×X → R تابع اگر باشد. برداری فضای ͷی X کنیم فرض .٢٢.١.١ تعریف
باشیم داشته α, β ∈ R و x, y, z ∈ X هر ازای به که

،⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ (١

،⟨αx+ βy, z⟩ = α⟨x, z⟩+ β⟨y, z⟩ (٢

،⟨x, x⟩ ≥ ۰ (٣

،x = ۰ اگر فقط و اگر ⟨x, x⟩ = ۰ (۴

مͬ�نامیم. ⟨·, ·⟩ داخلͬ ضرب با داخلͬ ضرب فضای ͷی را X آن�گاه

همراه به
∞∑
k=۱
|xk|۲ < ∞ شرط با {xk}∞k=۱ حقیقͬ دنباله�های تمام از متشͺل l۲ فضای .٢٣.١.١ مثال

داخلͬ ضرب

⟨x, y⟩ =
∞∑
k=۱

xkyk, ∀x = (x۱, x۲, x۳, . . .) , y = (y۱, y۲, y۳, . . .) ,

است. نامتناهͬ بعد با داخلͬ ضرب فضای ͷی

داخلͬ ضرب با داخلͬ ضرب فضای ͷی L۲(Ω) فضای .٢۴.١.١ مثال
⟨f, g⟩ =

∫
Ω
f(x)g(x)dx, ∀f, g ∈ L۲(Ω),

است.



٩ پایه مفاهیم و تعاریف .١.١

یعنͬ باشد، X۲ و X۱ داخلͬ ضرب فضاهای دکارتͬ ضرب ،X فضای کنیم فرض .٢۵.١.١ مثال
X = X۱ ×X۲ = {(x, y) : x ∈ X۱, y ∈ X۲} .

داخلͬ ضرب با داخلͬ ضرب فضای ͷی X آن�گاه
⟨(x۱, y۱), (x۲, y۲)⟩ = ⟨x۱, x۲⟩+ ⟨y۱, y۲⟩,

است.

صورت به داخلͬ ضرب از حاصل القایͬ نرم داخلͬ، ضرب فضای هر با متناظر .٢۶.١.١ تبصره
∥x∥ = ⟨x, x⟩

۱
۲ ,

برقرار لزوماً مطلب این عͺس ولͬ است. نرم�دار فضای ͷی داخلͬ ضرب فضای هر بنابراین مͬ�شود. تعریف
که است آن باشد داخلͬ ضرب فضای ͷی نرم�دار برداری فضای ͷی اینͺه برای کافͬ و لازم شرط نیست.

متوازی�الاضلاع قانون
∥x+ y∥۲ + ∥x− y∥۲ = ۲(∥x∥۲ + ∥y∥۲),

باشد. برقرار داخلͬ ضرب فضای در y ، x عضو دو هر برای

داریم داخلͬ ضرب فضای ͷی در y و x عضو دو هر برای کوشͬ-�شوارتز) (نامساوی .٢٧.١.١ قضیه
|⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥∥y∥.

تساوی
|⟨x, y⟩| = ∥x∥∥y∥,

باشند. خطͬ وابسته y و x اگر فقط و اگر است برقرار

مͬ�نامیم. هیلبرت فضای را کامل داخلͬ ضرب فضای .٢٨.١.١ تعریف

هستند. هیلبرت فضاهای L۲(Ω) و l۲ فضاهای .٢٩.١.١ مثال

از مجموعه�ای Φ و X نرم�دار برداری فضای از عضوی x کنیم فرض تقریب) (بهترین .٣٠.١.١ تعریف
هرگاه گوییم x تقریب بهترین را ϕ ∈ Φ آن�گاه باشد. X در تقریب�ها
∥x− ϕ∥ ≤ ∥x− ν∥, ∀ν ∈ Φ.

است. X در تقریب�ها از مجموعه�ای Φ از منظور ادامه، در

بهترین مسأله آن�گاه باشد، {x۱, x۲, . . . , xn} توسط تولیدشده X از زیرفضایͬ Φ چنانچه .٣١.١.١ تعریف
عبارت که طوری به α۱, α۲, . . . , αn ضرایب یافتن با است معادل تقریب
∥x− (α۱x۱ + α۲x۲ + · · ·+ αnxn)∥,

شود. کمینه



١٠ مقدمه .١

امͺان�پذیر سادگͬ به داخلͬ ضرب فضاهای در ضرایب این یافتن دید، خواهیم ادامه در که همانطور
است.

خطͬ مستقل مجموعه�ای {x۱, x۲, . . . , xn} ∈ X و داخلͬ ضرب فضای ͷیX فرضکنیم .٣٢.١.١ قضیه
دارد. وجود ٣١.١.١ تعریف مفهوم به تقریب بهترین x ∈ X هر برای آن�گاه باشد.

X از زیرفضایͬ Φ و داخلͬ ضرب فضای ͷی X کنیم فرض تقریب) بهترین (نظریه .٣٣.١.١ قضیه
از است عبارت ϕ ∈ Φ تقریب بهترین x ∈ X هر برای آن�گاه باشد. {x۱, x۲, . . . , xn} توسط تولیدشده

ϕ =

n∑
i=۱

αixi,

مͬ�آیند، دست به است معروف نرمال معادلات به که زیر معادلات حل از αi ضرایب آن در که

⟨x۱, x۱⟩α۱ + ⟨x۲, x۱⟩α۲ + · · ·+ ⟨xn, x۱⟩αn = ⟨x, x۱⟩,
...

⟨x۱, xn⟩α۱ + ⟨x۲, xn⟩α۲ + · · ·+ ⟨xn, xn⟩αn = ⟨x, xn⟩.

یͺه متعامد را X داخلͬ ضرب فضای در غیرصفر بردارهای از {x۱, x۲, . . . , xn} مجموعه .٣۴.١.١ تعریف
باشیم داشته i, j = ۱, . . . , n هر برای هرگاه گوییم

⟨xi, xj⟩ =
{

۰, i ̸= j,
۱, i = j.

آن در که {e۱, e۲, . . .} مجموعه .٣۵.١.١ مثال

ei = (۰, . . . , ۰, ۱ , ۰, . . . , ۰),

↓

i-اُم درایه

است. l۲ فضای در یͺه متعامد مجموعه�ای

آن در که {ϕn : n ∈ Z} مجموعه .٣۶.١.١ مثال

ϕn(x) =
einx√
۲π
,

است. L۲([−π, π]) فضای در یͺه متعامد مجموعه�ای

صورت به تعریف�شده لژاندر چندجمله�ای�های .٣٧.١.١ مثال
p۰(x) = ۱,
pn(x) =

۱
۲nn!

dn

dxn (x
۲ − ۱)n, n = ۱, ۲, . . .

است. L۲([−۱, ۱]) فضای در یͺه متعامد مجموعه�ای
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هستند. خطͬ مستقل یͺه، متعامد مجموعه�های .٣٨.١.١ تبصره

وبردارهای داخلͬ ضرب فضای ͷی X کنیم فرض گرام-اشمیت) متعامد�سازی (فرایند .٣٩.١.١ قضیه
آن�گاه باشد. X از شمارش�پذیر نامتناهͬ یا متناهͬ خطͬ مستقل زیرمجموعه ͷی {x۱, x۲, . . . , xn, . . .}

هستند یͺه متعامد مͬ�شوند، ساخته زیر صورت به که {u۱, u۲, . . . , un, . . .} بردارهای

y۱ = x۱, u۱ =
y۱

∥y۱∥ ,

y۲ = x۲ − ⟨x۲, u۱⟩u۱, u۲ =
y۲

∥y۲∥
,

...

yn = xn −
n−۱∑
j=۱
⟨xn, uj⟩uj , un = yn

∥yn∥ .

داخلͬ ضرب فضای در یͺه متعامد مجموعه�ای {x۱, . . . , xn} کنیم فرض بسل) (نامساوی .۴٠.١.١ قضیه
داریم x ∈ X هر برای آن�گاه باشد. X

n∑
k=۱
|⟨x, xk⟩|۲ ≤ ∥x∥۲. (١.١)

نظریه بر بنا Xباشد، داخلͬ ضرب فضای در یͺه متعامد مجموعه�ای {x۱, . . . , xn} چنانچه .۴١.١.١ تبصره
از است عبارت {x۱, . . . , xn} بردارهای خطͬ ترکیب توسط x تقریب بهترین تقریب، بهترین

ϕ =

n∑
i=۱
⟨x, xi⟩xi.

مͬ�شود. استفاده کاربردی روش�های از بسیاری در یͺه متعامد مجموعه�های ویژگͬ این از

(١.١) در n→∞فرض با آن�گاه باشد، X داخلͬ ضرب فضای در یͺه متعامد دنباله�ای {xk}∞k=۱ اگر
داریم

∞∑
k=۱
|⟨x, xk⟩|۲ ≤ ∥x∥۲. (٢.١)

l۲ به متعلق {⟨x, xk⟩}∞k=۱ دنباله واقع در است. همͽرا x ∈ X هر ازای به
∞∑
k=۱
|⟨x, xk⟩|۲ سری بنابراین

تعداد برای را x تقریب بهترین
n∑
k=۱
⟨x, xk⟩xk سری شد، بیان ۴١.١.١ تبصره در آن�چه بر بنا طرفͬ از است.

ضرب فضاهای در
∞∑
k=۱
⟨x, xk⟩xk سری همͽرایͬ برای تضمینͬ کلͬ حالت در اما مͬ�دهد. xk از متناهͬ

مͬ�کند. تضمین را سری این همͽرایͬ فضا، بودن کامل مͬ�دهد، نشان زیر قضیه نیست. داخلͬ



١٢ مقدمه .١

اعداد از دنباله�ای {αk}∞k=۱ Hو هیلبرت فضای در یͺه متعامد دنباله�ای {xk}∞k=۱ فرضکنیم .۴٢.١.١ قضیه

داریم همچنین .
∞∑
k=۱
|αk|۲ <∞ اگر فقط و اگر است همͽرا

∞∑
k=۱

αkxk سری آن�گاه ∥∥∥∥∥باشند.
∞∑
k=۱

αkxk

∥∥∥∥∥
۲

=

∞∑
k=۱
|αk|۲.

هیلبرت فضای در x ∈ H هر برای
∞∑
k=۱
⟨x, xk⟩xk سری همͽرایͬ بیانͽر (٢.١) رابطه و ۴٢.١.١ قضیه

باشد. همͽرا x از غیر دیͽری عضو به است ممͺن اما است. H

متعامد دنباله�ای {xk(t)}∞k=۱ دنباله . xk(t) = ۱√
π
sin(kt)و H = L۲([−π, π]) فرضکنیم .۴٣.١.١ مثال

داریم x(t) = cos(t) برای طرفͬ از است. H در یͺه
∞∑
k=۱
⟨x, xk⟩xk(t) =

∞∑
k=۱

(
۱√
π

∫ π

−π
cos(t) sin(kt)dt

)
sin(kt)√

π

=

∞∑
k=۱

۰ · sin(kt) = ۰ ̸= cos(t).

کامل را X داخلͬ ضرب فضای در {xk}∞k=۱ یͺه متعامد دنباله یͺه) متعامد کامل (دنباله .۴۴.١.١ تعریف
باشیم داشته x ∈ X هر برای هرگاه گوییم،

x =
∞∑
k=۱
⟨x, xk⟩xk. (٣.١)

که است این بیانͽر (٣.١) رابطه .۴۵.١.١ تبصره

lim
n→∞

∥∥∥∥∥x−
n∑
k=۱
⟨x, xk⟩xk

∥∥∥∥∥ = ۰,

است. داخلͬ ضرب از حاصل القایͬ نرم ∥ · ∥ آن در که

از باشد. X در یͺه متعامد و کامل دنباله�ای {fk}∞k=۱ و X = L۲([−π, π]) کنیم فرض .۴۶.١.١ مثال

f =
∞∑
k=۱
⟨f, fk⟩fk, (۴.١)

مͬ�گیریم نتیجه

lim
n→∞

∫ π

−π

∣∣∣∣∣f(t)−
n∑
k=۱

αkfk(t)

∣∣∣∣∣
۲

dt = ۰, αk =

∫ π

−π
f(t)fk(t)dt,

که کرد ادعا نمͬ�توان و است L۲ نرم در همͽرایͬ بلͺه نیست، نقطه�ای همͽرایͬ مفهوم به (۴.١) بنابراین و

∀x ∈ [−π, π], f(x) =

∞∑
k=۱

αkfk(x).
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مͬ�پردازند. هیلبرت فضاهای در یͺه متعامد کامل دنباله�های رده�بندی به زیر قضیه دو

فرض با اگر فقط و اگر است کامل H هیلبرت فضای در {xk}∞k=۱ یͺه متعامد دنباله .۴٧.١.١ قضیه
⟨x, xk⟩ = ۰, ∀k ∈ N,

باشیم داشته
x = ۰.

باشد. صفر بردار دنباله، اعضای همه بر عمود بردار تنها عبارتͬ به یا

فقط و اگر است کامل H هیلبرت فضای در {xk}∞k=۱ یͺه متعامد دنباله پارسوال) (اتحاد .۴٨.١.١ قضیه
باشیم داشته x ∈ H هر برای اگر

∥x∥۲ =
∞∑
k=۱
|⟨x, xk⟩|۲.

یͺه متعامد پایه را X داخلͬ ضرب فضای در B یͺه متعامد مجموعه یͺه) متعامد (پایه .۴٩.١.١ تعریف
فرد به منحصر نمایش x ∈ X هر برای هرگاه گوییم،

x =
∞∑
k=۱

αkxk,

باشند. B متمایز اعضای xkها و αk ∈ C آن در که باشد موجود

است. یͺه متعامد پایه ͷی ،H هیلبرت فضای در {xk}∞k=۱ یͺه متعامد کامل دنباله .۵٠.١.١ تبصره

هر برای باشد. H هیلبرت فضای در یͺه متعامد و کامل دنباله�ای {xk}∞k=۱ کنیم فرض .۵١.١.١ تعریف
فرد به منحصر نمایش x ∈ H

x =

∞∑
k=۱
⟨x, xk⟩xk,

مͬ�نامند. تعمیم�یافته فوریه ضرایب را ⟨x, xk⟩ مقادیر و تعمیم�یافته فوریه سری را

آن در که {ϕn : n ∈ Z} مجموعه .۵٢.١.١ مثال

ϕn(x) =
einx√
۲π
,

است. L۲([−π, π]) فضای در یͺه متعامد و کامل مجموعه�ای

توابع مجموعه .۵٣.١.١ مثال
۱√
۲π
,
cos(x)√

π
,
sin(x)√

π
,
cos(۲x)√

π
,
sin(۲x)√

π
, . . .

است. L۲([−π, π]) فضای در یͺه متعامد و کامل مجموعه�ای


