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پیش�گفتار 1.0
این در گسترده�اي تحقیقات است. علوم سایر و ریاضیات در شده شناخته مبحثی جزئی متریک موضوع

است. انجام حال در یا و شده انجام زمینه

هستند متریکی از تعمیمی شدند، معرفی 1992 سال در [13] ماتیوس1 توسط که جزئی متریک�هاي

که شده تعریف اطلاعات کردن مدل براي متریک نوع این باشند. صفر نیست لازم خودفاصله�ها آن در که

هم شده وزن�دار شبه�متریک�هاي با جزئی متریک�هاي هستند. مفید می�شود، ظاهر کامپیوتر علوم در غالبأ

هستند. ارز

کردند بیان توپولوژي�ها براي کافی شرایطی [11] واجنر3 و کنزي2 ،1994 سال در و ماتیوس از پس

پذیرفتن براي را جزئی متریک�هاي [18] نیل4 ،1996 سال در باشند، داشته را جزئی متریک قابلیت تا

متریک تعریف در 3 و 2 شرط حذف با [7] هکمن5 ،1999 سال در او از بعد و کرد ایجاد منفی مقادیر

در 4 شرط حذف با 2003 سال در [29] وازکوایز6 آورد. بدست ضعیف جزئی متریک از تعریفی جزئی،

کرد. تعریف را متقارن متریک مفهوم جزئی، متریک تعریف

از زیادي نتایج شد داده نشان و شد معرفی جزئی شبه�متریک فضاي از مفهومی ،[12] 2006 سال در

کنند. کمک ما به می�توانند فضاها از بزرگتري دسته تعمیم در جزئی متریک�هاي

پرداخته R+ ∪ {◦} روي جزئی متریک و متریک فضاهاي مطالعه به نامه پایان این اول فصل در ما

شبه�متریک و شبه�متریک فضاهاي مطالعه به دوم فصل در می�کنیم. بررسی را آن�ها ویژگی�هاي و روابط و

مورد جزئی متریک و متریک با و هم با را آن�ها ویژگی�هاي و روابط و پرداخته R+ ∪ {◦} روي جزئی

و شبه�نرم و پرداخته جبر -BCK از مقدماتی و مفاهیم مطالعه به سوم فصل در می�دهیم. قرار بررسی

متریک فضاهاي مطالعه به چهارم فصل در می�دهیم. قرار مطالعه مورد جبر -BCK روي را جزئی شبه�نرم

Matthews.S.G1

Knzi.H.P.A.2

V ajner.V.3

ONeill.S.J.4

Heckmann.R.5

Waszkiewicz.P.6
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آن�ها براي را قضایایی و مثال�ها و پرداخته R+ ∪ {◦} روي یافته تعمیم جزئی متریک و یافته تعمیم

و یافته تعمیم شبه�متریک فضاهاي معرفی به نامه پایان این پایانی فصل در می�دهیم. قرار بررسی مورد

می�دهیم. قرار توجه مورد را آن�ها از مباحثی و پرداخته R+ ∪ {◦} روي یافته تعمیم جزئی شبه�متریک

ت



1 فصل

متریکجزئی و متریک



مقدمه
قابل می�گیرند. قرار استفاده مورد بعد فصل�هاي در که می�پردازیم مباحثی و تعاریف بیان به فصل این در

مجموعه نمایش R+ آن در که است R+ ∪ {◦} مجموعه معرف R نماد متن این سراسر در است ذکر

می�باشد. مثبت حقیقی اعداد تمام

متریک 1.1
X روي متریک یک را d : X ×X → R تابع باشد، دلخواه ناتهی مجموعه یک X اگر 1.1.1 تعریف

باشند: برقرار زیر شرایط ،x, y, z ∈ X هر ازاي به هرگاه می�نامیم،

x؛ = y ⇔ d (x, y) = ◦ .1

تقارنی)؛ خاصیت ) d (x, y) = d (y, x) .2

مثلثی)؛ نامساوي خاصیت ) d (x, z) ≤ d (x, y) + d (y, z) .3

می�دهیم. نشان (X, d) نماد با را آن و گفته متریک فضاي یک را X حالت این در

به�صورت ،x, y ∈ X هر براي d : X ×X → R تابع و ناتهی مجموعه یک X کنیم فرض 2.1.1 مثال

d(x, y) =


◦ x = y

1 x ̸= y

است. متریک فضاي یک (X, d) به�وضوح شود. تعریف

هرگاه گوییم همگرا x ∈ X نقطه به را (X, d) متریک فضاي در {xn} دنباله .1 3.1.1 تعریف
d(x, x) = limn→∞d(x, xn) = limn,m→∞d(xn, xm).
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اگر تنها و اگر گوییم کوشی را (X, d) متریک فضاي در {xn} دنباله .2

limn,m→∞d(xn, xm).

باشد. داشته وجود

باشد. همگرا آن در کوشی دنباله هر هرگاه گوییم، کامل را (X, d) متریک فضاي 4.1.1 تعریف

نیست. کامل ،(Q) گویا اعداد مجموعه 5.1.1 مثال
فرض نیست. همگرا اما است کوشی Q در که دارد وجود دنباله�اي که دهیم نشان است کافی اثبات، براي

کنیم

a1 = 2 , an+1 =
1
2(an +

2
an

).

همگراست. لذا است، کوشی فوق دنباله دراین�صورت، است. کران�دار پایین از و نزولی دنباله، این به�وضوح

داریم: باشد، a دنباله این حد اگر حال

a =
1
2(a+

2
a
),

ازاین�رو

a2 = 2.

اما هستند گویا اعداد دنباله این جمله�هاي که می�دانیم طرفی از است. قبول قابل a =
√2 جواب که

.√2 /∈ Q

در هرگاه است p روي ≤ دوتایی رابطه یک p مجموعه روي جزئی ترتیب مجموعه یک 6.1.1 یادآوري
،p مرتب مجموعه از x, y عنصر دو هر براي همچنین کند. صدق متعدي و پادتقارنی انعکاسی، شرایط

باشد. y ≤ x هرگاه x ≥ y گوییم

متریکجزئی 2.1
بیان را آن به مربوط قضایاي و ویژگی�ها و می�پردازیم جزئی �متریک فاصله�ي تابع معرفی به بخش این در

می�کنیم.
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که است متریکی فضاي یک شد، معرفی [11] ماتیوس توسط 1992 سال در که جزئی متریک مفهوم

نیست. صفر لزومأ خودش، از نقطه یک فاصله آن در

هر ازاي به که را p : X ×X → R تابع باشد. دلخواه ناتهی مجموعه یک X کنیم فرض 1.2.1 تعریف
می�نامیم: جزئی متریک -یک می�کند، صدق زیر شرایط در ،x, y, z ∈ X

x؛ = y ⇔ p (x, x) = p (x, y) = p (y, y) .1

p؛ (x, x) ≤ p (x, y) .2

p؛ (x, y) = p (y, x) .3

p؛ (x, z) ≤ p (x, y) + p (y, z)− p (y, y) .4

می�نامیم. جزئی متریک فضاي یک را (X, p) این�صورت در

نشان زیر مثال در ولی است جزئی متریک یک متریک فضاي هر که است مشخص فوق تعریف به توجه با

نیست. برقرار لزومأ آن عکس که می�دهیم

می�کنیم: تعریف باشد. X = {[a, b] : a, b ∈ R, a ≤ b} کنیم فرض 2.2.1 مثال

p([a, b], [c, d]) = max{b, d} −min{a, c}.

چون اما است. جزئی متریک فضاي یک (X, p) بنابراین

p([1, 2], [1, 2]) = max{2, 2} −min{1, 1} = 2− 1 = 1.

نیست. متریک یک لذا

ضابطه با p : R×R → R تابع 3.2.1 مثال

p (x, y) = max{x, y}.

نیست. متریک یک اما است جزئی متریک یک

4



مجموعه�اي x ∈ X و ϵ > ◦ هر براي باشد، جزئی متریک یک p : X ×X → R اگر 4.2.1 تعریف
شکل به

Bp
ϵ (x) = {y ∈ X | p (x, y) < ϵ}.

می�شود. نامیده جزئی متریک براي ϵ شعاع و x مرکز به باز گوي یک

داشت: خواهیم آن�گاه p (x, x) > ◦ اگر مثلأ باشند، تهی جزئی متریک باز گوي�هاي بعضی که است ممکن

Bp
p(x,x) (x) = ∅.

توپولوژي یک براي پایه�اي p : X ×X → R جزئی متریک از باز گوي�هاي همه مجموعه 5.2.1 قضیه
می�دهیم. نشان τp با را آن که است X روي

کنیم: بررسی را توپولوژي پایه شرایط است کافی اثبات براي اثبات.
اولا

X = ∪x∈XB
p
p(x,x)+1(x).

داریم: Bp
δ (y) و Bp

ϵ (x) گوي�هاي براي ثانیا

Bp
ϵ (x) ∩Bp

δ (y) = ∪{Bp
η(z) | z ∈ Bp

ϵ (x) ∩Bp
δ (y)}.

آن در که

η = p(x, x) +min{ϵ− p(x, z), δ − p(y, z)}.

� است. تمام اثبات لذا

هرگاه است دوتایی رابطه یک ≤p⊆ X ×X ،p : X ×X → R جزئی متریک هر براي 6.2.1 تعریف
باشیم: داشته ،x, y ∈ X هر ازاي به

p (x, x) = p (x, y) ⇔ x ≤p y

5



است. جزئی ترتیب رابطه یک ≤p ،p جزئی متریک هر براي 7.2.1 قضیه

کنیم. می بررسی را جزئی ترتیب رابطه خواص اثبات براي اثبات.

داریم: x ∈ X هر براي .1

p (x, x) = p(x, x).

است. انعکاسی خاصیت داراي X روي ≤p انعکاسی خاصیت لذا

باشیم: داشته x, y ∈ X براي کنیم فرض .2

x ≤p y , y ≤p x.

درنتیجه

p (x, x) = p (x, y) = p (y, y) .

دارد. پادتقارنی خاصیت ≤p لذا ،x = y می�گیریم نتیجه جزئی متریک تعریف در (1) شرط از و

: باشیم داشته ،x, y, z ∈ X براي کنیم فرض .3

x ≤p y , y ≤p z

درنتیجه

p (x, x) = p (x, y) , p (y, y) = p (y, z) .

گفت: می�توان جزئی متریک از (4) شرط به بنا

p (x, z) ≤ p (x, y) + p (y, z)− p(y, y),

درنتیجه

p (x, x) = p (x, z) .

� است. متعدي خاصیت داراي ،≤p بنابراین

،x ∈ X هر براي باشد. دلخواه نگاشت یک f : X → X و جزئی متریک فضاي یک (X, p) کنیم فرض

می�کنیم: تعریف

pf (x, y) = max{p(x, y), p(x, f(x)), p(y, f(y)), 12 [p(x, f(y)) + p(y, f(x))]}.

6



باشد. دلخواه نگاشت یک f : X → X و جزئی متریک فضاي یک (X, p) کنیم فرض 8.2.1 لم
داریم: ،x ∈ X هر براي دراین�صورت

pf (x, f(x)) = max{p(x, f(x)), p(f(x), f 2(x))}.

داریم: جزئی متریک تعریف 4 شرط و pf (x, y) تعریف به توجه با باشد. x ∈ X کنیم فرض اثبات.

max{p(x, f(x)), p(f(x), f 2(x))} ≤ pf (x, f(x))

= max{p(x, f(x)), p(f(x), f 2(x)),
1
2 [p(x, f

2(x)) + p(f(x), f(x))]}

≤ max{p(x, f(x)), p(f(x), f 2(x)),
1
2 [p(x, f(x)) + p(f(x), f 2(x))]}

= max{p(x, f(x)), p(f(x), f 2(x))}.

� است. تمام اثبات لذا

و همگرایی تعاریف می�توانیم کردیم، بیان متریک فضاهاي در کوشی و همگرایی براي که تعاریفی همانند

نمی�کنیم. بیان را تعاریف آن تکرار از پرهیز براي که کنیم بیان نیز را جزئی �متریک فضاهاي در کوشی

فضاي در {xn} اگر تنها و اگر است کوشی (X, p)جزئی �متریک فضاي در {xn} دنباله 9.2.1 گزاره
به�صورت ،x, y ∈ X هر براي ds : X ×X → R آن در که باشد، کوشی (X, ds) متریک

ds(x, y) = 2p(x, y)− p(x, x)− p(y, y).

می�شود. تعریف

� است. بدیهی اثبات شده، گفته مطالب به توجه با اثبات.

نقطه به همگرا دنباله یک {xn} دنباله و باشد جزئی �متریک فضاي یک (X, p) کنیم فرض 10.2.1 لم
داریم: y ∈ X هر براي آن�گاه p(x, x) = ◦ و limn→∞xn = x اگر باشد، x ∈ X

limn→∞p(xn, y) = p(x, y).

7



داریم: جزئی متریک تعریف 4 شرط به توجه با اثبات.

p(xn, y) ≤ p(xn, x) + p(x, y)− p(x, x) = p(xn, x) + p(x, y),

طرفی از و

p(x, y) ≤ p(x, xn) + p(xn, y)− p(xn, xn) ≤ p(xn, x) + p(xn, y),

بنابراین

◦ ≤| p(xn, y)− p(x, y) |≤ p(xn, x),

لذا

limn→∞p(xn, y) = p(x, y).

� است. برقرار حکم درنتیجه

وزن�دار متریک 3.1
d : X×X → Rمتریک بر مشتمل (d, ω) Xیکزوج مجموعه روي یکمتریکوزن�دار 1.3.1 تعریف

می�کند: صدق زیر شرط در ،x, y ∈ X هر براي وزن تابع این که می�باشد ω : X → R وزن تابع و

d (x, y) ≥ ω(x)− ω(y).

هر براي که p : X × X → R تابع ،X تابع روي (d, ω) وزن�دار متریک هر براي 2.3.1 قضیه
به�صورت x, y ∈ X

p(x, y) =
(ω(x) + ω(y) + d(x, y))

2 .

.ω(x) = p(x, x) داریم x ∈ X هر براي و است جزئی متریک یک می�شود، تعریف

اثبات.
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متریک: اول شرط به بنا .1

x = y ⇔ p(x, y) =
(ω(x) + ω(y) + d(x, y))

2
⇔ p(x, y) =

(p(x, x) + p(y, y) + d(x, y))

2
⇔ p(x, y) = p(x, x) = p(y, y).

وزن�دار: متریک تعریف به بنا .2

p(x, y) =
(ω(x) + ω(y) + d(x, y))

2
≥ (ω(x) + ω(y) + ω(x)− ω(y))

2
=

2ω(x)
2

= ω(x)

= p(x, x).

متریک: دوم شرط به بنا .3

p(x, y) =
p(x, x) + p(y, y) + d(x, y))

2
=

(p(y, y) + p(x, x) + d(y, x))

2
= p(y, x).

متریک: سوم و اول شرط به بنا .4

p(x, y) + p(y, z)− p(y, y) =
(p(x, x) + p(y, y) + d(x, y))

2
+

(p(y, y) + p(z, z) + d(y, z))

2
+

(−p(y, y)− p(y, y)− d(y, y))

2
=

(p(x, x) + p(z, z) + d(x, y) + d(y, z))

2
≥ (p(x, x) + p(z, z) + d(x, z))

2
= p(x, z).
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