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فصل اول

مقدمه 

 :1. 1. 1تعريف 

∧,يك مجموعه غير تهي  همراه با دو عملگر  اگر در مشبكه نامندرا يك L روي ∨

:شرايط زير صدق كنند 

خاصيت جابجايي 

)1

)1

L x y y x

L x y y x

∨ = ∨

′ ∧ = ∧

:يريذپخاصيت شركت 

 :                      خاصيت جذب

:                                                خاصيت خود تواني  

) ( ) ( )2

) ( ) ( )2

L x y z x y z

L x y z x y z

∨ ∨ = ∨ ∨

′ ∧ ∧ = ∧ ∧

) ( )3

) ( )3

L x x y x

L x x y x

∧ ∨ =

′ ∨ ∧ =

)4

)4

L x x x

L x x x

∨ =

′ ∧ =
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:1 . 1 . 2تعريف 

 رابطه ترتيب جزيي روي  را يكA تعريف شده روي يك مجموعه ≥يك رابطه دوتايي 

: گويند هر گاه در شرايط زير صدق كند Aمجموعه 

خاصيت انعكاسي 

اد متقارنپخاصيت 

خاصيت تعدي 

a,  براي هر 4ر شرط گو ا b A∈ برقرار باشد يعني :

خاصيت تقارني 

. مي باشد Aابطه ترتيب كلي روي  ر يك ≥س مي گوييم  پس

برقرار باشد به ان يك رابطه ترتيب جزيي روي يك مجموعه غير تهي اگر در حالت كلي 

.  مي گويندposet يك مجموعه ترتيب جزيي يا به طور خلاصه 

 مجموعه غير تهي برقرار باشد به ان يك مجموعه باز اگر رابطه ترتيب كلي روي يك

.ترتيب كلي  يا يك مجموعه ترتيب خطي يا يك زنجير گويند 

:تذكر 

a  به اين معنيست كه a < b عبارت  posetدر يك   b≤ اما a b≠. 

  :1 . 1 . 3تعريف  

pيك عنصر .  باشد poset يك زير مجموعه از يك Aض كنيد فر P∈ را يك كران بالا 

a نامند اگر Aبراي  p≤, براي هر a A∈. 

1 . a a≤

2 . ,a b b a a b≤ ≤ ⇒ =

3 . ,a b b c a c≤ ≤ ⇒ ≤

4 . a b or b a≤ ≤
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pك عنصر و ي P∈ را كوچكترين كران بالا از A يا  sup remumاز A گويند اگر :

1 . p يك كران بالا از A باشد .

2 . p b≤ براي هر كران بالاي b از A. 

pو به طور مشابه يك عنصر  P∈ را بزرگترين كران بايين يا inf imumاز A تعريف مي 

.كنيم 

  :1 . 1 . 4ريف تع

)posetيك  ),L a, يك مشبكه است اگر و فقط اگر براي هر ,≥ b L∈ هر دو 

{ },sup a b و  { }inf ,a b در  L وجود داشته باشد .

:اكنون ساختار رابطه ترتيب را تعريف مي كنيم 

A  (  اگرL را روي ≥ رابطه سسپ,باشد 1 . 1 . 1 يك مشبكه با تعريف L به صورت زير 

:تعريف مي كنيم 

a b if and onlyif a a b≤ = ∧

B  (  اگرL س عملگرهاي پ س, باشد 1 . 1 . 4 يك مشبكه با تعريف,∧  به L را روي ∨

:صورت زير تعريف مي كنيم 

{ },sup a ba b∨ }   و   = },inf a ba b∧ =

  :1 . 1 . 5لم 

 :2D اگر و فقط اگر ان صدق كند در 1D صدق مي كند در ,Lيك مشبكه 

) ( ) ( ) ( )1

) ( ) ( ) ( )2

D a b c a b a c

D a b c a b a c

∧ ∨ = ∧ ∨ ∧

∨ ∧ = ∨ ∧ ∨
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:اثبات 

:س پ س,برقرار باشد 1Dفرض كنيم 

( ) ( ( ) ) ( ) ( )3

( ( ) ( ) ) ( )2

( ( ) ( ) ) ( )1

( ( ) ) ( )1

a b c a a c b c by L

a a c b c by L

a c a c b by L

a c a b by D

′∨ ∧ = ∨ ∧ ∨ ∧

= ∨ ∧ ∨ ∧

′= ∨ ∧ ∨ ∧

= ∨ ∧ ∨

( ( ) ) ) ( )1a a b c by L′= ∨ ∨ ∧

( ( ) ) ( ( ) ) ( )3

( ( ) ) ( ( ) ) ( )1

( ) ( ) . ( )1

a a b a b c by L

a b a a b c by L

a b a c by D

= ∧ ∨ ∨ ∨ ∧

′= ∨ ∧ ∨ ∨ ∧

= ∨ ∧ ∨

. نيز برقرار است 2Dبنابراين 

.رار است  نيز برق1D برقرار باشد حتما  2Dبه طور مشابه اگر

 :1 . 1 . 6تعريف 

. صدق كند 1 . 1 . 5 در لم 2D و 1Dذير است اگر در شرايط پخش  پيك مشبكه
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:1 . 2 . 1تعريف 

)يك جبر تشكيل شده از هر جفت  )( ),B Oβ ξ ξ ψ
=

∈
مجموعه غير  يك B كه 

ξتهي و براي هر  ψ∈ ≠ . است B تايي روي -n يك عملگر Oξ كه ,∅

0براي بعضي B به داخل mBبراي هر نگاشت از  , 1 , 2 ,m = K . 

0mبه خصوص اگر : تايي كرديم -n  با تعريفي كه از عملگرهاي  =

Oبه اين معني است كه يك عنصر ثابت   Aξ ∈. 

}در حالت كلي كه  }1 , 2 , , mψ = K,ملاحظه مي كنيم بر را به صورت زير ج:

( ), , , .1 2B O O Omβ= K
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فصل دوم

جبر استلزامي مشبكه اي

:2 . 1تعريف 

عملگر  و ″′″ همراه با ترتيب معكوس روي عملگر ,)L (1, 0,∨, ∧,يك مشبكه كراندار 

:  كه در اصول زير صدق مي كند ″→″دو تايي  

) 12C x x→ =

) 13C x y y x x y→ = = → ⇔ =

) ( ) ( )4C x y y y x x→ → = → →

)5C x y y x′ ′→ = →

6 ) ( ) ( ) ( )C x y z x z y z∧ → = → ∨ →

) ( ) ( ) ( )7C x y z x z y z∨ → = → ∧ →

,راي همه ب ,x y z L∈.

 :2 .2 تعريف  

 زير صدق كند  گويند اگر در رابطهاستلزامي مشبكه اي -Hه اي را يك جبرجبر استلزامي مشبك

( ( ) ) 1 .x y x y z∨ ∨ ∧ → =

,براي هر  ,x y z L∈.

) ( ) ( )1C x y z y x z→ → = → →
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:2. 3تعريف 

كه به صورت زير .مي باشد روي جبر استلزامي مشبكه اي ترتيب به وضوح يك  ″≥″طه  راب

:تعريف شده است 

1x y x y≤ ⇔ → =

 :4.2قضيه 

:گزاره هاي زير برقرارند , ″≥″ با رابطه ترتيب Lجبر استلزامي مشبكه اييكدر 

( )( ) ( )( )5 .

1 . 0 1 , 1 , 1 1

2 . 0

3 . ( ) ( )

4 . ( )

6 . ( ) ( )

, ( ) ( )

7 . ( ) .

y x y x y x y x

x x x x

x x

x y y z x z

x y x y y

x y y z x z

z x z y

x x y y

′ ′′ ′→ → = ∧ = → →

→ = → = → =

′ = →

→ ≤ → → →

∨ = → →

≤ ⇒ → ≤ →

→ ≤ →

≤ → →

( )8 . x x′′ =

( )

( )

9 .

10 .

x y x y

x y x y

′ ′ ′∨ = ∧

′ ′ ′∧ = ∨
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: استلزامي مشبكه اي شرط هاي زير برقرارند–Hدر يك جبر 

11 . ( )

12 . ( ) ( ) ( ) .

x x y x y

x y z x y x z

→ → = →

→ → = → → →

:اثبات 

0چون   .  1 x≤  0:   بنا به تعريف ترتيب داريم 1x→ =

:     ثابت مي كنيم  
?
1 1x → =

1xچون  1:    بنا به تعريف  ترتيب داريم  ≥ 1x → =

:ثابت مي كنيم كه . 2
?

0x x′ = 1:  م  ري دا1 طبق رابطه اما . → x x→ س                پ=

5
0 0 1 0 .
c

x x x x x x′ ′ ′ ′ ′→ = → = → = ⇒ → =

: رابطه زير را ثابت كنيم  بايد  .3

?
( ) ( )x y y z x z→ ≤ → → →

1x: داشتيم  ″≥″روي رابطه ترتيب اتخاذ شده طبق تعريف  y x y≤ ⇔ → =

:بايد ثابت شود 

?
( ) ( ( ) ( ) ) 1x y y z x z→ → → → → =

:ابتدا رابطه زير را ثابت مي كنيم براي اثبات گزاره بالا 

?
( ) ( ) ( ) ( )x z x y z x z y→ → → = → → →

:اثبات 
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5

1

( ) ( ) ( ( ) )

( ( ) )

( ( ) ) .

x z x y x x z y

c
x y x z

c
y x x z

→ → → = → → →

′ ′= → → →

′ ′= → → →

( )

( ) ( )

( )

4

5

1

5

( ( ) )

( ( ) )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

c
y z x x

c
y x z z

c
x z y z

c
z x z y

x z x y z x z y I

′ ′ ′ ′= → → →

′ ′ ′ ′= → → →

′ ′ ′ ′= → → →

= → → →

⇒ → → → = → → →

: را ثابت مي كنيم 3 شرط حال با استفاده از رابطه بالا 

?
( ) ( ( ) ( ) ) 1x y y z x z→ → → → → =

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

y z x z z y z x

I
y z y x

z y x y

′ ′ ′ ′→ → → = → → →

′ ′ ′ ′= → → →

= → → →

( )( ) ( ) ( ) ( )y z x z z y x y II→ → → = → → →

:    پس مي توان نوشت 
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1

( ) ( ( ) ( ) )

( ( ) ( ( ) ( ) )

x y z y x y

c
z y x y x y

→ → → → →

= → → → → →

( ) 1

1

z y= → →

=

:نتيجه مي گيريم كه 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

II
x y z y x y y z x z

x y y z x z

→ ≤ → → → = → → →

⇒ → ≤ → → →
. 

] اين قضيه به  5 و 4قسمت .. ارجاع داده مي شود 6[

6. 

( ) ( )

,( ) ( )

x y y z x z

z x z y

≤ ⇒ → ≤ →

→ ≤ →

xفرض كنيد   y≤, بايد ثابت شود                         :
?

( ) ( ) 1y z x z→ → → =

:داريم 
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)براي اثبات نا مساوي  ) ( )z x z y→ ≤ :ثابت مي كنيم كه →

( )

?
( ) ( ) 1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) 1
1

z x z y

I
z x z y x z x y

x z

→ → → =

→ → → = → → →

= → →
=

براي اثبات نامساوي روبه رو      . 7
?
( )x x y y≤ → :  كافيست تساوي زير ثابت شود ,→

?
( ( ) ) 1x x y y→ → → =

:مي توان نوشت 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) 1

1

( ) ( ) .

y z x z

z y z x

I
y z y x

z y x y

z y

y z x z

=

→ → → =

′ ′ ′ ′= → → →

′ ′ ′ ′→ → →

= → → →

= → →

=

⇒ → ≤ →
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4

1

( ( ) ) ( ( ) )

( ) ( )

( ) 1

1

c
x x y y x y x x

c
y x x x

y x

→ → → = → → →

= → → →

= → →

=

8. 

( ) ( ) ( )

( )

4
0 0 0 0 1

c
x x x x x x x x

x x

′′ ′= → ⇒ = → → = → → = → =

′′⇒ =

9 . 

:همين قضيه داريم 8 و 4  و قسمت 5c قسمت 2 . 1با استفاده از  تعريف 

( ) ( )( )( ) ( )( )x y x y y y x y

y x x y

′′′ ′ ′∨ = → → = → →

′ ′ ′ ′= ∧ = ∧
. 

10. 

:همين قضيه داريم 8 و 5  و قسمت 5c قسمت 2 . 1با استفاده از  تعريف 

( ) ( )( ) ( )( )

( )( )

x y y x y y x y

x y y x y

 
 
 

′′′ ′ ′∧ = → → = → →

′ ′ ′ ′ ′= → → = ∨

] اين قضيه به 12 و 11قسمت  . ارجاع داده مي شود 7[
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  : 2 . 5لم 

:  با شروط زير معادلند 7C و6Cدر يك جبر استلزامي مشبكه اي گزاره هاي 

) ( ) ( ) ( )1L x y z x y x z→ ∧ = → ∧ →

) ( ) ( ) ( )2L x y z x y x z→ ∨ = → ∨ →

:اثبات 

:  برقرارند ثابت مي كنيم 7C و6Cابتدا فرض كنيم گزاره هاي 

) ( ) ( )1L x y z y z x′ ′→ ∧ = ∧ →

: ام داريم 10 قسمت 2 . 4بنا به قضيه 

( )y z x′ ′ ′= ∨ →

7

5

( ) ( )

( ) ( ) .

c

y x z x

c
x y x z

′ ′ ′ ′= → ∧ →

= → ∧ →

) ( ) ( )2L x y z y z x′ ′→ ∨ = ∨ →

: ام داريم 9 قسمت 2 . 4بنا به قضيه 

6

5

( )

( ) ( )

( ) ( ) .

y z x

c
y x z x

c
x y x z

′ ′ ′= ∧ →

′ ′ ′ ′= → ∨ →

= → ∨ →
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1,حال فرض مي كنيم  2L L برقرارند ثابت مي كنيم :

?
) ( ) ( ) ( )7C x y z x z y z∨ → = → ∧ →

:داريم 

) ( ) ( )7

( )

1
( ) ( )

5
( ) ( ) .

C x y z z x y

z x y

L
z x z y

C
x z y z

′ ′∨ → = → ∨

′ ′ ′= → ∧

′ ′ ′ ′= → ∧ →

= → ∧ →

و

) ( ) ( ) ( )6C x y z x z y z∧ → = → ∨ →

2

5

) ( ) ( )6

( )

( ) ( )

( ) ( ) .

C x y z z x y

z x y

L
z x z y

c
x z y z

′ ′∧ → = → ∧

′ ′ ′= → ∨

′ ′ ′ ′= → ∨ →

= → ∨ →
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فصل سوم

)Liideals)-L iايده آل هاي 

.ردازيم پمي زير  به اثبات گزاره ,Liايده آل  ابتدا قبل ازتعريف 

  :3 . 1گزاره  

: شرط زير نيز صدق مي كند در يك جبر استلزامي مشبكه اي 

( ( ( ) ) )x y y y x y→ → → = →

:اثبات

x,x كافيست به جاي 7قسمت 2 . 4قضيه طبق  y→  داريم س پ را قرار مي دهيم:

( )( ) ) Ix y x y y y→ ≤ → → →

:برعكس 

:  داريم 3قسمت 2 . 4با استفاده از قضيه 

( ( ) ) ( ( ( ) ) ) ( )x x y y x y y y x y→ → → ≤ → → → → →

:داريم 1C قسمت 2 . 1طبق تعريف بر باز

( ) ( ) ( ( ( ) ) ) ( )

1 ( ( ) ) ( )

x y x y x y y y x y

x y y x y

⇒ → → → ≤ → → → → →

⇒ ≤ → → → →

:بنابراين بايد  است 1 يك مشبكه كراندار با كران بالايLحال با توجه به اينكه 
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( ( ) ) ) ( ) 1x y y y x y→ → → → → =

:س داريم پ

( )( ( ) ) ) ( )x y y y x y II→ → → ≤ →

)در نتيجه با استفاده از دو رابطه )I و ( )IIمي توان گرفت  :

,
( ( ) ) ) ( )

I II
x y y y x y⇒ → → → = →

:3 . 2تعريف 

Αغير تهي  يك زيرمجموعه  يك جبراستلزامي مشبكه اي باشدLفرض مي كنيم 

:  نامند اگر Li را يك ايده ال Lاز 

) 01

) ( ) ,2

L A

L x y A y A x A

∈

′→ ∈ ∈ ⇒ ∈

x,براي هر  y L∈. 

.مي باشند L از Liايده ال مثال هايي بديهي از L وLi{0}ايده ال تحت تعريف 

: را تشريح مي كنيم L سره اي از Liايده ال حال در مثال زير 

  :3 . 3مثال 

}فرض مي كنيم كه  }0 , , , ,L a b c d= همراه با1شماره يك مجموعه با شكل 

″عملگرهاي صفرتايي  باشد″≥″رابطه ترتيب  ′ ″  و دوتايي″ → را در جدول هاي ″

  : تعريف مي كنيم به صورت زير رزي
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′xx

10

ca

db

ac

bd

01

 )1جدول شماره     ( 

1dcba0→

1111110

1bcb1ca

1ab1adb

1a11aac

11b11bd

1dcba01

 )2جدول شماره ( 

:زير تعريف مي كنيم به صورت L  را روي ∧ و∨وعملگرهاي 

( )x y x y y∨ = → →

و    

( ( ) )x y x y x′ ′∧ = → →
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x,راي هر ب y L∈. 

 مي كند و جبر استلزامي مشبكه اي صدق  يك  در شرايطLاثبات كرد كه به راحتي مي توان 

A={0,c} ايده ال   يكLi از L مي باشد .

) 01

) ( ) ,2

L A

L x y A y A x A

∈

′→ ∈ ∈ ⇒ ∈

:بالا برقرار است  دو شرط ,ر در جدول براي هر دو عنصزيرا

( 0 ) 1 0 , 0

( 0 ) ( ) , 0

( ) ( 1 ) 0 ,

( 0 0 ) ( 1 ) 0 , 0 0

c A c A A

c a c A A c A

c c A c A c A

A A A

′ ′→ = = ∈ ∈ ⇒ ∈

′ ′→ = = ∈ ∈ ⇒ ∈

′ ′→ = = ∈ ∈ ⇒ ∈

′ ′→ = = ∈ ∈ ⇒ ∈

. مي باشد L از Liايده ال  يك A={0,c}بنابراين 

  :3 . 4تعريف 

 استLاز  يك زيرمجموعه غير تهي Lاز I يك ايده آل .  باشد  يك مشبكهLفرض كنيم 

:اگر در روابط زير صدق كند 

) , ,3

) ,4

L x I y L y x y I

L x y I x y I

∈ ∈ ≤ ⇒ ∈

∈ ⇒ ∨ ∈

.آل مشبكه اي گويند  يك ايدهIبه 
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:3 . 5لم 

x باشد و Lمشبكه اي  از يك جبر استلزامي Li  يك ايده ال Aفرض مي كنيم A∈.اگر 

y x≤ )   يا به طور هم ارزيx y′ yانگاه ) ≥′ A∈براي هر y L∈.  

:اثبات 

xفرض كنيد  A∈  و  y x≤1س طبق تعريف ترتيب پy x→ :  لذا ,=

( ) ( 1 ) 0y x ′ ′→ = x از طرفي  ,= A∈چون  و A يك ايده ال  Li پس       است

0 A∈ كه مي گيريم بنابراين نتيجه  :y A∈. 

  :3 . 6لم 

.اي يكسان اند   و ايده ال مشبكه Liايده ال  هر ,استلزامي مشبكه اي - Hدر يك جبر 

:اثبات 

0 به وضوح , يك ايده ال مشبكه اي باشدAفرض كنيم   A∈زيرا : 

Aچون  ≠ x پس∅ A∈ 0اما چون همواره  .  وجود دارد x≤ و x A∈, تعريفبا

0:  ايده ال مشبكه اي  بايد   A∈

: داشتيم 3 . 2 طبق  تعريف زير را روابط A بودن Liايده ال براي اثبات 

( ) ,x y A y A′→ ∈ ∈

:استفاده مي كنيم 4  قسمت 2 . 4 قضيه  از در ابتدا

5

( ) ( ( ) ) ( )

( ( ) ) ( )

y x y y x y x y

c
x y y x y

′ ′ ′∨ → = → → → →

′ ′= → → → →



٢٠

5
( ) ( ( ) )

( ) ( ( ) )

( ) ( ( ( ) 0 ) )

c
x y x y y

x y y x y

x y y x y

′ ′= → → → →

′ ′= → → → →

′= → → → → →

: داريم 11قسمت 2 . 4با استفاده از قضيه 

:ريم   دا8 و 1 قسمت 2 . 4با استفاده از قضيه 

8
( ) ( )

( )

4

x y y

x y y

x y

′ ′= → →

= → →

= ∨

)حال چون  )x y A′→ y و ∋ A∈ 4 قسمت  3 . 4 بنا به تعريفL داريم :

( )y x y A′∨ → )از طرفي ثابت شد  . ∋ )y x y x y′∨ → =  پس∨

x y A∨ x چون اما . ∋ x y≤ x  و ∨ y A∨  يك ايده ال مشبكه ايA و اينكه ∋

x بنابراين . است A∈.   در نتيجه مي توان  گفت A يك ايده ال Li ر جب  ازL مي باشد .

1

2

( ) ( ( ( ) ) ( 0 ) ) )

( ) ( ( ( ) ) ( 0 ) ) )

( ) ( ( 1 ) ( 0 ) )

( ) ( 1 ( 0 ) )

( ) ( 1 )

x y y x y y

c
x y x y y y

c
x y x y

x y y

x y y

=

=

′→ → → → → →

′= → → → → → →

′= → → → → →

′= → → → →

′ ′→ → →


