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೯دایا...
است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بی�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به

انتخاب خود را، آن تا بͽذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مˀردنͬ و نخورم حسرت

مͬ�داری. دوست تو که آنچنان اما کنم،

پای به بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانͬ تو، بخاطر دیدن شͺنجه که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

توست رهایی امید از مͬ�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگͬ بزرگ لذت تنها تو

در را سعادت پاک هوای که توست خوشبختͬ از و مͬ�درخشد خسته�ام چشمان در امید برق که

و ساده کلمات زیر در که را شͽفتͬ نیروی بزنم. حرف خوب نمͬ�توانم مͬ�کنم. احساس ریه�هایم

دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های

نگاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج برانگیختن از من،

آموخت. خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به را زیستن چͽونه تو،

بی�پاداش، کار بی�سلاح، جهاد بی�همراه، رفتن نومیدی، در صبر شͺست، در تلاش توفیق من به

بی�ریا، ایمان بی�نان، خدمت بی�نام، عظمت بی�عوام، مذهب بی�دنیا، دین سͺوت، در فداکاری

و جمعیت، انبوه در تنهایی بی�هوس، عشق بی�غرور، قناعت بی�خامͬ، گستاخͬ بی�نمود، خوبی

کن. روزی بداند، دوست بی�آنکه داشتن دوست

اඛඟ໋ھا�ଌୃنඛھاॴوم،باز೯داࡣت
৯داಶඍن�॥ت... اوجاඎিنૡঙه



یਪھا৩هآૡঙଘمقدৎ
ਗیऒواঘندசداষند



චاری... ণپاس໋�
آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بی�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس

لͺستانͬ، دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بی�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در

انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایی�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه

نمͬ�رسید.

آماده در و فرمودند تقبل را رساله این مشاوره� و مطالعه زحمت که دکترعبادی آقای جناب از

دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن نحو به رساله، این سازی

خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر مͬ�زنم بوسه پایان، در

و سرشار عاطفه پاس به عزیزم برادران از مͬ�کنم تشͺر و را مقدس�شان وجود مͬ�کنم ستایش

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که وجودشان، امیدبخش گرمای

میثمͬ نجمه

١٣٩١ تابستان



نجمه نام: میثمͬ خانوادگͬ: نام

هیبرید توابع و هار های ͷموج از استفاده با عددی گیری انتگرال پایان�نامه: عنوان

لͺستانͬ مهرداد دکتر راهنما: استاد

عبادی قدرت دکتر مشاور: استاد

عددی آنالیز گرایش: کاربردی ریاضͬ رشته: ارشد کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع

ریاضͬ علوم دانشͺده: تبریز دانشͽاه:

٩۶ صفحه: تعداد ١٣٩١ تابستان فارغ�التحصیلͬ: تاریخ

عددی گیری انتگرال هیبرید، توابع هار، های ͷموج کلیدواژه�ها:

چͺیده

هیبرید توابع و روشموجͷهار مͬ�شود، تدوین [١۴ ،١٢] مرجع مبنای بر که پایان�نامه، این در

متغیر و ثابت حدود با گانه سه و دوگانه یͽانه، های انتگرال عددی جواب آوردن بدست برای را

غیر فردهلم انتگرال معادلات عددی حل در هار های ͷموج کاربرد سپس بریم. مͬ کار به

های ماتریس هیبرید، توابع مفید خواص از برخͬ بررسͬ از پس ادامه در شود. مͬ بیان خطͬ

معادلات آنها از استفاده با و شود مͬ ساخته توابع این برای ضرب حاصل و انتگرال عملیاتͬ

هیبرید توابع از استفاده با شده ذکر معادلات حل کنیم. مͬ حل را خطͬ فردهلم و ولترا انتگرال

روش�ها برای نیز تقریبی جواب خطای تخمین بعلاوه شود. مͬ خطͬ سیستم ͷی به منجر

نتایجͬ توابعͬ، چنین عددی جواب�های محاسبه برای روش�ها این اعمال و شود مͬ بررسͬ

مͬ�دهد. ارائه قبول قابل
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پیشͽفتار

و سیͽنال های پردازش در توانمند ابزاری عنوان به فوریه آنالیز و سری نظریه متمادی، سالیان

نظریه این اعمال از حاصل ارزشمند اطلاعات و کارگیری به سهولت است. بوده توجه مورد تصویر

ایستا فرض بر فوریه نظریه که داشت توجه باید این وجود با است. شده آن شدن فراگیر باعث

خود کارایی فوریه ابزار فرض، این نشدن برآورده صورت در است. استوار تصویر یا سیͽنال بودن

و سیͽنال ناایستایی تعیین هدف جدید کاربردهای از بسیاری در طرفͬ از داد. خواهد دست از را

است. تصویر

توسط فوریه نظریه مشͺل رفع جهت تکمیلͬ ایده ͷی عنوان به ͷموج نظریه ،١٩٨٧ سال در

خود به را مهندسͬ و علوم از وسیعͬ قلمرو نظریه این بالا، کارایی به توجه با شد. مطرح دابشیز

متنوعͬ های مقاله و ها کتاب ،ͷموج کاربردهای روزافزون افزایش با همͽام و داده اختصاص

است. شده ارائه ͷموج نظریه کاربردهای و نظری اصول مورد در

است. شده انتخاب [١] مرجع از پایان�نامه، این متن در شده استفاده انگلیسͬ واژگان ترجمه�ی

ساختار خواصو بیان به اول فصل در که، است این�صورت به پایان�نامه این در موضوعات ترتیب

تنظیم [١۴] مقاله اساس بر که دوم فصل در مͬ�پردازیم. تجزیه�ای چند آنالیز همچنین موج�ͷها

استفاده با ادامه در و پرداخته آنها مورد در قضایایی و هار موج�ͷهای معرفͬ به ابتدا است، شده

سوم فصل در پردازیم. مͬ گانه سه و دوگانه یͽانه، های انتگرال عددی حل به ها، ͷموج این از

در نیز، توابع این از و مͬ�کنیم معرفͬ را هیبرید توابع است، شده تنظیم [١٢] مقاله اساس بر که

تنظیم [١١ ،١٣] های مقاله اساس بر که چهارم فصل در کنیم. مͬ استفاده عددی گیری انتگرال

توابع و هار ازموج�ͷهای استفاده با فردهلم و ولترا انتگرال معادلات عددی حل به است شده

مͬ�پردازیم. نتیجه�گیری به پنجم فصل در و پردازیم. مͬ هیبرید



١ فصل

مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه

ͷموج آنالیز ١.١

تاریخچه ١.١.١

و ریاضیدان فوریه، ژوزف توسط بار اولین توابع از کاملͬ مجموعه�ی برحسب تابع ͷنمایشی فکر

برای حرارت، انتشار به راجع علوم کادمͬ آ در رساله�ای طͬ ١٨٠۶-١٨٠٢ سال�های بین فیزیͺدان

نمایش فشرده و ساده شیوه�ای به f(x) تابع ͷی آنکه برای واقع در شد. گرفته بͺار توابع نمایش

مجموعه�ای ͷکم به که کرد استفاده ابزار�هایی از مͬ�توان که کرد ثابت اساسا فوریه شود داده

را f(x) تابع ͷی که داد نشان فوریه دیͽر به�عبارت مͬ�شوند. ساخته سینوس�وار توابع از نامتناهͬ

cos(ax) و sin(ax) شͺل به کسینوسͬ و سینوسͬ تابع بی�نهایت جمع حاصل وسیله�ی به مͬ�توان

در علوم در متواتر العاده فوق کاربردهای با اساسͬ، ابزار�هایی بصورت فوریه پایه�های داد. نمایش

پایه�های ضعف زمان گذشت با مͬ�روند. �کار به توابع از متعددی انواع نمایش برای زیرا آمده�اند،

مورد در سینوس�وار توابع نمایش و فوریه پایه�های بردند پی دانشمندان مثلا شد، نمایان فوریه

عنوان به� دورند، مطلوب شرایط از بلͺه نیستند مطلوب نه�تنها تصاویر، نظیر پیچیده، سیͽنال�های

نیستند. تصاویر در موجود مرزهای نظیر گذرا ساختارهای نمایش به قادر کارآمدی شͺل به مثال

برای و مͬ�کند عمل مؤثر فضا ͷی پایه�ی توابع برای فقط فوریه تبدیل شدند متوجه آن�ها همچنین

تبدیل به منجر که پنجره�ای، توابع از استفاده با ١٩۴۶ سال در (البته نیست کارآمد پایه غیر توابع

شد). حل مشͺل این شد پنجره�ای فوریه�ی
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به ریاضیدانان ١٩٣٠ سال در کرد. اشاره موج�ͷها به که بود کسͬ اولین ١ هار ١٩٠٩ سال در

١٩٧٠ سال در آن از بعد افتادند. فوریه پایه�های اصلاح فکر به تکین ساختارهای تحلیل قصد

در ممͺن ابزار بهترین فوریه پایه�های که شد متوجه ٢ مورلت ژان نام به فرانسوی ژئوفیزیͺدان ͷی

از ͬͺی به منجر ٣ کیلن آ الف به متعلق آزمایشͽاهͬ در موضوع این و نیستند زمین زیر اکتشافات

گردید. موج�ͷها به تبدیل اکتشافات،

کرد کشف را متعامد ͬͺموج پایه�های نخستین فرانسوی، ریاضیدان ۴ ایومیر ١٩٨٠ سال در

محاسبه و استدلال در فراوانͬ تسهیلات موجب که کند مͬ بیان را ویژگͬ�ها از نوعͬ (تعامد

را ͷموج تبدیل و ͷموج مفهوم مورلت سال�ها همین در متعامدند). نیز فوریه پایه�های مͬ�شود،

نیز فرانسه نظری فیزیͺدان ۵ گراسمن و کرد وارد لرزه زمین سیͽنال آنالیز برای ابزار ͷی به�عنوان

ͷموج پایه�های از ۶ مالت و میر ١٩٧۶ سال در آورد. بدست ͷموج تبدیل برای را وارونͬ فرمول

بازسازی الͽوریتم�های و موج�ͷها تجزیه مالت و بسازند را تجزیه�ای چند آنالیز توانستند متعامد
٨ آنتوان با همراه ٧ مورنزی ١٩٩٠ سال در آورد. وجود به تجزیه�ای چند آنالیز بردن به�کار با را

آنالیز که بود ترتیب بدین و دادند تعمیم دیͽر ابعاد با فضاهایی به سپس و بعد دو به را موج�ͷها

گردید. پایه�گذاری ͬͺموج

کاربردها ٢.١.١

چندین بر مبتنͬ که است ریاضیات هیجان�انگیز و جدید نسبتا دستاوردهای از ͬͺی ͷموج آنالیز

رشته�های از بسیاری در مهمͬ کاربردهای ͷموج آنالیز امروزه است. همساز آنالیز در پژوهش دهه

کاربردهایش افزایش نیز و آن ریاضͬ جنبه�های درک برای امͺاناتجدیدی و یافته مهندسͬ و علوم

این ولͬ داریم سروکار تابع�ها بسط با فوریه آنالیز مانند هم ͷموج آنالیز در است. شده فراهم

و است صفر میانگین با مشخصمفروضͬ تابع ͷموج مͬ�شود. انجام «موج�ͷها» برحسب بسط

١Haar
٢Jean Morlet
٣elf acklin
۴Eumir
۵Grrosman
۶Malt
٧Petra Morenzi
٨Antoine
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مثلثاتͬ، جمله�ای�های چند خلاف بر مͬ�گیرد. انجام تابع این اتساع�های و انتقال�ها حسب بر بسط

بعضͬ بین نزدیͺتری ارتباط ترتیب این به و مͬ�شوند بررسͬ موضعͬ صورت به فضا در موج�ͷها

فراهم محاسبات و باز�سازی در بیشتری عددی پایداری و مͬ�شود امͺان�پذیر آنها ضرایب و توابع

موج�ͷها از استفاده با مͬ�توان است فوریه سریع تبدیل بر مبتنͬ که را کاربردی هر مͬ�گردد.

این کلͬ، بطور آورد. بدست بیشتری موضعͬ زمانͬ) (یا فضایی اطلاعات و کرد بندی فورمول

عملͽرهای محاسبه�ی برای سریع عددی الͽوریتم�های و تصویر و سیͽنال پردازش بر موضوع

و پیلͬ – لیتلوود٩ ی (نظریه ریاضͬ کار سال ۵٠ حاصل ͷموج آنالیز مͬ�گذارد. اثر انتگرالͬ

ترین ساده به پاسخ در که مشͺلاتͬ به توجه با آن، طͬ که است ( زیͽموند١١ – کالدرون١٠

آنالیز طریق از ساده�تری انعطاف�پذیر جانشین���های داشت، وجود فوریه تبدیل به مربوط پرسش�های

را ١٢ مقیاسͬ چند رهیافت این از مختلفͬ صورت�های گذشته دهه�ی طͬ در شدند. ارائه همساز

و هرمͬ) الͽوریتمهای و متعامد آیینه�ای فیلترهای شͺل (به کدگذاری صوت، تصویر، پردازش در

دیده�ایم. نفت استخراج

مͬ�کنند، تغییر سریعا که گذرایی سیͽنال�های تحلیل در فوریه سریع تبدیل با همراه ͷموج آنالیز

داده�های و ضربه�ای آبی زیر صداهای مغز، در ͬͺتریͺال جریان�های صوتͬ، سیͽنال�های و صدا

رفته به�کار کامپیوتر نمایش صفحه�ی طریق از برق نیروگاه�های کنترل در و (NMR) نمایی طیف

بررسͬ در و جوی جریان�های ساختار ساختن روشن برای علمͬ ابزار ͷی �عنوان به نیز و است،

مانند مͬ�تواند عددی ابزار ͷی عنوان به آنالیز این است. شده استفاده آن از ستاره�ای ساختارهای

با که ترتیب بدین� بͺاهد. بزرگ مقیاس با محاسبات پیچیدگͬ از زیادی حد تا فوریه سریع تبدیل

باشد. محاسبه قابل سرعت به که در�آورد تنکͬ شͺل به را متراکم ماتریس�های ضریب، هموار تغییر

بسیار نحوی به کدگذاری به قادر که است شده تراشه�هایی ساختن باعث آنالیز این سادگͬ و راحتͬ

است کرده پیدا فراوانͬ کاربردهای امروزه ͷموج آنالیز تصاویرند. و سیͽنال�ها فشرده�سازی و کارا

جداسازی اسͺن، تͬ سͬ و (MRI) ͬͺپزش برداری تصویر در آن کاربرد به مͬ�توان جمله آن از که

کردن، دسته�بندی ریز خوشه�های تشخیصخودکار مغناطیس، تشدید تصاویر از مغزی های بافت

٩lit loud
١٠Calderon
١١Zigmond
١٢Multi Scale



۴ مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه .١ فصل

نمود. اشاره مغناطیسͬ تشدید عملͺردهای و ١٣ مغناطیسͬ تشدید طیفͬ تصاویر تحلیل

داخلͬ ضرب فضای ٢.١

ضرب ،Rn در Y = (y١, y٢, ..., yn) و X = (x١, x٢, ..., xn) بردار�های برای .١.٢.١ تعریف

با: است برابر اقلیدسͬ داخلͬ

⟨X,Y ⟩ =
n∑

j=١
xjyj .

V مختلط برداری فضای ͷی روی داخلͬ ضرب ͷی داخلͬ). ضرب (فضای .٢.٢.١ تعریف

مͬ�کند: صدق زیر خواص در که مͬ�باشد ⟨., .⟩ : V × V −→ C تابع ͷی

⟨v, v⟩ > ٠ ،v ∈ V نا�صفر بردار هر برای بودن: مثبت -١

v, w ∈ V ، ⟨v, w⟩ = ⟨w, v⟩ مزدوج: تقارن -٢

c ∈ C اسͺالر هر Vو در w و v بردار هر برای ⟨cv, w⟩ = c⟨w, v⟩ همͽنͬ: -٣

u, v, w ∈ V بردار هر برای ⟨u+ v, w⟩ = ⟨u,w⟩+ ⟨v, w⟩ جمع�پذیری: -۴

مͬ�شود. نامیده داخلͬ ضرب فضای ͷی داخلͬ، ضرب ͷی با برداری فضای ͷی

باشد، داخلͬ ضرب فضای ͷی V کنید فرض .٣.٢.١ تعریف

.⟨X,Y ⟩ = ٠ اگر مͬ�شوند، گفته متعامد Y و X بردار�های -١

واحد طول ei هر اگر مͬ�شوند، گفته ١۴ متعامد�یͺه ،i = ١, · · · , N ،ei بردار�های گردایه -٢

باشند. عمود هم بر ej و ei ،i ̸= j برای و ∥ei∥ =
√

⟨ei, ei⟩ = ١ باشد، داشته

بردار�های از ͷی هر بر V١ در بردار هر اگر مͬ�شوند، گفته متعامد V از V٢ و V١ فضای زیر دو -٣

باشد. عمود V٢

هستند، متعامد�یͺه که V بردار�های از یͷپایه ،V برای متعامد�یͺه دستگاه یا متعامد�یͺه یͷپایه -۴

مͬ�باشد.

زیر آنگاه باشد، U از فضایی زیر V و برداری فضای ͷی U اگر مستقیم: جمع .۴.٢.١ تعریف

که طوری به دارد وجود U Wاز فضای

١٣MR Spectrorscopy
١۴Orthonormal
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W از عضو ͷی و V عضو ͷی از خطͬ ترکیب ͷی صورت به مͬ�توان را U عضو هر (١

نوشت.

است. فرد به منحصر فوق خطͬ ترکیب که است این با معادل که ،W ∩ V = {٠} (٢

W فضای اگر و مͬ�دهند نمایش U = V +W صورت به Wرا و V فضاهای مستقیم جمع

مͬ�دهند. نمایش U = V ⊕W صورت به را W⊥Vآن که شود انتخاب طوری

شفافͬ چند آنالیز ٣.١

گردایه باشد. L٢(R) در توابع فضا�های زیر از دنباله�ای j ∈ Z ، Vj کنید فرض .١.٣.١ تعریف

اگر مͬ�شود، نامیده ϕمقیاس تابع با (MRA) ١۵ شفافͬ چند آنالیز ͷی {Vj , j ∈ Z} فضا�های

باشد: برقرار زیر شرایط

Vj ⊂ Vj+١ بودن) ∞∪١-(تودرتو
j=−∞ Vj = L٢(R) بودن) ٢-(چͽال

∩∞
j=−∞Vj = {٠} ٣-(تفکی�ͷپذیری)

باشد. V٠ عضو f(٢−j .) تابع اگر فقط و اگر است، Vj فضای به متعلق f(.) تابع ۴-(مقیاس)

متعامد پایه ͷی {ϕ(. − k), k ∈ Z} مجموعه�ی و دارد تعلق V٠ به ϕ تابع یͺه) متعامد ۵-(پایه

است. V٠ برای یͺه

است ممͺن تقریب فضا�های از دستگاه ͷی با متناظر مͬ�نامند. تقریب فضا�های را Vjها
چند آنالیز به است ممͺن ϕ برای متفاوت انتخاب�های باشد. داشته وجود ϕ از انتخاب چندین

نیست کافͬ اما باشند، یͺه متعامد باید ϕ انتقال�های همه�ی گرچه شوند. منجر متفاوتͬ شفافͬ

به�دست برای مͬ�توان صورت این در باشد. پایه ͷی {ϕ(.−k), k ∈ Z} که باشد چنان ϕ باید بلͺه

متعامد پایه ͷی {ϕ̃(.−k), k ∈ Z} �که به�طوری کرد، استفاده ϕ از ϕ̃ مقیاسجدید تابع ͷی آوردن

باشد. یͺه

تابع و هستند تکه�ای پیوسته توابع خطͬ اسپلاین�های هار). شفافͬ چند (آنالیز .٢.٣.١ مثال

شفافͬ چند آنالیز خطͬ اسپلاین�های برای مͬ�توان است. توابع این از نمونه�ای ۶.١ شͺل نا�هموار

١۵Multiresolution Analysis
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خطͬ اسپلاین ͷی :١.١ شͺل

پیوسته و خطͬ تکه�ای که باشد f متناهͬ انرژی با سیͽنال�های تمام فضای Vj فرضکنید ساخت.

مͬ�شوند. ظاهر k ∈ Z ،k/٢j دودویی نقاط در آن�ها احتمالͬ گوشه�های و هستند

مقیاس تابع مͬ�کنند. صدق شفافͬ چند آنالیز تعریف از ١-۴ شرایط در تقریب فضا�های این

خمینه” ”تابع جا این در

φ(x) =


x+ ١ , −١ ≤ x ≤ ٠,
١ − x , ٠ ≤ x ≤ ١,
٠ , |x| > ١,

دارند وجود روش�هایی است. نا�متعامد یͷمجموعه�ی {φ(.− k); k ∈ Z} مجموعه�ی و مͬ�باشد

V٠ برای را یͺه متعامد پایه ͷی که ساخت را ϕ جدید مقیاس تابع مͬ�توان آن�ها از استفاده با که

بسازیم. �کند، تولید

مͬ�کنیم. نقل [١۵] مرجع از را مهم قضیه چند ادامه در

این در باشد. ϕمقیاس تابع با تجزیه�ای چند آنالیز ͷی {Vj , j ∈ Z} کنید فرض .٣.٣.١ قضیه

متعامد پایه ͷی {ϕj,k(.) = ٢j/٢ϕ(٢j .− k) : k ∈ Z} توابع مجموعه ،j ∈ Z هر برای صورت

است. Vj برای
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رابطه�ی آن�گاه باشد، ϕ مقیاس تابع با شفافͬ چند آنالیز ͷی {Vj , j ∈ Z} اگر .۴.٣.١ قضیه

است: برقرار زیر مقیاس

ϕ(x) =
∑
k∈Z

pkϕ(٢x− k), که pk = ٢
∫ ∞

−∞
ϕ(x)ϕ(٢x− k)dx.

داریم: علاوه به

ϕ(٢j−١x− l) =
∑
k∈Z

pk−٢lϕ(٢jx− k) (١.١)

معادل به�طور یا

ϕj−١,l = ١/٢−٢∑
k∈Z

pk−٢lϕj,k (٢.١)

.ϕj,k(x) = ٢j/٢ϕ(٢jx− k) که

دو یا مقیاس رابطه�ی به مͬ�سازد مرتبط به�هم را ϕ(٢x) انتقال�های و ϕ(x) که رابطه�ای تذکر.

بود. خواهد حقیقͬ باشند، حقیقͬ pkها حالتͬ�که در ϕ معمولا است. معروف مقیاسͬ

و k ̸= ٠ ، pk = ٠ و ،p٠ = p١ = ١ از است عبارت هار دستگاه برای pk مقادیر .۵.٣.١ مثال

.k ̸= ١

هستند. مهم بسیار که بردارد در را pk برای اتحاد�هایی زیر، قضیه

اتحاد�های آن�گاه باشد، ϕمقیاس تابع با شفافͬ چند آنالیز ͷی {Vj : j ∈ Z} اگر .۶.٣.١ قضیه

:[١۵] برقرارند زیر

∑
k∈Z pk−٢lp̄k = ٢δl,٠ (١

∑
k∈Z |pk|٢ = ٢ (٢

∑
k∈Z pk = ٢ (٣

∑
k∈Z p٢k = ١ و

∑
k∈Z p٢k+١ = ١ (۴
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ͬͺموج فضای و متناظر موج�ͷهای ۴.١

حالت تفکیͷدر الͽوریتم آوردن به�دست برای است. Vj+١ مجموعه�ی زیر Vj که بیاورید �خاطر به

نیاز مͬ�دهیم، Wjنمایش با آن�که متمم و Vj متعامد مستقیم مجموع ͷی به Vj+١ ͷتفکی به کلͬ

داریم ψ تابع ͷی ساختن به نیاز به�علاوه دادیم). انجام هار دستگاه مورد در که (همان�گونه داریم

زمانͬ�که دادیم). انجام هار دستگاه مورد در که �کند(همان�گونه تولید Wjرا انتقال�هایشفضای که

را Wj که کرد استفاده مقیاس رابطه�ی از مͬ�توان مربوطه ψ تابع ساختن برای باشد مشخص ϕ

مͬ�دهیم. انجام اکنون را کار این مͬ�کند. تولید

(pkها باشد، ϕ(x)مقیاس تابع با شفافͬ چند آنالیز ͷی {Vj , j ∈ Z} کنید فرض .١.۴.١ قضیه

شده تولید {ψ(٢j . − k) : k ∈ Z} توسط Wj کنید فرض هستند). ۴.٣.١ قضیه�ی در ضرایب

که باشد،

ψ(x) =
∑
k∈Z

(−١)kp١−kϕ(٢x− k),

به�علاوه است. Vj+١ در Vj متعامد Wjمتمم ⊂ Vj+بنابراین١

{ψj,k(x) = ٢j/٢ψ(٢jx− k) : k ∈ Z}

Wjاست. برای یͺه متعامد پایه�ی ͷی

شود. مراجعه [١۵] مرجع به برهان.

شͺل به هار ͷموج که مͬ�کند بیان ١.۴.١ قضیه�ی .p٠ = p١ = ١ هار مقیاس تابع برای

دارد. مطابقت ١.٢.٢ در ψتعریف با که است، ψ(x) = ϕ(٢x)− ϕ(٢x− ١)

متمم Wj و ϕ(x) مقیاس تابع با شفافͬ چند آنالیز ͷی {Vj , j ∈ Z} کنید فرض .٢.۴.١ قضیه

پس باشد. Vj+١ در Vj متعامد

L٢(R) = · · · ⊕W−١ ⊕W٠ ⊕W١ ⊕ · · · .

wk ∈ Wk با
∑∞

k=−∞wk به�صورت به�فرد منحصر به�طور مͬ�تواند f ∈ L٢(R) هر به�ویژه

موج�ͷها، تمام مجموعه�ی معادل به�طور هستند. متعامد دوبه�دو wkها آن در �که �شود، بیان

است. L٢(R) برای یͺه متعامد پایه ͷی ،{ψj,k}j,k∈Z



٩ بازسازی و ͷتفکی فرمول�های .۵.١

شود. مراجعه [١۵] مرجع به برهان.

بازسازی و ͷتفکی فرمول�های ۵.١

کنید فرض : پارسوال١۶ معادله�ی .١.۵.١ قضیه

f(x) = a٠ +

∞∑
n=١

(an cos(nx) + bn sin(nx)) ∈ L٢
[−π,π],

آنگاه
١
π

∫ π

−π
f٢(x)dx =

١
٢a

٢
٠ +

∞∑
n=١

(
a٢
n + b٢

n

)
.

کنید. مراجعه [١۵] مرجع به برهان.

قرار Vj مانند تقریبی فضا�های از ͬͺی در قبلا که داریم سروکار f سیͽنال ͷی با کنید فرض

پایه�ی آن�ها اولین کرد. استفاده f نمایش برای اولیه یͺه�ی متعامد پایه�ی دو از مͬ�توان است. گرفته

حسب بر است. تعریفشده ٣.٣.١ قضیه�ی در که است ،{ϕj,k}k∈Z ،Vj برای مقیاسطبیعͬ تابع

داریم پایه این

f =
∑
k∈Z

⟨f, ϕj,k⟩ϕj,k. (٣.١)

یعنͬ Wj−١ و Vj−١ پایه�های ترکیب نیز و ،Vj = Vj−١ ⊕Wj−١ مستقیم مجموع ͷتفکی البته

تعریف ١.۴.١ قضیه�ی در ψj,k آن در که برد، کار به� مͬ�توان را {ϕj−١,k}k∈Z
∪
{ψj−١,k}k∈Z

�صورت به یͺه متعامد پایه�ی این به نسبت تابع است. شده

f =
∑
k∈Z

⟨f, ϕj−١,k⟩ϕj−١,k +
∑
k∈Z

⟨f, ψj−١,k⟩ψj−١,k (۴.١)

از استفاده با و مͬ�شود شروع ((٣.١) (رابطه اول پایه�ی به نسبت ضرایب با ͷتفکی فرمول است.

مͬ�شود. عمل عکس بر بازسازی، فرمول در مͬ�کند. محاسبه دوم پایه�ی به نسبت را ضرایب آن�ها،

است: چنین ͷتفکی فرمول

ͷتفکی :

 ⟨f, ϕj−١,l⟩ = ١/٢−٢∑
k∈Z pk−٢l⟨f, ϕj−١,k⟩

⟨f, ψj−١,l⟩ = ١/٢−٢∑
k∈Z(−١)kp١−k+٢l⟨f, ϕj−١,k⟩.

(۵.١)

١۶Parseval equation



١٠ مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه .١ فصل

قسمت آوردن به�دست برای مͬ�آیند. به�دست ١.۵.١ قضیه از استفاده با فرمول این قسمت دو هر

بسط نیز دوم قسمت مͬ�کنیم. استفاده (٢.١) در مقیاس رابطه�ی و f برای (٣.١) بسط از اول

است. دوم پایه�ی حسب بر توصیف ،ͷتفکی فرمول مهم کاربرد ͷی دارد. نیاز را (٣.١)

⟨ϕj,k, ϕj−١,l⟩ = ١/٢−٢pk−٢l داریم ϕj,kها بودن متعامد�یͺه خاصیت و (۵.١)ͷتفکی فرمول از

انجام اندیس کدام روی جمع عمل که کنید توجه .⟨ϕj,k, ψj−١,l⟩ = (١−)١/٢−٢kp١−k+٢l و

بسط مورد)، این (در مͬ�شود

ϕj,k =
∑
l∈Z

١/٢−٢pk−٢lϕj−١,l +
∑
l∈Z

١/٢−٢p١−k+٢l(−١)kψj−١,l (۶.١)

است. مقیاس رابطه�ی ”معکوس” نوعͬ که مͬ�آوریم به�دست را

بازسازی فرمول بریم به�کار (۴.١) و (۶.١) برای را پارسوال معادله�ی اگر

بازسازی :

 ⟨f, ϕj,l⟩ = ١/٢−٢∑
l∈Z pk−٢l⟨f, ϕj−١,l⟩

+١/٢−٢∑
l∈Z(−١)kp١−k+٢l⟨f, ψj−١,l⟩

(٧.١)

مناسب�تر مختلف، دلایل به هستند. متعامد�یͺه پایه�های شامل همه بالا فرمول�های مͬ�آید. به�دست

{ϕj,k(x) = به�جای {ϕ(٢jx − k)}k∈Z از یعنͬ کنیم، استفاده متعامد حالات از که است این

برای .{ψj,k(x) = ٢j/٢ψ(٢jx−k)}k∈Z به�جای {ψ(٢jx−k)}k∈Z و ٢j/٢ϕ(٢jx−k)}k∈Z

کرد: بازنویسͬ زیر �صورت به مͬ�توان را (٣.١) در f ∈ Vj بسط مثال

f =
∑
k∈Z

٢j/٢⟨f, ϕj,k⟩٢−j/٢ϕj,k(x)

=
∑
k∈Z

ajkϕ(٢
jx− k).

به�صورت مͬ�توان را (۴.١) رابطه�ی مشابه به�طور

f =
∑
k∈Z

aj−١
k ϕ(٢j−١x− k) +

∑
k∈Z

bj−١
k ψ(٢j−١x− k),

aj−١
k . bj−١

k = ٢(j−١)/٢⟨f, ψj−١,k⟩ و aj−١
k = ٢(j−١)/٢⟨f, ϕj−١,k⟩ آن در که کرد بازنویسͬ

مͬ�توان را ͷتفکی و بازسازی فرمول�های مͬ�نامند. ضرایبجزئͬ را ١−bjها
k تقریبو ضرایب را ها


