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 مدول های ضربی 1-1

لهای ضیربی وی خ صا یی ام میدولها     میدو . در این بخش به مطالعه مدول های ضربی میی ریردامی   

 Mمیدول  و Rارتباط بين حلقه خشاین ب در. تاکن ن م رد ت جه ب ده اود 1891ل که ام سا هستند

ی ها ایده البا  M و  MS  را م رد  بررسی قرار می دهي. 

ام حلقه  Iلایده ا، Mام Nهرگاه به امای هر میر مدول، وامند ضربیرا  Mمدول 1-1-1 تعریف

R م ج د باشد به ط ریکهIMN . به صص ص ایده الI  ام حلقیهR  وامنید، هرگیاه    ضیربی را

CIJم ج د باشد به ط ریکه  Rام حلقه C، ایده الIام Jبرای هر ایده ال . 

میدول دوری   Rمیرمدول دلخی اهی ام  Nمدولهای دوری، ضربی هستند، میرا اگر 2-1-1مثال 

Rm باشد، آوگاه mIN   که در آن NrmRrI  .رسIRmN .  

 .های ا لی ويز ضربی هستند ال صص ص ایدهه ب

میی وامنید، هرگیاه بیرای هیر اییده ال        طی ر م ضیعی دوری   بیه را  Mمدول –R 3-1-1تعریف 

یک  R،PMام Pماکسيمال
PR– مدول دوری باشد. 

ه ط ر م ضعی دوری ضربی است، اگر و تنها اگر ب Mمدول با ت ليد متناهی 4-1-1گزاره 

 .باشد

 ■ .رج خ ش د 22-1-2، قضيه ]89[ به .اثبات

0rmالایده 5-1-1 تعریف   Rr امR  ر چسامرا m  وماد وامند و آن را با mR:0  یا

 mann اگر .نددهوشان می  0mann،m  و اگر تابدار عنصررا  0mann،m  بدون تابرا 

 و با ندوام Mدول تابدارم میرآن را که  است، Mمدول میر یک Mعنا ر تابدارمجم عه  .ندوام
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 MT اگر. نددهومایش می  0MT، آوگاه R و اگر بدون تاب، Mمدول   MMT ، 

Mمدول Rآوگاه   .ندواممی تابداررا  

تاب و میرمدول بدون  مدول   6-1-1 مثال  0 ام همين مدول تابدار است . 

مدول باشد، آوگاه  -Rیک Mاگر 7-1-1 تعریف
N

M  با عمل میر یکR- مدول است. 

N

M

N

M
R  

  NrmNmr  , 

در این حالت








N

M
ann لاکه ایده  NrMRr  م اR ومیاد  است را با  MN  ومیایش  :

 .دهند می

مدول – Zاگر 8-1-1مثال 
4Z  آوگاه را در وظر بگيری ،   ZZ 2:2,0 4 . 

، Mام Nاگییر و تنهییا اگییر بییرای هییر میرمییدول   ، سییتضییربی ا Mمییدول  9-1-1گزززاره 

 MMNN :. 

 ■ .رج خ ش د  8-1-1ل   ،،]89[ به .اثبات

 Nبرای هر میر میدول  ضربی است، اگر و تنها اگر Mمدول –Rام Kمیر مدول 11-1-1گزاره 

M،KKNKNام  ]:[. 

 ■ .رج خ ش د 7-1-2، ل  [88] به .اثبات

ماوند  R، ایده الی امMmعنصر برای هرضربی است، اگر و تنها اگر  Mمدول  11-1-1گزاره 

I  م ج د باشد به ط ریکهIM  =Rm. 

 ■. رج خ ش د 9-1-2گزاره  ،[89] به. اثبات
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بیرای هیر مجم عیه     در ایین  ی ر   . مدول ضربی باشد –Rیک Mفرض کنيد 12-1-1گزاره 

که Iواتهی ام ایده ال های  امR، 

  MannMIMI 



















 

 ■ .رج خ ش د 18-1-2، ل  [89]ه ب. اثبات

 Rلیی ام حلقیه   ایده ا Iو Mمیر مدولی ام Nمدول و -R یک Mفرض کنيد 13-1-1تعریف 

 به   ر  Iت سط Nمیر مدول باقی ماودهاین   ر   در .باشد

}Im;{]:[ NMmIN M  

 .تعریف می ش د

MIMNINآوگاه  ،مدول ضربی باشد -Rیک  Mاگر 14-1-1گزاره 
M

]:[][ : . 

 ■ .رج خ ش د 22-1-1گزاره  ،[88]به  .اثبات

آوگییاه  ،باشیید (0annMیعنییی ) باوفییا و ضییربیمییدول  -Rیییک Mاگییر 15-1-1نتیجزز  

MannII
M

)(]0[ : . 

 ■. رج خ ش د 22-1-1، ل [88]به .اثبات

در ایین   .باشید  Rام حلقیه  ل ماکسيمالیایده ا Pومدول  -Rکی Mفرض کنيد 16-1-1تعریف

   ر 

}0)1(;{)(  mpPpMmMTP 

MMTPاگر. می باشد Mیک میر مدول ام  )(، آوگاهM راP- وامند تابدار. 

 .تابدار است  -4Z،Z3مدول -17Z-1-1مثال 



 5 

م جی د   Mدر m و Pدر pعنا یر واميده می ش د اگیر  دوری  -M،Pمدول 18-1-1تعریف 

RmMpند به ط ریکهباش  )1(. 

 .دوری است  -Z ،Z2مدول -Z 19-1-1مثال 

، Rام Pيمالده ال ماکسی بیرای هیر ایی    ا اگراگر و تنه ضربی است، Mمدول -R 21-1-1گزاره 

M،P- یا تابدارP- باشد  دوری. 

 ■ .رج خ ش د  11-1-2قضيه، [88]به  .اثبات

 

ل های ایده ا 1-2 M   و MS 

 وابستهل های ایده ا 



Mm

MRmM  .ش مهمی در مطالعه مدول های ضربی ایفا می کنندوق )(:

 هم اره داری  Mمدول ضربی –Rبرای هر

 MMM  

 ،8-1-1بنا به گزاره 

      
 











Mm MmMm

MMMMRmMMRmRmM :: 

 ،8-1-1ه گزاره ، آوگاه بنا بباشد Mمدول ضربی –Rمیر مدولی ام Nبه صص ص اگر

      

      NMMMNM

MMMNMMNN









:

::

 

ل بیا ت ليید   اییده ا ییک   Iدر این  ی ر  اگیر   .ضربی باشد Mمدول –Rد فرض کني 1-2-1لم 

باشد به ط ریکیه  Rمتناهی ام MI ،  ه مییر میدول  آوگیاIM امM     بیا ت ليید متنیاهی اسیت. 
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آوگییاه  ،بییا ت ليیید متنییاهی باشیید Mام IMمیییر مییدول ،Rام Iلاگییر بییه امای ایییده ا ،عکسبییر

 MI . 

 ■ .رج خ ش د 1-2-2گزاره ، [89]به . اثبات

 :معادلنددر این   ر  گزاره های میر  .مدول ضربی باشد –Rیک  Mفرض کنيد 2-2-1نتیج 

 ناهی است؛با ت ليد مت مدول –Rیک  M(الف

(ب  RM ؛ 

(ج M  با ت ليد متناهی استیک ایده ال. 

 ■ .رج خ ش د 2-2-2گزاره ، [89]به . اثبات

 در این   ر . مدول باشد –Rیک Mفرض کنيد 3-2-1لم 

، آوگاهباشد Mیک میر مدول ام Nمدول ضربی و –Rیک Mاگر( الف NMN . 

بیا ایین    Rل هیایی ام اییده ا  Jو I،مدول ضیربی بیا ت ليید متنیاهی     –Rیک  Mفرض کنيد( ب

JMIMصا يت که  . در این   ر    MJMI :0:0 . 

بیه ط ریکیه    Rل امییک اییده ا   Iوبیا ت ليید متنیاهی    مدول ضیربی   –Rیک  Mفرض کنيد( ج

IMM   در این   ر ، MIR :0. 

 .اثبا  شده است 2-1در ابتدای بخش( الف. اثبات

 .رج خ ش د 23-1-1، وتيجه [88]به ( ب

 ■ .واضح است ،(ب)بنا به ( ج

در ایین  ی ر    . مدول ضیربی باوفیا باشید    –Rیک Mیک حلقه و Rفرض کنيد 4-2-1گزاره 

  )(MSM که در آن ،  MIMMIMS  ;:0)( که ،I یک ایده ال امR  است. 
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 ■ .رج خ ش د 11-2-1، قضيه[89]به . اثبات

 :معادلند Mمدول –Rبرای شرایط میر 5-2-1لم 

 دوری است؛ به ط ر م ضعیو با ت ليد متناهی  M(الف

(ب  RM . 

 ■ .رج خ ش د 2-2-1و وتيجه  22-1-2، قضيه [89] به. اثبات

ال اییده   ی ر  بیرای هیر    در ایین . شید با Rالی ضربی ام حلقه ایده Iفرض کنيد 6-2-1گزاره 

، Rام Mماکسيمال
MI صص ص اگر ه ب. ال ا لی استایده IM  آوگاه ،

MMI 0 . 

 ■ .رج خ ش د 12-2-2گزاره  ،[89]به . اثبات
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 سازيالايده  2-1

را با  ، حلقه ای جدید می سازیم و آنMمدول Rو R در این بخش ابتدا از روی حلقه MR 

هاای   و ایاده ال  Mهاای  علاوه نشان می دهیم که چه ارتباطی بین زیر مدوله ب. نمایش می دهیم

حلقه  MR برقرار است 

در ایان  . انی باشدمدول یک –Rیک Mو یکدار وجا به جایی یک حلقه  Rفرض کنید 1-1-2 لم

صورت مجموعه    MmRrmrMR   ، با اعمال,,

     21212211 ,,, mmrrmrmr  

     1221212211 ,,, mrmrrrmrmr  

و یکدار است که عضو خنثی آن نسبت به عما  جما ،   یک حلقه جا به جایی 0,0    و عضاو یکاه

آن 0,1 است. 

 ■ .جام پذیر استبه سادگی ان. اثبات

 حلقه 2-1-2تعريف   ,.,MR که به طور خلاصه با  MR یاMR )(   نمایش داده می شاود

 .می نامند  Mسازلایده احلقه  را

باشاد، آناااه    Mمادول  -Rیک زیار مادول از   Nو Rیک ایده ال از حلقه Iاگر 3-1-2 تبصره

NIلزومی ندارد که )( یک ایده ال از حلقه MR باشد. 

4)(0 4-1-2 مثال Z 4)(2ل از یک ایده ا ZZ  نیست. 

41,2)(2عنصر زیرا اگر  ZZ











 00,1و )(4 











Z را در نظر بایرید، آنااه 

01,20,11,2 )(4 
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 در این صورت. مدول باشد –Rیک Mیک حلقه و Rفرض کنید 5-1-2لم 
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 .قاب  نشاندن است MR)(حلقه در Rحلقه( الف

N)(0باشد، آنااه Mمدول -Rزیر مدولی از Nاگر( ب 
باه  . است MR)(ل از حلقهایده ایک  

M)(0خصوص 
NNاسات و نااشات   MR)(ل پوچ توان از حلقه یک ایده ا  )(0     تناارر

0)(Nکه مشمول دراست  MR)(ل هایو ایده ا Mیک به یکی بین زیر مدول های هستند . 

 .است MR)(یک زیر حلقه از NR)(باشد، آنااه Mمدول –Rزیر مدولی از Nاگر( ج

R،از Iلبرای هر ایده ا( د   IMMMI )()()( 00  . 

:)(به وضوح نااشت( الف .اثبات MRRf  با ضابطه 0,rr  ریختای حلقاه ای و   یاک هم

 .یک به یک است

 .به وضوح نتیجه می شوند( و ج( ب

فرض کنید( د  MImi )(,  و  Mm )(0,0  .در این صورت 

     IMimmmi )(0,0,0,  

پس    IMMMI )()()( 00  لذا حکم برقرار است ،. ■ 

در ایان  . باشاد  Mزیار مادولی از   Nمادول و  –Rیاک  Mیک حلقه و Rفرض کنید 6-1-2لم

 صورت

0)(Mشاام   و MR)(حلقه ل دلخواهی ازایده ا Jگرا( الف     لای مانناد  باشاد، آناااه ایاده اI  از

MIJموجود است به طوریکه Rحلقه )(. 

0)(Nمشمول در و MR)(حلقه ل دلخواهی ازایده ا Jاگر( ب   باشد، آنااه زیر مدولی ماننادK 

KJموجود است به طوریکه Nاز )(0  . 

 ■. رجوع شود 4-1-2گزاره  ،[49]به . اثبات
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در این صورت . مدول باشد –Rیک Mفرض کنید 7-1-2 گزاره
M

MR
R

)(0

)(



. 

 ■. رجوع شود 5-1-2، گزاره [49]به  .اثبات

MII، نااشت6-1-2لمبنابراین بنا به  )( ل های حلقهیک تنارر یک به یک بین ایده ا R  و 

0)(Mکه شام  است MR)(ل های حلقهاایده  
 .بدست می دهد ،هستند 

 .گزاره های زیر برقرار هستند MR)(در حلقه ی 8-1-2 نتیجه

 اگااار در ایااان صاااورت . باشاااد MR)(حلقاااه یاااک ایاااده ال از  Jفااارض کنیاااد ( الاااف

  JmrMmRrI  و;,  JmrRrMmN  ال یک ایاده   I، آنااه;,

NIMاست که Mمدول –Rیک زیر مدول از  Nو Rاز  وNIJ )(. 

MPبه شک  MR)(حلقه ایده ال های اول (ب )(    هساتند باه طوریکاهP    از یاک ایاده ال اول

 .است Rحلقه

MP باه شاک   MR)(حلقهایده ل های ماکسیمال ( ج )(    هساتند باه طوریکاهP    یاک ایاده ال

 .است Rاز حلقه ماکسیمال

 .برقرار است 1-25، گزاره [29]بنا به ( الف. اثبات

ر این صاورت چاون   د. باشد MR)(یک ایده ال اول از حلقه Hفرض کنید( ب  00
2

)(  M .

M)(0شام  Hبنابراین  6-1-2پس بنا به لم . است،H  به شکMP )( در آن است کهP  یک

 .ی باشدم Rال اول ازایده 

ابتدا نشان می دهایم   در این صورت. باشد MR)(یک ایده ال ماکسیمال از حلقه Hفرض کنید( ج

M)(0شام  Hکه ایده ال  است. 
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موجااود باشااد بااه طوریکااه    Mدر mبااه برهااان خلااف اگاار عنصاار      Hm ,0  آنااااه ،

     0,1,0 Hm. 

بنابراین عناصر ns, درH  و 1,mr در)(MR به طوریکه موجود هستند 

      0,1,,0, 1  nsmmr 

یجه در نت   0,1,  nrms .پس  Hn ,1. 

CRHRnR،(الف)حال بنا به قسمت   )()(   .چونH    یک ایده ال ماکسیمال اسات، پاس

CRH )(  یا MRCR )(. 

CRHاگر )( آنااه ، 0,1 درH است که تناقض می باشد. 

اگر MRCR )(آنااه ،m درC  عنصر (الف)است و بنا به قسمت ،
1r درR   موجود است باه

طوریکه  Hmr ,1
از طرفی.      Hmrrmrrm  11  بنابراین. 0,,0,

      Hrnrsrrmr  0,,,0 1111
 

در نتیجه    Hm ,0 .پس فرض خلف باط  و حکم برقرار است. ■ 

NIHهرگاه ،نامیده می شود همان MR)(از حلقه Hلایده ا 9-1-2تعريف  )( در آن کهI 

 است در این حالت Mمدول –Rزیر مدولی از Nو Rلی از حلقها ایده

    NIMINIMRNI   )()()()( 

NIMو این نتیجه می دهد که ، به عبارت معادل  MIN M :. 

 :به مثال زیر توجه کنید .لزوما همان نیستند MR)(ل هایاایده 

لایده ا 11-1-2 مثال  )2,2(2ZZ ل همان ازیک ایده ا ZZ  .نیست 2
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زیرا اگر  )2,2(2ZZ همان از حلقه یک ایده ال    ZyxyxZZ  بنا باه  باشد، آنااه  2,2,

تعریااف   kZmZZZ 2222
)(

,  چااون .     kZmZ 2220122
)(

,,,   2mپااس .

چوناز طرفی  .1kو  ZZ 222,0 )(، باید 

      yxxyx 42,22,22,2,0  

و  0xیعنی  
2

1
y، که تناقض است. 

 در این صورت .باشند Mمدول –Rزیر مدول هایی از Nو Lو Kفرض کنید 11-1-2گزاره 

(الف  RKK :. 

آنااه ،NLاگر( ب   KNKL :: . 

آنااه ،NLاگر( ج   NKLK :: . 

( د      KNKLKNL :::   . 

( ه      NKLKNLK ::: . 

 ■. رجوع شود 5-1-1، گزاره [49]به . اثبات

NIاگر 12-1-2لم  )( وKJ )( حلقه ل همان ازدو ایده ا)(MR آنااه ،باشند 

        JNKNJIKJNI MMR :::: )()()()(    

 .است MR)(ل همان ازکه یک ایده ا

فرض کنید. اثبات   KJNImr MR )()()( :, .  در این صورت    NIKJmr )()(,.   

پس   NIJmrKrJ )()(  .رو  از اینIrJ    و ایان یعنای  JIr : .   باه عالاوه چاون 

NJmrK  ،پااسNrK  وNJm .در نتیجااه KNr : و  JNm M: . بنااابراین

   KNJIr ::  و  JNm M:. 


