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جابجایی موضعͬ حلقههای روی تمیز قوی طور به ماتریسͬ حلقههای

چ΄یده

صورت به را آن بتوان اگر شود، مͬ نامیده تمیز قوی طور به حلقه ی از عنصر ی

تمیز قوی طور به حلقه ی و شوند مͬ جابجا هم با که نوشت خودتوان و ی΄ه ی ͽجم

مͬ نشان نامه پایان این در باشد. تمیز قوی طور به آن عنصر هر اگر شود، مͬ نامیده

قوی طور به جابجایی موضعͬ حلقهی ی روی n × n ماتریسͬ حلقهی ͽموق چه دهیم

باشد، تمیز قوی طور به ماتریس ی اینکه برای معادلͬ شرایط همچنین شود. مͬ تمیز

زنجیرهای اگر شود، مͬ نامیده منظم قوی طور π-به a ∈ R، عنصر مͬدهیم. ارائه

π-منظم قوی طور به حلقه ی باشد. ایستا Ra ⊇ R۲a ⊇ · · · و aR ⊇ aR۲ ⊇ · · ·

باشد. π-منظم قوی طور به آن عنصر هر اگر شود مͬ نامیده

π-منظم قوی طور به حلقهی تمیز، قوی طور به حلقهی تمیز، حلقهی واژه�هایکلیدی:



پیش·فتار

گزاره n ≥ ۱ و R جابجایی و موضعͬ حلقهی برای که مͬدهیم نشان نامه پایان این در

معادلند: زیر های

است؛ تمیز قوی طور Mn(R)به .١

به Mn(R) در همراه هرماتریس اگر فقط و اگر است تمیز قوی طور به Mn(R) ، .٢

،n < ۶ برایهر و باشد n−SRC Rیحلقهی اگر فقط و اگر تمیزاست قوی طور

باشد. n− SRC حلقهی ی R اگر وفقط اگر است n− SR حلقهی ی R

و اگر است پوچ J(R) ،R جابجایی موضعͬ حلقهی برای مͬدهیم نشان همچنین

باشد. π-منظم قوی طور به R اگر فقط

توسطچندین و اند شده معرفͬ نی΄لسون توسط تمیز قوی طور به و تمیز های حلقه

است. شده گرفته قرار مطالعه مورد زو یانگ، و چن جمله از نویسنده

-π قوی طور به و تمیز قوی طور به های حلقه به آن در بیشتر که نامه پایان این

پیشنیازها فصل یا اول فصل است. شده تدوین فصل سه در پردازیم، مͬ منظم

ها حلقه به مربوط اولیه مفاهیم و تعاریف ترتیب به آن در که بوده بخش سه شامل

تمیز های حلقه به بخش دو در دوم فصل است. شده آورده مدولها و ها توسیع و

ح



خ پیش·فتار

نیز سوم فصل دارد. اختصاص π-منظم و منظم های حلقه و تمیز قوی طور به و

است R[t] در فاکتورگیری و مقدمات به مربوط اول بخش است. بخش ͷپن شامل

در پردازد. Mn(R)مͬ در تمیزی قوی طور به و SRC فاکتورگیری به بخشدوم و

نوع بخشچهارم، در و مͬکنیم بیان را SRC های حلقه از هایی مثال بخشسوم

مربوط مطالب پنجم بخش در بالاخره و مͬکنیم معرفͬ را فاکتورگیری از دی·ری

مͬکنیم. مطرح را π-منظم قوی طور به ماتریسͬ های حلقه به



١ فصل

پیشنیازها

ها حلقه ١.١

گوییم (راست) چپ پذیر معکوس را R ی΄دار حلقهی در a عنصر .١.١.١ تعریف

c عنصر .(ab = ۱R) ca = ۱R که باشد داشته وجود bای) ∈ R) ای c ∈ R اگر

چپ پذیر معکوس که a ∈ R عنصر شود. مͬ نامیده a (راست) چپ معکوس (b)

شود. مͬ نامیده ی΄ه یا پذیر معکوس باشد راست و

ی΄ͬ لزوما R ی΄دار حلقهی در aی ی΄ه راست و چپ معکوسهای .٢.١.١ تبصره

b = ۱Rb = (ca)b = c(ab) = که کند مͬ ایجاب ab = ۱R = ca (زیرا هستند

.( c۱R = c

علیه مقسوم ی را x ∈ R عنصر باشد حلقه ی R کنید فرض .٣.١.١ تعریف

مشابها .yx = ۰ که طوری به باشد موجود ۰ ̸= y ∈ R هرگاه نامیم راست صفر

١



٢ پیشنیازها

موجود ۰ ̸= y ∈ R هرگاه نامیم مͬ چپ صفر علیه مقسوم ی را x ∈ R عنصر

خوانیم مͬ صفر علیه مقسوم ی را x ∈ R عنصر .xy = ۰ که طوری به باشد

باشد. چپ و راست صفر علیه مقسوم هرگاه

راست صفر علیه مقسوم هر آنگاه باشد جابجایی Rیحلقهی اگر .۴.١.١ تبصره

بالعکس. و است نیز چپ صفر علیه مقسوم ی

مقسوم فاقد و ۱R ̸= ۰ خاصیت با R ی΄دار و جابجایی حلقهی .۵.١.١ تعریف

خاصیت با D ی΄دار حلقهی شود. مͬ نامیده صحیح ی دامنه ی صفر، علیههای

میدان هر دارد. نام بخشͬ یحلقهی باشد ی΄ه ناصفر عنصر هر آن در که ۱D ̸= ۰

است. پذیر تعویض بخشͬ حلقهی ی

اگر فقط و اگر است بخشͬ حلقهی ی R ی΄دار حلقهی که شود مͬ ثابت براحتͬ

دهند. تش΄یل گروه ضرب تحت R ناصفر عناصر

f : تابع باشند. ی΄دار و جابجایی حلقهی دو S و R کنید فرض .۶.١.١ تعریف

داشته a, b ∈ R هر ازای به اینکه بر مشروط حلقههاست. همریختͬ ی R → S

باشیم

f(ab)؛ = f(a)f(b) (الف)

+f(a؛ b) = f(a) + f(b) (ب)

.f(۱R) = ۱S (ج)



٣ پیشنیازها

که حلقههاست از همریختͬ ی حلقهها از ی΄ریختͬ) (بروریختͬ، تکریختͬ ی

باشد. پوشا) و ی به ی (پوشا، ی به ی نگاشتͬ

گروه نگاشت عنوان به آن هستهی ها حلقه از f : R −→ S همریختͬ هستهی

،f نقش نحو همین به .Kerf = {r ∈ R| f(r) = ۰} یعنͬ است، جمعͬ های

.{s ∈ S|s = f(r) ∀r ∈ R} از است عبارت شود، مͬ نموده Imf با که

ی R از I ناتهͬ ی زیرمجموعه باشد. حلقه ی R کنید فرض .٧.١.١ تعریف

،r ∈ R هر و a, b ∈ I هر ازای به هرگاه شود مͬ نامیده R (راست) چپ ایدهآل

.(a− b ∈ I و ar ∈ I) a− b ∈ I و ra ∈ I

I هرگاه مͬنامند R طرفه) (دو ایدهآل ی را R حلقهی از I ناتهͬ زیرمجموعهی

باشد. R راست و چپ ایدهآل ی

است. حلقه زیر ی I . I = {nk| k ∈ Z} و n ∈ Z کنید فرض .٨.١.١ مثال

از . r (nk) = n (rk) ∈ I و (nk) r = n (kr) ∈ I ،r ∈ Z هر ازای به همچنین

است. Z از ایدهآلͬ I رو این

گروه اینصورت در باشد. R از ایدهآلͬ I و حلقه ی R کنید فرض .٩.١.١ قضیه

مͬ داده زیر صورت به ضرب آن در که است حلقهای R/I جمعͬ قسمتͬ خارج

شود:

(a+ I)(b+ I) = ab+ I

است. درست نیز R/I برای امر همین باشد، ی΄دار یا پذیر تعویض R هرگاه

کنید. مراجعه [١١] از ١٩۴ صفحهی به برهان.



۴ پیشنیازها

موجود n ∈ N هرگاه نامیم توان پوچ را R حلقهی از x عنصر .١٠.١.١ تعریف

.xn = ۰ که طوری به باشد

باشد. R حلقهی از ایدهآلͬ I کنید فرض .١١.١.١ تعریف

باشد. توان پوچ عنصری آن عنصر هر هرگاه شود مͬ نامیده پوچ ایدهآل ی I (الف)

مثبتnای صحیح عدد ازای به هرگاه شود مͬ نامیده توان پوچ ایدهآل ی I (ب)

.In = {۰} ،

مͬ ایدهآل ی تش΄یل توان پوچ عناصر مجموعهی R حلقهی در تعریف١٢.١.١.

مͬدهیم. نمایش Nil (R) با و مͬنامیم R رادی΄ال پوچ را ایدهآل این دهند.

صفر غیر توان پوچ عضو هرگاه مͬنامیم کاهشͬ را R حلقهی .١٣.١.١ تعریف

باشد. نداشته

میدان هر همچنین است. یحلقهیکاهشͬ یصحیح، دامنه هر مثال١.١.١۴.

مͬباشد. کاهشͬ نیز

توان پوچ نیز و پوچ ایدهآل ی I = {۰,۴} ایدهآل ،Z۸ حلقهی در .١۵.١.١ مثال

است.

هرگاه گوییم شده تولید متناهͬ طور به را R حلقهی از I ایدهآل .١۶.١.١ تعریف

.I =< a۱, a۲, · · · , an > که طوری به باشد موجود a۱, a۲, · · · , an ∈ R عناصر

نامیم. مͬ اصلͬ ایدهآل ی را I آنگاه a ∈ R که I =< a > اگر همچنین

R ایدهآل هر اگر باشد. ی΄دار پذیر تعویض حلقهای R فرضکنید تعریف١٧.١.١.

شود. مͬ نامیده اصلͬ ایدهآل حلقهی R آنگاه باشد، اصلͬ ایدهآل ی



۵ پیشنیازها

(PID) اصلͬ ایدهآل ی حوزه باشد نیز اصلͬ ایدهآل حلقهی که را یصحیحͬ حوزه

نامند. مͬ

است بخشͬ حلقهی ی Q است. PID ی بخشͬ حلقهی هر .١٨.١.١ مثال

است. PIDپس

که a, b ∈ R هر برای هرگاه نامیم اول ایدهآل ی را R حلقهی از P سرهی ایدهآل

حلقهی از M ی سره ایدهآل همچنین .b ∈ P یا a ∈ P باشیم داشته ab ∈ P

M ⊆ N ◃ R ایدهآل هر برای هرگاه شود مͬ نامیده ماکسیمال ایدهآل ی را R

.N = R یا N = M باشیم داشته

ی Z حلقهی در M =< p > ایدهآل ،p اول عدد هر ازای به .١٩.١.١ مثال

است. ماکسیمال ایدهآل

ماکسیمال (چپ) های ایدهآل Rهمواره ی΄دار و ناصفر حلقهی در .٢٠.١.١ قضیه

ایدهآل ی مشمول (R خود (جز R در (چپ) ایدهآل هر ،ͽواق در دارند. وجود

است. ماکسیمال (چپ)

کنید. مراجعه ١٩٨ صفحهی [١١] به برهان.

ایدهآل که است ی΄داری پذیر تعویض حلقهی موضعͬ حلقهی ی تعریف٢١.١.١.

دارد. بفرد منحصر ماکسیمال

تعدادی دارای تنها اگر نامیم مͬ موضعͬ نیمه را R حلقهی .٢٢.١.١ تعریف

باشد. ماکسیمال ایدهآل متناهͬ



۶ پیشنیازها

ماکسیمال ایدهآل مشمول ی΄دار حلقهی ی در ایدهآل هر چون .٢٣.١.١ تبصره

(البته R ایدهآل هر باید R موضعͬ حلقهی بفرد منحصر ماکسیمال ایدهآل است.

باشد. شامل را (R خود از غیر

با موضعͬ حلقهی ی Zpn آنگاه ،n ≥ ۱ و بوده اول p هرگاه .٢۴.١.١ مثال

است. (p) فرد به منحصر ماکسیمال ایدهآل

از تکریختͬ ی هرگاه گویند S حلقهی در نشاینده را R حلقهی .٢۵.١.١ تعریف

باشد. موجود S داخل به R

هرگاه است S حلقهی در نشاندن قابل R حلقهی که شود مͬ نتیجه فوق تعریف از

.R ∼= T که طوری به باشد موجود S از ای T حلقهی زیر

که طوری به نشاند S ی΄دار حلقهی در مͬتوان را R حلقهی هر .٢۶.١.١ قضیه

است. پذیر تعویض نیز S آنگاه باشد، پذیر تعویض R اگر باشد. S ایدهآل ی R

کنید. مراجعه ٣٩٨ صفحهی [١٨] به برهان.

باشد. صفر علیه مقسوم فاقد و تعویضپذیر Rحلقهای فرضکنید .٢٧.١.١ قضیه

نشاند. صحیح ی حوزه ی در را R مͬتوان اینصورت در

کنید. مراجعه ٣٩٩ [١٨]صفحهی به برهان.

f (t) = a۰+a۱t+ . . .+ant
n اگر باشد. Rیحلقه فرضکنید تعریف٢٨.١.١.

و نامیده f (t) درجهی را n آنگاه باشد، R [t] در ای چندجمله ی ، an ̸= ۰ که

نامند. مͬ f (t) پیشرو ضریب را an همچنین دهند، مͬ نمایش deg f (t) با را آن

شود. مͬ نامیده تکین چندجملهای ی f (t) آنگاه ، an = ۱ و باشد ی΄دار R اگر



٧ پیشنیازها

باشیم داشته و باشد ی΄دار تعویضپذیر Rیحلقهی فرضکنید تعریف٢٩.١.١.

کنید تعریف ،r ∈ R هر ازای به . f (t) = a۰ + a۱t+ . . .+ ant
n ∈ R [t]

f (r) = a۰ + a۱r + . . .+ anr
n

نامند. مͬ f (t) صفر یا ریشه ی را r ، f (r) = ۰ وقتͬ

چپ های ایدهآل برای (DCC) نزولͬ زنجیر شرط در R حلقهی .٣٠.١.١ تعریف

،I۱ (راست) چپ های ایدهآل از دنباله هر ازای به هرگاه کند مͬ صدق (راست)

دنباله) به (وابسته n مثبت صحیح عدد ، I۱ ⊇ I۲ ⊇ · · · صورت به R از · · · ،I۲

که طوری به باشد موجود

In = In+۱ = · · ·

صدق (راست) چپ های ایدهآل DCCبرای شرط در که حلقهای تعریف٣١.١.١.

نامند. مͬ (راست) چپ آرتینͬ حلقهی ی کند مͬ

شود. مͬ نامیده آرتینͬ حلقهی ی باشد راست آرتینͬ و چپ آرتینͬ که حلقهای

های ایدهآل برای (ACC) صعودی زنجیر شرط در R حلقهی .٣٢.١.١ تعریف

(راست) چپ های ایدهآل از دنباله هر ازای به هرگاه کند مͬ صدق (راست) چپ

به وابسته ) n مثبت صحیح عدد ،I۱ ⊆ I۲ ⊆ · · · صورت به R از ... ،I۲ ،I۱

که طوری به باشد موجود دنباله)

In = In+۱ = · · ·



٨ پیشنیازها

صدق (راست) چپ های ایدهآل برای ACC شرط در که حلقهای تعریف٣٣.١.١.

نامند. مͬ (راست) چپ نوتری حلقهی ی کند مͬ

شود. مͬ نوتری حلقهی ی باشد (راست) چپ نوتری که حلقهای

عدد کوچ΄ترین اینصورت در باشد، حلقه ی R کنید فرض .٣۴.١.١ تعریف

مͬ R حلقهی مشخصهی ، nx = ۰ باشیم داشته x ∈ R هر برای که را n طبیعͬ

نامیم. مͬ صفر مشخصهی از را R نباشد، موجود nای چنین که صورتͬ در نامیم.

مͬدهیم. نشان Char(R) با را R حلقهی مشخصهی

هستند. صفر مشخصهی از R و Q ،Z های حلقه .٣۵.١.١ مثال

حلقهی مشخصهی آنگاه باشد، غیرتهͬ ای مجموعه x هرگاه .٣۶.١.١ مثال

داریم: A ⊆ X هر برای زیرا است. ٢ برابر (P (X),△,∩)

A△A = (A− A) ∪ (A− A) = ∅ ⇐⇒ ۲A = A△A = ∅

x۲ = باشیم داشته هرگاه نامیم خودتوان را Rحلقهی از x عنصر تعریف٣٧.١.١.

.x

.۱ و ۰ از عبارتند (Z۸,⊕,⊙) حلقهی خودتوان عناصر .٣٨.١.١ مثال

مجموعه C و B از زیرحلقه ی A حلقه، ی B کنید فرض .٣٩.١.١ تعریف

A صحیح بستار را C اینصورت در هستند، صحیح Aروی که باشد B از عناصری

شود مͬ نامیده B در بسته صحیح طور به A آنگاه C = A اگر نامند. مͬ B در

شود. مͬ نامیده A روی صحیح حلقهی ی B حلقه آنگاه C = B اگر و



٩ پیشنیازها

را r ∈ R عنصر باشد. R حلقهی از ایدهآل ی I کنید فرض .۴٠.١.١ تعریف

i = ۱,۲, · · · , n برای ai ∈ I i عناصر و n صحیح عدد هرگاه گویند صحیح I روی

که طوری به باشند موجود

rn + a۱r
n−۱ + a۲r

n−۲ + . . .+ an−۱r + an = ۰

مͬ نامیده I صحیح بستار باشد صحیح I روی که را عناصری تمام مجموعهی

شود.

را p(x) ∈ F [x] چندجملهای باشد، میدان ی F کنید فرض .۴١.١.١ تعریف

آن در که نوشت p(x) = f(x)g(x) صورت به آنرا نتوان هرگاه گوییم ناپذیر تحویل

باشند. F [x] از غیرثابت های ای چندجمله g(x) و f(x)

را آنها قطری ͽجم R حلقهی روی B و Aماتریس دو هر برای .۴٢.١.١ تعریف

شود مͬ تعریف زیر ش΄ل به و مͬدهیم نمایش A⊕B با

A⊕B =

 A ۰

۰ B



ادی-p صحیح عدد ی ب·یرید، نظر در ثابت اول عدد ی را p .۴٣.١.١ تعریف

شود. بیان مختلفͬ های روش به مͬتواند

سریهای طریق از آن نمایش طرز ی

x = a۰ + a۱p+ a۲p
۲ + . . . , ai ∈ Z (۱)



١٠ پیشنیازها

بنابراین .xn = a۰ +a۱p+ . . .+anp
n از عبارتست جزئͬ مجموعهای باشند. مͬ

.xn − xn−۱ = anp
n

x = {x۰, x۱, · · · اعدادصحیح{ از عنوانیدنباله به یعددصحیحp-ادیمͬتواند

کند صدق زیر شرط در که شود تعریف

xn ≡ xn−۱ (modP n) , n = ۱,۲, · · · (۲)

با بیابیم را (۱) سری ضرایب مͬتوانیم کند صدق (۲) در دنباله ی کنید فرض

a۰ = x۰ , a۱ =
x۱ − x۰

p
, a۲ =

x۲ − x۱

p۲
, · · ·

اگر فقط و اگر کنند مͬ تعریف ی΄سان ادی-p صحیح عدد ی ،y و x های دنباله

xn ≡ yn(modpn+۱) , n = ۰,۱, · · ·

کالبد به آن با نهشت هم نامنفͬ صحیح عدد کوچ΄ترین با xn هر کردن جای·زین

نمایش اینرا ] {۰,۱, · · · , pn−۱} به (۱) در ai کردن محدود با است معادل pn+۱

نامیم]. مͬ استاندارد

چندجمله ضرب و ͽجم p-ادیهمان صحیح اعداد ضرب و ͽجم (۱) از استفاده با

مͬگیریم نظر در (۲) نمایش با شود. مͬ تعریف ها ای

x+ y = {xn + yn} , xy = {xnyn}



١١ پیشنیازها

که است حلقه ی ادی-p صحیح اعداد مجموعهی شده، تعریف ضرب و ͽجم با

طریق از θp از زیرحلقه تش΄یل Z گویای صحیح اعداد مͬدهیم. نشان θp با را آن

مͬدهد. x = {x, x, x, · · · }

توسیعها ٢.١

را F میدان باشد. آن از میدانͬ زیر K و میدان ی F کنید فرض .١.٢.١ تعریف

میدان توسیع ی F/K مͬدهیم. نشان F/K با را آن که نامند، K توسیع ی

شود. مͬ نامیده توسیع میدان یا

روی را a ∈ F عنصر باشد. میدان توسیع ی F/K کنید فرض .٢.٢.١ تعریف

موجود نیستند) صفر همه که ) k۰, k۱, · · · , kn ∈ K عناصر هرگاه گویند Kجبری

.k۰ + k۱a+ . . .+ kna
n = ۰ که طوری به باشند

Kجبری روی aاینصورت در .a ∈ F و باشد میدان توسیع ی F/K فرضکنید

باشد. K در ضرایب با ناصفر چندجملهای ی ی ریشه a اگر فقط و اگر است

ریشهی
√

۲ واض طور به زیرا است. جبری Q روی R در
√

۲ عنصر .٣.٢.١ مثال

است. x۲ − ۲ ∈ Qای چندجمله

K جبری بستار را K ⊆ F میدان باشد. دلخواه میدانͬ K کنید فرض .۴.٢.١ تعریف

هرگاه نامند

؛ باشد جبری F/K .١


