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ඟࢁพ়وୌقدৎ
خویش بی�کران الطاف با همیشه و داشت، ارزانی آموختن نعمت من به که عزوجل را خدای منت

داد. قرار عنایت مورد مرا

بی�اندازه کرد تحمل مرا تحصیل سال دو مشقت و رنج که مهربانم همسر از و مادرم و پدر از آغاز در

می�نمایم. گزاری سپاس

این طول در ارزشمندشان راهنمایی�های دلیل به نجفی بهزاد دکتر آقای جناب ارجمندم استاد از

جناب گرانقدر اساتید از همچنین می�نمایم. قدردانی و تشکر نامه پایان این نگارش در ویژه به دوره

داوری قبول خاطر به علیزاده رحیم دکتر و پیغان اسماعیل دکتر مشاور، استاد طیبی کبر ا دکتر آقایان

دارم. را تشکر کمال مجموعه این

می�نمایم. گزاری سپاس کرده�اند همراهی و یاری مرا که وعزیزانی دوستان کلیه از پایان در



چൊیده
ایزوتروپیک لندزبرگی و P−کاهشی شامل فینسلری متر�های از دسته�هایی مطالعه به نامه پایان این در

این فشرده، فینسلری منیفلد روی می�دهیم نشان و می�پردازیم، خاص حالت عنوان به عمومی نسبتاً

دارای که را مترها این از دسته�ای سپس هستند. راندرزی مترهای همان فینسلری مترهای از دسته

به مذکور دسته آنها تحت که می�کنیم بیان را شرایطی و کرده بررسی بوده اسکالر پرچمی انحنای

شوند. تبدیل راندرزی مترهای

P−کاهشی لندزبرگی،�� متر�های پرچمی، انحنای راندرزی، متر�های کليدی: کلمات
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پ

ଓقدग़

توسط ١٩١٨ سال در بار نخستین که است ریاضیات مهم شاخه�های از یکی فینسلری هندسه�ی

تیلور ٣و سینژ ،٢ بروالد ١٩٢٠ سال اواسط در فینسلر از بعد� شد. معرفی ١ آلمانی فینسلر پائل

اخیر سال�های در دادند. گسترش ریمانی فضای طبیعی تعمیم عنوان به را فینسلری فضای ۴نظریه�ی

در پیشرفت�ها این از بخشی می�باشیم. فینسلری فضای مطالعات در چشمگیری پیشرفت�های شاهد

لندزبرگ انحنای و ایزوتروپیک انحنای اسکالر، انحنای ثابت، انحنای با فینسلری فضای زمینه�ی

است.

برای دارند. دوری نیز ریمانی فضاهای از اقلیدسی فضاهای از دوری بر علاوه فینسلری متر�های

غیر انحناهای به موسوم کمیت�هایی ریمانی فضاهای از فینسلری فضاهای دوری میزان سنجش

شده�اند. تعریف گردند، می صفر ریمانی فضاهای برای که کمیت�هایی یعنی ریمانی،

است. شده زیرنوشته مقاله براساس حاضر نامه پایان

Tayebi, A. Peyghan, E., Finsler metric with special Landsberg curvature, IJST,

Trans. A. (2009), 241-248.

می�باشد: زیر شرح به نامه پایان چارچوب

غير کميت�های بعضی از تعاريفی دوم فصل در می�پردازیم. مقدماتی مفاهیم بیان به اول فصل در

داده توضیح آن خواص برخی و راندرزی متر سوم فصل در است. شده آورده ریمانی و ريمانی

است. یافته اختصاص خاص لندزبرگی انحنای بررسی به چهارم فصل می�شود.

١Paul Finsler
٢Berwald
٣Synge
۴Taylor



١ فصل

تعاریفمقدماتی

می�گیرد. قرار استفاده مورد نامه پایان در زیر قراردادهای

جمع باشد برابر پایین و بالا اندیس فرمولی در گر ا که معنا این به اینشتین بندی جمع قرارداد (١

.yiFyi = Σn
i=١y

iFyi مثال طور به است. اندیس آن تغییرات دامنه در اندیس آن روی بستن

نمایش ترتیب به ”.” و ”|” همچنین است. شده استفاده بروالد١ التصاق از نامه پایان این در (٢

می�باشد. التصاق این به نسبت عمودی و افقی کواریان های مشتق

فینسلری متر�های ١.١

کلی�تر فضایی که است مماس فضای یک روی مینکوفسکی نرم�های از خانواده�ای فینسلری هندسه

می�دهد. تشکیل داخلی(هیلبرت) ضرب فضای از

F : V → تابع یک متناهی بعد با V برداری فضای روی مینکوفسکی نرم یک .١.١ تعریف

می�باشد: زیر ویژگی�های با [◦,+∞)

.∀y ∈ V, F (y) = ◦ ⇐⇒ y = ◦ (١

.F (λy) = λF (y) ∀y ∈ V, ∀λ > ◦ �باشد. y به نسبت یک درجه از همگن F (٢

١Berwald connection

١



متقارن و خطی دو فرم y ∈ V◦ بردار هر برای و است C∞ ،V◦ = V − {◦} روی F (٣

�باشد. معین مثبت gy : V × V → R

gy(u, v) :=
١
٢
∂٢

∂s∂t
[F ٢(y + su+ tv)]s=t=◦.

مینکوفسکی فضای يک را (V, F ) می�شود. ناميده y جهت در اساسی فرم gy داخلی ضرب این

می�گوییم.

می�شود: تعریف زیر صورت به Rn روی |.| استاندارد اقلیدسی نرم

|y| :=

√√√√ n∑
i=١

(yi)٢, y = (yi) ∈ Rn.

با ثابت بردار یک a ∈ Rn آن در که F (y) := |y|+⟨a, y⟩ می�کنیم تعریف Rn روی مثال٢.١.

مينکوفسکی نرم يک F صورت دراين است. Rn روی استاندارد نرم |.| و است واحد از کمتر طول

باشد. می Rn روی

صورت: این در دهیم، قرار y = −a است کافی |a| < ١ شرط بررسی برای بالا مثال تذکر:در

بنابراین F (y) > ◦ داریم: تعریف طبق طرفی از .F (−a) = | − a| + ⟨a,−a⟩ = a− |a|٢

.|a| < ١ پس a > |a|٢

وجود برداری فضای یک روی نیز غیراقلیدسی نرم�های اقلیدسی، نرم بر علاوه که است طبیعی

یک β = biy
i ∈ V ∗ و V برداری فضای روی اقلیدسی نرم یک α =

√
aijyiyj گیریم دارند.

می�دهیم: قرار باشد. V روی خطی تابعک

F := α(y) + β(y). (١.١)

است. شده اشاره آن به نیز سوم فصل در که می�شود نامیده راندرزی نرم نرم، این

V برداری فضای یک روی β = biy
i فرم یک و α =

√
aijyiyj اقلیدسی نرم از استفاده با

٢



به را ,α)-نرم�ها β) مثال عنوان به کرد. تعریف و ساخت را بسیاری مینکوفسکی نرم�های می�توان

می�کنیم: تعریف زیر شکل

F = αϕ(
β

α
).

r ≥ β

α
و است I = [−r, r] متقارن بازه روی مثبت C∞ تابع یک ϕ = ϕ(s) تابع آن در که

b(شرط := ∥β∥α < r �کنیم فرض می�باشد. مثبت و یک درجه از همگن F = αϕ(
β

α
) تابع .

با: است برابر gij ماتریس و بودن) معین مثبت

gij = ρaij + ρ◦bibj + ρ١(biαj + bjαi) − sρ١αiαj,

ρ = ϕ٢ − sϕϕ′, ρ◦ = ϕϕ′′ + ϕ′ϕ′, ρ١ = −s(ϕϕ′′ + ϕ′ϕ′) + ϕ′ϕ′ و αi = αyi
آن در که

.|s| ≤ b < r و s :=
β

α
آن در که

می�آوریم: بدست det(gij) برای را زیر فرمول

det(gij) = ϕn+١(ϕ− sϕ′)n−٢[(ϕ− sϕ′) + (b٢ − s٢)ϕ′′] det(aij).

است. راندرزی نرم همان F = α+ β آنگاه ،φ(s) = ١ + s گر ا خاص درحالت تذکر:

می�کنيم. تعريف را فينسلر متر حال

زیر ویژگی�های با F : TM → [◦,∞) تابع Mیک منیفلد روی فینسلر متر یک تعریف٣.١.

می�باشد:

است. C∞ ،TM◦ = TM − {◦} روی F (١

روی مینکوفسکی نرم یک Fx := F |TxM يعنی، TxM به F تحدید ،x ∈ M نقطه هر در (٢

است: زیر صورت به F فینسلری متر اساسی تانسور است. TxM

gij(x, y) :=
١
٢
∂٢F ٢(x, y)

∂yi∂yj
(٢.١)

٣



Fx := F (x, ◦) مینکوفسکی نرم�های از خانواده�ای M منیفلد روی F فینسلر متر بنابراین

می�کند. Mتغییر روی هموار صورت به که است، TxM روی

باشند. x حسب بر فقط توابعی ها gij هرگاه گویند ریمانی را F فینسلری متر تعریف١.۴.

می�شود: تعریف زیر صورت به که است؛ اقلیدسی متر فینسلری، متر ترین ساده .۵.١ مثال

α◦(x, y) := |y| , y = (yi) ∈ TxRn ∼= Rn

F := صورت به که می�باشند راندرزی متر�های ریمانی غیر فینسلر متر�های ترین ساده .۶.١ مثال

یک١-فرم β = bi(x)y
i و ریمانی متر یک α =

√
aij(x)yiyj آن در که می�شوند بیان α+β

.∥β∥α < ١ که می�باشد

حسبمختصاتموضعی بر که طوری Mبه روی (x) مختصاتموضعی دستگاه گر ا تعریف٧.١.

را حاصل فضای صورت این در باشد، y برحسب فقط تابعی F (x, y) ،TM روی (x, y) مستقل

دیگر: عبارت به می�نامیم. مینکوفسکی موضعاً فضای

F =
√
gijyiyj = |y|.

اویلر قضیه ١.١.١

از همگن مثبت H : V −→ R و برداری فضای یک V کنیم فرض (٢ اویلر (قضیه .١.١ قضیه

دیگر: عبارت به rباشد؛ درجه

H(λy) = λrH(y) ∀λ > ◦, (٣.١)

٢Euler’s theorem

۴



و می�باشد y ∈ V مختصات (y١, ..., yn) آن در که yiHyi(y) = rH(y) آنگاه

Hyi :=
∂H

∂yi
.

از گرفتن مشتق با می�گیریم. ثابت را y می�کند صدق (٣.١) رابطه در H اینکه فرض با اثبات.

می�آوریم: بدست λ به نسبت (٣.١) رابطه

yiHyi(λy) = rλr−١H(y).

کنیم فرض بلعکس؛ می�آید.حال بدست نظر مورد نتیجه λ = ١ دادن قرار با

H(λy) = λrH(y) ∀λ > ◦,

داریم: زنجیری قاعده کمک به λ > ◦ و y گرفتن نظر در ثابت با

d

dλ
H(λy) =

dH(λy)

d(λy)
.
d(λy

dλ
= Hλy(λy)y =

١
λ
λyHλy(λy) =

١
λ
rH(λy).

می�رسیم: زیر دیفرانسیل معادله به لذا

d

dλ
H(λy) − r

λ
H(λy) = ◦.

نوشت: زیر صورت به را اخیر معادله می�توان

(
d

dλ
)(
H(λy)

λr
) = ◦.

۵



داشت: خواهیم معادله این حل با

H(λy) = cλr,

بنابراین می�آید. دست به c = H(y) مقدار λ = ١ فرض با است. ثابت مقداری c آن در که

می�دهد. نتیجه را H بودن همگن که H(λy) = λrH(y)

آنگاه باشد. فینسلری منیفلد یک (M,F ) کنیم فرض .٨.١ نتیجه

yiFyi = F, (۴.١)

yiFyiyj = ◦, (۵.١)

yiFyiyjyk = −Fyjyk . (۶.١)

اول رابطه از گیری مشتق با می�دهد. نتیجه را اول رابطه یک درجه از F بودن همگن اثبات.

داریم: yj به نسبت

δi
jFyi + yiFyiyj = Fyj .

به نیز yk به نسبت دوم رابطه از گیری مشتق با نیز سوم رابطه می�آید. دست به نیز دوم رابطه لذا

می�آید. دست به صورت همین

می�شود، القا TxM روی داخلی ضرب ازیک F ،y ∈ TxM◦ ناصفر بردار برای .٩.١ تعریف

می�شود: تعریف زیر صورت به که

gy(u, v) := gij(x, y)u
ivj, (٧.١)

و است متقارن خطی دو فرم ،TpM روی اساسی فرم gy که

u = (u١, ..., un) ∈ TpM و v = (v١, ..., vn) ∈ TpM .

۶



داشت: خواهیم yj و yi در انقباض(٢.١) با

gijy
iyj =

١
٢
∂٢F ٢

∂yi∂j
yiyj

اویلر قضیه بنابر و بود خواهد یک درجه از همگن ∂F
٢

∂yj
است، دو درجه از همگن F ٢ چون حال

که: می�شود نتیجه

∂

∂yi
(
∂F ٢

∂yj
)yi =

∂F ٢

∂yj
,

بنابراین: .∂F
٢

∂yj
yj = ٢F ٢ و

F ٢ = gijy
iyj. (٨.١)

آنگاه: u = v = y دهیم قرار (٧.١) رابطه در گر ا

gy(y, y) = gijy
iyj = F ٢.

گیریم:

li =
yi

F
, (٩.١)

نتیجه (٨.١) رابطه از صورت این در می�باشند. TM◦ روی برداری های میدان li = li(x, y) که

گیریم: حال .gijl
ilj = ١ که می�شود

li = Fyi =
∂F

∂yi
, (١٠.١)

٧



می�رسیم: زیر رابطه به (٩.١) از لذا .liyi =
∂F

∂yi
yi = F داریم: اویلر قضیه بنابر آنگاه

lil
i = ١. (١١.١)

داشت: خواهیم (٢.١) از آنگاه ،yi = gijy
j گیریم

gij =
١
٢
∂٢F ٢

∂yi∂j
=

١
٢
∂

∂yi
(
∂F ٢

∂yj
) =

∂

∂yi
(F

∂F

∂yj
) =

∂F

∂yi

∂F

∂yj
+ F

∂F ٢

∂yi∂yj
,

(١٢.١)

.gijy
j = F

∂F

∂yi
داریم: F همگنی خاصیت از استفاده و yj با gij انقباض با حال

لذا ،yi = gijy
j طرفی از

yi = FFyi = F
∂F

∂yi
. (١٣.١)

این: بر علاوه li؛ =
yi

F
که: می�شود نتیجه (١٠.١) از

yiy
i = F ٢. (١۴.١)

نرم |.| آن در که می�گيريم نظر در را F (x, y) := |y| + ⟨x, y⟩ تابع Rn روی .١٠.١ مثال

روی فينسلر متر يک F صورت اين در است. Rn روی اقلیدسی داخلی ضرب ⟨, ⟩ و استاندارد

می�باشد. Rn

می�کنیم تعریف است. Rn روی استاندارد نرم به نسبت واحد گوی Bn کنيم فرض .١١.١ مثال

F :=

√
|y|٢ − (|x|٢|y|٢ − ⟨x, y⟩٢) + ⟨x, y⟩

١− |x|٢
y ∈ TxBn ∼= Rn,

٨



Bn روی فینسلر متر یک F = F (x, y) می�باشد. Bn روی اقلیدسی داخلی ضرب ⟨.⟩ آن در که

می�نامیم. Bn روی فانک متر را F است.

که: کرد ثابت فانک متر برای ١٩٨٣ سال در کادا ا تذکر:

Fxi = FFyi . (١۵.١)

دیگر: طرف از

Fxkyiyk = Fxi . (١۶.١)

کرد: نظیر زیر ویژگی�های با dF فاصله تابع یک F فینسلر متر هر به می�توان

dF : M ×M −→ R,

، ∀p, q, r ∈M dF (p, q) = ◦ ⇐⇒ p = q (١

.dF (p, q) ≤ dF (p, r) + dF (r, q) (٢

فاصله نتیجه در و ها منحنی طول می�توانیم آنگاه باشد، مترفینسلر یک F : TM −→ R گر ا

کنیم: تعریف زیر صورت به را نقاط

£(c) :=

∫ b

a

F (c(t), ċ(t))dt,

dF (p, q) := inf{£(c)|c : [a, b] −→M}.

را است شده پارامتری a ≤ t ≤ b و c = c(t) نگاشت با که C ⊆ M هموار منحنی طول حال

٩



می�کنيم: تعريف زير صورت به (M,F ) فینسلری منیفلد یک در

£F (C) :=

∫ b

a

F (c(t), ċ(t))dt.

باشیم داشته λ ∈ R هر برای گاه هر می�نامیم پذیر برگشت را F فینسلر متر .١٢.١ تعریف

.F (−y) = F (y) ،y ∈ V هر برای اینکه با است معادل که F (λy) = |λ|F (y)

پذیرند. برگشت همه ریمانی متر�های .١٣.١ مثال

می�دهیم: قرار است. واحد از کمتر طول با ثابت بردار یک a ∈ Rn کنیم فرض .١۴.١ مثال

Fa(x, y) : =

√
|y|٢ − (|x|٢|y|٢ − ⟨x, y⟩٢)

١− |x|٢
+

⟨x, y⟩
١− |x|٢

+
⟨a, y⟩

١ + ⟨a, x⟩
.

متر این بود. خواهد فانک متر همان Fa آنگاه a = ◦ گر ا می�نامیم. یافته تعمیم فانک متر را Fa

نيست. پذير برگشت

می�دهیم: قرار باشد. مینکوفسکی فضای یک (V, F ) کنیم فرض تعریف١.١۵.

SF := {y ∈ V |F (y) = ١}.

SF می�باشد. Sn−١ ⊂ Rn استاندارد کره با دیفئومورف که است مبدأ حول ابررویه یک SF

می�شود. نامیده F ٣ شاخص

بررسی را F شاخص F =
√

(y١)٢ + (y٢)٢ − ١
٢y

١ مینکوفسکی نرم برای .١۶.١ مثال

٣Indicatrix

١٠



که: می�کنیم مشاهده محاسبه با می�کنیم.

SF =

(y١, y٢) ∈ R٢|
(y١ − ٢

٢(٣

١۶
٩

+
(y٢)٢

۴
٣

= ١

 .

�دهيم: قرار x ∈M ازای به و باشد فینسلری منیفلد (M,F ) گر ا حال

(SF )x := {y ∈ TxM |F (y) = ١}.

F شاخص را آن که است Sn−١ ⊂ Rn استاندارد کره با دیفئومورف ابررویه یک (SF )x اینجا در

می�نامیم. F شاخص را SF := ∪x∈M(SF )x و می�نامیم x ∈M در

تعریف u, v ∈ TpM دلخواه بردارهای و y ∈ TpM ناصفر بردار ازای به .١٧.١ تعریف

می�کنیم:

hy(u, v) := gy(u, v) − F−٢(y)gy(y, u)gy(y, v), (١٧.١)

می�نامیم. F زاویه�ای متر را h = {hy} و

است: زیر صورت به زاویه�ای متر موضعی، مختصات در

hij = gij − lilj. (١٨.١)

است: برقرار زاویه�ای متر برای زیر شرایط .٢.١ لم

١١



hij = FFij, (١٩.١)

hi
i = n− ١, (٢٠.١)

hk
i = δk

i − lil
k. (٢١.١)

(١٠.١) روابط قراردادن با است. بدیهی روابط بقیه اثبات می�کنیم، ثابت را اول رابطه فقط اثبات.

می�آوریم: بدست (١٨.١) در (١٢.١) و

hij = FFyiyj + FyiFyj − FyiFyj

= FFyiyj .

میدان یک M روی اسپری یک باشد. n−بعدی منیفلد یک M کنیم فرض .١٨.١ تعریف

نمایش زیر صورت به (xi, yi) موضعی مختصات دستگاه در که است TM◦ روی C∞ برداری

می�شود: داده

G = yi ∂

∂xi
− ٢Gi ∂

∂yi
, (٢٢.١)

می�شوند. ناميده G اسپری ضرایب و می�باشند دو درجه از مثبت همگن Gi توابع آن در که

ضرايب که می�کند القا اسپری یک ،M منیفلد روی F = F (x, y) فینسلر متر هر .١٩.١ مثال

از: عبارتند آن

Gi =
١
۴g

il
{
[F ٢]xmylym − [F ٢]xl

}
. (٢٣.١)

U ⊂ Rn باز مجموعه زیر یک روی فینسلر متر یک F = F (x, y) کنیم فرض تعریف٢٠.١.

١٢


