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 چکيده 

 R3نرم روی  m > nبا  N א m, nبرای هر جفت اعداد 
 ,a)را، به ازای هر   

b, c) א R3  با نرم  زير در نظر می گيريم  



  {[1,1- ]א axm + bxn + c| : x|}m,n = supצ(a, b, c)צ

بعضی خواص هندسی برای اين نرم ها پيشنهاد می کنيم و يک فرمول صريح 
برای نرم  فراهم می کنيم و نيز يک شرح کامل از نقاط رأسی،نمايان و مدور 

گوی های واحد متناظر، همچنين يک پارامتری سازی و نقشه ای از کره 
  .آورده شده است  [1]هايشان ارائه می دهيم، که شرح جزئی آن در 

؛ مدور نقاط؛ هموار نقاط؛ نمايان رأسی؛ نقاط تحدب؛ نقاط: کليدی های واژه
  ها ای جمله ای؛ سه چندجمله های نرم

  

  

  

  

  

  

  

  

  

abstract 

For each pair of numbers m, n א N with m > n, we consider 
the norm on R3 given by 

 {[١ ,١−] א axm + bxn + c| : x|}m,n = supצ(a, b, c)צ

, for every (a, b, c) א R3. We investigate some geometrical 
properties of these norms. We provide an explicit formula for 
 m,n, a full description of the extreme, exposed, smooth andצ.צ
rotund points of the corresponding unit balls, also a 
parametrization and a plot of their unit spheres. this was 
partially studied in [1]. 
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(س) الزهرا دانشاه به متعلق تحقیق این دستاوردهای کلیه
است.



ساحت به م�کنم تقدیم هست آن�چه لین نیست پیشش خور در تلاشم حاصل چه گر

امان عالم قطب مقدس

(عج) الزمان صاحب حضرت



قدردان

و بودنشان ارزشمند، دوره این در که باشم آنهایی تمام سپاسزار م�دانم خود وظیفه

صبر با گذشته روزهای تمام همانند که مهربانم مادر و پدر بود؛ من راهشای امیدشان

بودند. کنارم در حوصله و

انجام در مرا که بهمردی دکتر آقای بخصوص ،ریاض دانشده گرانقدر و عزیز اساتید

دارم. را سربلندی و موفقیت ،سلامت آرزوی ایشان برای نمودند. یاری نامه پایان این

این داوری برای که محترم داوران و مشاور استاد از م�نمایم قدردان و تشر هم�چنین

دادند. قرار بنده اختیار در را خود گرانبهای وقت و نمودند زحمت قبول نامه پایان



چیده

با (a, b, c) ∈ R٣ هر ازای به را، R٣ روی نرم m > n با m,n ∈ N اعداد جفت هر برای

بعض گیریم. م نظر در ∥(a, b, c)∥m,n = sup{|axm + bxn + c| : x ∈ [−١,١]}
فراهم ∥.∥m,n برای صریح فرمول ی و کنیم م پیشنهاد ها نرم این برای هندس خواص

متناظر، واحد های گوی مدور و هموار نقاط ،رأس نقاط از کامل شرح ی نیز و کنیم م

جزئ شرح که دهیم، م ارائه هایشان کره از ای نقشه و سازی پارامتری ی همچنین

است. شده آورده [١] در آن

های نرم مدور؛ نقاط هموار؛ نقاط نمایان؛ نقاط رأس؛ نقاط تحدب؛ کلیدی: های واژه

ها ای جمله سه ای؛ چندجمله

ت
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ج مطالب فهرست
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١۴ اصل منابع



مقدمه

فضاهای در (ته غیر و محدب فشرده های (مجموعه محدب اجسام رأس نقاط مطالعه

اجازه ما به کرین-میلمن قضیه اصولا دارد. تابع آنالیز در ای کننده تعیین نقش باناخ

کنیم. توصیف اش رأس نقاط از استفاده با را محدب جسم هر که دهد م

شماری آوردن بدست در تواند م ها ای جمله سه فضای واحد گوی رأس نقاط توصیف

باشد. مفید شوند) م مقایسه هم با ایها جمله سه نرمهای که (جایی ها نابرابری از

و است رأس نقاط و ای جمله سه های نابرابری اتصال کلیدی نتیجه که أخیری مسأله

سه نرم (مثل محدب تابع ی که؛ است این شود نامیده کرین-میلمن تقریب تواند م

ها ای جمله سه فضای واحد گوی (مثل محدب جسم ی روی شده تعریف ای) جمله

بنابراین کند. م اختیار محدب جسم رأس نقاط بین از را ماکزیممش (متناه بعد با

رأس نقاط به ما توجه کردن محدود با را ماکزیمم مسأله پیچیدگ کرین-میلمن تقریب

نوع از های نابرابری نظریه، این از استفاده با دهد. م کاهش هدف، تابع دامنه در

و مارکو نوع از های نابرابری و دو[١٧] فصل در را دارد کاربرد بوهر قضیه در که شرط

م بدست سه[١۴] فصل در را دارد کاربرد تقریب قضیه عکس اثبات در که برنشتاین

و ریویلین٢ و هیم١ کن است. شده استفاده آثار در مررا کرین-میلمن تقریب آوریم.

بودند. روش این پیشقدمان وورونوساجا۴ و چرنیخ٣ پیشتر، خیل

فرم به های ای جمله چند ٣-بعدی فضای دهنده نشان Pm,n(R) اینکه فرض با ما

Konheim١

Rivilin٢

Chernykh٣

Voronoskaja۴

چ



ح مطالب فهرست

هندسه از جزئ شرح است، a, b, c ∈ R و m > n و m,n ∈ N با axm + bxn + c

که نگاشت آوریم. م بدست [−١,١] واحد بازه روی حداکثر نرم خاصیت با Pm,n(R)

از {xm, xn,١} پایه در (a, b, c) مختصات axm + bxn + c فرم به ای جمله چند هر به

و Pm,n(R) دهد م اجازه ما به که است خط دوسویی ی دهد، م نسبت را Pm,n(R)

∥ ∥m,n نرم برای مشخص فرمول ی ما آمد خواهد که قسمتهایی در بیریم. ی را R٣

کنیم م پیدا زیر تعریف با R٣ روی

∥(a, b, c)∥m,n := max
x∈[−١,١]

|axm + bxn + c|

طرح و سازی پارامتری ی آوردن بدست برای فرمول این از .a, b, c ∈ R هر ازای به

خود ی نوبه به سازی پارامتری این کنیم. م استفاده (R٣, ∥ ∥m,n) واحد ی کره از کل

توجه قابل طرز به کند. م فراهم را (R٣, ∥ ∥m,n) واحد گوی رأس نقاط توصیف امان

این در که دارد m,n ∈ N ۵جفت به بستگ قویا ،(R٣, ∥ ∥m,n) ی هندسه که فهمیم م

به را فضاها این مطالعه ما دلیل این به آورد. م پدید را مختلف های موقعیت مورد

و فرد m به دوم بخش فرد، m,n به اختصاص اول بخش کنیم؛ م تقسیم بخش چهار

m,n هردو که جایی چهارم، قسمت در و فرد n و زوج m سوم قسمت در دارد، زوج n

کنیم. م بررس را اند زوج

(R٣, ∥ یفضای(٢,١∥ هندسه ها نویسنده که است، [٢] ۶کلیم و آرن مقاله کار این انگیزه

توصیف رویم. م دورتر کم ∥ ∥m,n نرمهای تمام گرفتن نظر در با ما دهند. م شرح را

درجه با حقیق های ای جمله چند ی همه فضای واحد گوی رأس ایهای جمله چند از

است آمده بدست [١٣] ریویلین و هیم کن توسط حداکثر، نرم با n ∈ N کمتراز نا ی

چویی مشابه مسیر در بدهند. رأس نقاط از واضح شرح اند نتوانسته ها نویسنده اما

روی مقدار اسالر ٢-همن های ای جمله چند برای را مشابه مسأله [٣-۵] کیم٧ و

چند برای مشابه مسأله [٨] کرک٨ نیز و اند گرفته نظر در l٢∞ و l٢٢ و l٢١ حقیق فضاهای

بودن فرد یا ۵زوج

Aron،Klimek۶

Choi،Kim٧

Crecu٨



خ مطالب فهرست

کرده حل ١ < p < ∞ با l٢p حقیق فضاهای روی مقدار اسالر همن دو های ای جمله

ی درجه از حقیق یا مختلط همن های ای جمله چند با مرتبط مسائل [۶-١١] است.

و [٢] کلیم و آرن توسط مختلط) یا حقیق) مثلثات های ای جمله سه است. ٣ یا ٢
است. شده مطالعه [١۶] روز١٠ و [١۵] نیوویرت٩

(R٣, ∥ ∥m,n) فضای بسته واحد گوی و واحد ی کره ترتیب به Bm,n و Sm,n بعد به حالا از

ی ضابطه با خط تصویر a, b, c ∈ R هر ازای به ،πab همچنین دهند. م نشان را

کشیده [١٢]١١ میپل توسط مقاله این در شده ظاهر های نقشه است. π(a, b, c) = (a, b)

شده بندی درجه همه که شده طراح ١٢ متاپست از استفاده با ها گراف بقیه و است شده

اند.

است. اصل منابع از مقدمه بخش در شده ذکر منابع که کنید توجه

Neuwirth٩

Revesz١٠

Maple١١

Meta post١٢



١ فصل

پیشنیاز

ازای به اگر شود م نامیده محدب X برداری فضای از A زیرمجموعه .١.٠.١ تعریف

مجموعه ،y, z ∈ A هر

W = {αy + (١ − α)z : ٠ ≤ α ≤ ١}

باشد. A از ای مجموعه زیر

ای مجموعه D(f) اش دامنه اگر نامیم محدب را f : Rn 7→ R تابع .٢.٠.١ تعریف

باشیم داشته y, z ∈ D(f) هر برای و باشد محدب

f(αy + (١ − α)z) ≤ αf(y) + (١ − α)f(z)

.٠ ≤ α ≤ ١ که

تعریف طبق .١.٠.١ نتیجه

دو در حداکثر R٢ صفحه در l مستقیم خط هر و f : R −→ R محدب تابع هر •

دارند. اشتراک نقطه

،x١ < x٢ و کند قطع x٢ و x١ نقاط در را f : R −→ R تابع l مستقیم خط اگر •

١



٢ پیشنیاز .١ فصل

آنگاه

f(x) > l(x) ⇐⇒ x > x٢ یا x < x١

گیرد. م قرار مماسش خط هر بالای ،f : R −→ R محدب تابع نمودار •

را X برداری فضای در C محدب مجموعه از F محدب مجموعه زیر .٣.٠.١ تعریف

هر دارد F در درون نقطه ی که ،C در (بسته) خط پاره هر اگر گوییم C از وجه ی

که y, z ∈ C مجزای نقطه دو هر ازای به عبارت به باشد. F در اش انتهایی نقطه دو

z و y از گذرنده خط پاره [y, z]) .[y, z] ⊂ F باشیم داشته باشد، ته غیر ]y, z[∩F

است). z و y شامل غیر z و y از گذرنده خط ]y, z[ و z و y شامل

م نامیده ناسره های وجه که هستند C های وجه دو هر C و ∅ های مجموعه زیر •

شوند. م نامیده سره های وجه دیر های وجه بقیه شوند.

آن گیرد، م نقاط آن در ماکزیممشرا h خط تابع که باشد نقاط مجموعه C ′ اگر •

{x : h(x) = α} اشتراکCو با برابر Cمحدباستزیرا ′ ) Cاست. Cوجه ′ گاه

.( است ماکزیمم α که است

است. C از وجه ی دوباره C های وجه از تعداد هر اشتراک وضوح به •

باشد وجه ی {x} اگر شود م نامیده C رأس نقطه ،x ∈ C نقطه .۴.٠.١ تعریف

معادل بیان به و نباشد C در ,y]ی z] خط پاره هیچ درون نقطه x یعن تعریف طبق و

باشد برقرار زیر عبارت

آن (١ − λ)y + λz = x و λ ∈ (٠,١) و y, z ∈ C که باشد داشته وجود λ و z و y اگر

.y = z = x گاه

دهیم. م ext(C)نمایش با را C رأس نقاط مجموعه

رأس نقاط ها صفر-وجه بنابراین .dimF = k اگر است k-وجه ی C از F وجه

باشد). رأس x اگر تنها و اگر است وجه {x} هستند(

حداقل نباشد خط هیچ شامل که ته غیر بسته محدب مجموعه هر [٢٨] .١.٠.١ گزاره

دارد. رأس نقطه ی



٣ پیشنیاز .١ فصل

محدب C \ F آنگاه باشد C وجه F و Rd در بسته محدب F اگر [٣٠] .٢.٠.١ گزاره

است.

گاه آن ،x ∈ C و X باناخ فضای در محدبی مجموعه C کنید فرض .٣.٠.١ گزاره

C به متعلق zی و y نتوانیم عبارت به باشد. محدب C \ {x} اگر تنها و اگر x ∈ extC

.x = y = z اینکه مر x = ١
٢(y + z) که کنیم پیدا

به توان م را x رأس نقطه تعریف x ∈ ∂Ball(X) هر برای باشد، X واحد گوی C اگر

کرد؛ بیان صورت این

.y = ٠ آنگاه ∥x+ y∥ = ∥x− y∥ = ١ که باشد داشته وجود y ∈ X اگر

برای ،|f(x)| = ١ اگر وتنها اگر است رأس ١C(K) واحد گوی در f تابع .١.٠.١ مثال

.x ∈ K همه

ندارد. وجود (لب اندازه (با L[٠,١]١ واحد گوی در رأس نقطه هیچ .٢.٠.١ ∫مثال α

٠ |f(t)|dt = ١
٢ که کرد پیدا αی ∈ (٠,١) توان م ∥f∥١ = ١ که f ∈ L١ اگر واقع در

بالا طبق و ∥f + g∥١ = ∥f − g∥١ = ١ آنگاه g = f(i[٠,α] − i[α,١]) کنیم فرض اگر و

است. تناقض این ١∥g∥و = ١
٢ حالیه در ،∥g∥١ = ٠ باشیم داشته باید

.n ∈ N هر ازای به ،|xn| = ١ اگر تنها و اگر x = (xn)n∈N ∈ ext(Bl∞) .٣.٠.١ مثال

λ > ٠ آنگاه |xn| < ١ و x = (xn)n∈N ∈ ext(Bl∞) کنیم فرض خلاف به برهان.

و yn = xn + λ کنیم م تعریف ،n ∈ N هر ازای به .|xn| + λ = ١ که دارد وجود

آنگاه .yk = xk = zk کنیم م تعریف k ∈ N \ {n} هر ازای به و zn = xn − λ

داریم |xn + λ| ≤ ١ و |xn − λ| ≤ ١ چون نیز و y = (yn)n∈N ̸= (zn)n∈N = z

است. x ∈ ext(Bl∞) با تناقض این و x = y+z
٢ طرف از .y, z ∈ Bl∞

گاه آن x = (xn)n∈N /∈ ext(Bl∞) و |xn| = ١ و n ∈ N اگر عکس به

z = (zn)n∈N ∈ Bl∞ , y = (yn)n∈N ∈ Bl∞

.yn ̸= znکه است موجود n ∈ N نتیجه در .y ̸= z و x = y+z
٢ که دارند وجود

K روی پیوسته حقیق توابع تمام ١مجموعه



۴ پیشنیاز .١ فصل

yn = zn = ١ که است حالت در فقط این و yn + zn = ٢ آنگاه xn = ١ اگر •

.( ٠ ≤ |yn| < |y| ≤ ١ و ٠ ≤ |zn| < |z| ≤ ١ پس y, z ∈ Bl∞ (چون

که افتد م اتفاق این زمان فقط باز و yn + zn = −٢ ،xn = −١ اگر و •

.yn = zn = −١

ترکیبات تمام مجموعه ،X برداری فضای در A مجموعه محدب غلاف .۵.٠.١ تعریف

بعبارت است. A اعضای از متناه

conv(A) = {t١x١+. . .+tnxn : x١, . . . , xn ∈ A, ٠ < t١, . . . , tn < ١,
n∑

i=١
ti = ١, n ∈ N}

متناه بعد از فشرده محدب مجموعه K کنید فرض [٢۴] .( مینکوس ) ١.٠.١ قضیه

آنگاه باشد. برداری توپولوژی فضای در

K = conv[ext(K)]

باشد. dimC = n با Rd در فشرده محدب مجموعه C کنید فرض [٣٠] .۴.٠.١ گزاره

است. C از رأس نقطه n+ ١ حداقل محدب ترکیب C از نقطه هر آنگاه

است. واضح اثبات مینکوس قضیه به توجه با برهان.

ته غیر محدب مجموعه K کنید فرض [٢۴] .( مقدمات ماکسیمم اصل ) ۵.٠.١ گزاره

تابع ی f : K 7−→ (−∞,+∞] و برداری توپولوژی درفضای متناه بعد از فشرده و

K رأس نقاط بین در ماکزیمم آنگاه بیرد K روی را ماکزیممش f اگر باشد. محدب

است.

ext(K) که گوید م عکساشاستو از نوع با همراه مینکوس قضیه شامل زیر قضیه

است. K برابر محدبش غلاف که است K از زیرمجموعه کوچترین

فضای در متناه بعد از فشرده محدب مجموعه ی K کنید فرض [٢۴] .٢.٠.١ قضیه

معادلند: زیر گزاره دو A.آنگاه ⊂ K و توپولوژی برداری



۵ پیشنیاز .١ فصل

ext(K) ⊂ A .١

.K = conv(A) .٢

.K = conv(ext(K)) الخصوص عل و

کنید فرض دیری اثبات برای آید. م بدست مینکوس قضیه از (٢) به (١) برهان.

ی A آنگاه باشد. داشته وجود نیست A در Kکه از x رأس نقطه و باشد برقرار (٢)

زیرمجموعه ی conv(A) است، محدب K \ {x} چون و است K \ {x} از مجموعه زیر

است. conv(A) = K با تناقض این و Kاست \ {x} از

مجموعه وسیله به متناه بعد از فشرده محدب های مجموعه دهیم نشان داریم قصد

با آنرا مجبوریم نیست، کاف محدب غلاف اینکه از شوند. م مشخص شان رأس نقاط

کنیم. جایزین بسته محدب غلاف

فضای در فشرده محدب مجموعه K کنید فرض [٢۴] .( کرین-میلمن ) ٣.٠.١ قضیه

آنگاه باشد محدب و هاسدورف٢ و برداری توپولوژی

K = conv[ext(K)]

توپولوژی فضای در فشرده محدب Kمجموعه فرضکنید [٢۴] .( میلمن ) ۴.٠.١ قضیه

اند معادل زیر عبارت دو A.آنگاه ⊂ K و باشد هاسدورف محدب موضعاً برداری

ext(K) ⊂ A .١

K = conv(A) .٢

و باناخ فضای در محدب جسم ی C اگر کرین-میلمن). (تقریب ٢.٠.١ نتیجه

راس نقطه آنگاه کند، م اختیار را ماکزیممش که باشد محدبی تابع f : C −→ R

f(e) = max{f(x) : x ∈ C} که دارد وجود e ∈ C

و x ∈ U که باشند داشته وجود V و U باز مجزای های مجموعه ،x ̸= y که x, y ∈ K هر ازای ٢به

.y ∈ V



۶ پیشنیاز .١ فصل

در X ⊃ C محدب مجموعه از محمل ابرصفحه ،X از H فضای زیر .۶.٠.١ تعریف

و l ∈ X∗ \ {٠} که H = l−١(α) فرم به H اگر شود م نامیده x٠ ∈ C نقطه

.( است X دوگان فضای X∗ ) l(x٠) = sup l(C) = α

صفحه Hابر ⊂ X Xو ناخ با فضای در محدب مجموعه C فرضکنید [٢۴] .١.٠.١ لم

ext(C ∩H) = ext(C) ∩H آنگاه باشد. C محمل

Cباشد محمل صفحه ابر ی H که ،F = H ∩ C فرم به C از F وجه .٧.٠.١ تعریف

داشته وجود f ∈ X∗ اگر است C نمایان وجه F دیر بعبارت نامیم. م نمایان وجه را

که باشد

F = {x ∈ C : f(x) = sup(f(C))}.

هستند. نمایان های وجه C و ∅ ،(−١ و ٠ بعد با حت) C بسته محدب مجموعه هر برای

مجموعه باشد. نمایان وجه ی {x} اگر شود م نامیده C نمایان نقطه ی x ∈ C نقطه

کننده نمایان تابعک ،f تابعک٣ گوییم م و دهیم م نمایش exp(C) با را نمایان نقاط

شده مشخص حقیق صفحه ابر یعن این و کند م نمایان را x نقطه f یا است، x برای

K ⊆ Rn اگر واقع در کند. م لمس x در فقط را C ،x نقطه از گذرنده ،f بوسیله

وجود بعدی n−١ صفحه ابر اگر است نمایان نقطه p ∈ K باشد، بسته محدب مجموعه

باشد. p فقط K با اشتراکش که باشد داشته

غیرته زیرمجموعه ،X حقیق ناخ با فضای از BX واحد گوی برای [٢۶] .۶.٠.١ گزاره

.C = f−(١)١ ∩BX که باشد داشته وجود f ∈ SX∗ اگر است نمایان وجه BX از C

دارد وجود f ∈ X∗ لذا باشد، BX واحد گوی از شده نمایان وجه C کنیم فرض برهان.

بطوریه دارد وجود G ∈ SX∗ نتیجه در .C = {x ∈ BX : f(x) = sup(f(x))} که

C = {x ∈ BX : g(x) = sup(g(BX))} = {x ∈ BX : g(x) = ١}

بنابراین

C = g−({١})١ ∩BX

K = RیاC K،که به K روی برداری فضای ی از خط نگاشت ٣هر



٧ پیشنیاز .١ فصل

است. واضح نمایان نقطه تعریف به توجه با زیر گزاره

اند معادل زیر عبارات اینصورت در x ∈ SX کنیم فرض .٧.٠.١ گزاره

است. SX نمایان نقطه x .١

.f(x) > f(y) داریم ،y ∈ SX \ {x} هر ازای به که دارد وجود f ∈ SX∗ .٢

،y ∈ SX هر ازای به آنگاه ،f(x) = ١ که باشد داشته وجود f ∈ X∗ اگر .٣

.f(y) < ١

کل حالت در آن عکس ول است رأس نقطه ی نمایان نقطه هر [٢۶] .۵.٠.١ قضیه

نیست. برقرار

وجود f ∈ X∗ تابعک لذا نیست. رأس که باشد نمایان نقطه ی x کنیم فرض برهان.

که دارد

.y ̸= x و x = y+z
٢ کنیم فرض .f(y) < ١ داریم y ∈ X هر ازای به و f(x) = ١

نقطه ی x اینکه فرض با این و f(y) ≥ ١ نتیجه در و f(x) = f(y+z
٢ ) = ١ بنابراین

دارد. تناقض است نمایان

نیست. نمایان ول است رأس نقطه

 ٠ x ≤ ٠
x٢ x > ٠

گراف برای ٠ نقطه .۴.٠.١ مثال

داریم. بالا قضیه عکس برای شرایط

X واحد گوی در واحد نرم از نقطه هر و باناخ فضای X کنید فرض [٢٩] .٢.٠.١ لم

هستند. نمایان تقریبا واحد نرم نقاط تمام آنگاه باشد. رأس

توپولوژی فضای ی از غیرته محدب زیرمجموعه ی C کنید فرض [٢٩] .٣.٠.١ لم

آنگاه باشد X از غیرته باز محدب مجموعه زیر ی G و باشد X برداری

exp(G ∩ C) = G ∩ exp(C)


