
فناوری و تحقیقات علوم، وزارت
آذربایجان مدنͬ شهید دانشͽاه

پایه علوم دانشͺده
محض ریاضͬ گروه

رساله

رشته در دکتری درجه دریافت برای
هندسه گرایش محض، ریاضͬ

عنوان

ناجابجایی هندسه در ویژه برخیساختارهای

راهنما استاد

دوست حقیقت قربانعلͬ دکتر

مشاور استادان

ایزدی فرضعلͬ دکتر و عابدی اسماعیل دکتر

پژوهشͽر

ࣅباਉیماඟ໊ای حاਗی
١٣٩٣ تیرماه
ایران تبریز/



حامͬ نام: ماکرانͬ عباسͬ دانشجو: خانوادگͬ نام

ناجابجایͬ هندسه در ویژه ساختارهای برخͬ عنوان:

دوست حقیقت قربانعلͬ دکتر راهنما: استاد
ایزدی فرضعلͬ دکتر و عابدی اسماعیل دکتر مشاور: استادان

هندسه گرایش: محض ریاضͬ رشته: دکتری تحصیلͬ: مقطع

فناوری و تحقیقات علوم، وزارت آذربایجان مدنͬ شهید دانشͽاه:
آذربایجان مدنͬ شهید دانشͽاه

١٣٩٣ تیرماه فارغ�التحصیلͬ: تاریخ
٨١ صفحات: تعداد ایران تبریز/

گروه دوری، کوهمولوژی و همولوژی کاژدان، (T ) خاصیت ضربͽری، هاپف جبرهای کلیدی: واژگان
وار

چͺیده
معرفͬ منظم ضربͽری هاپف جبرهای برای دوری مدول ͷی و دوری پیش مدول ͷی رساله، این در
جبرهای برای هوخشیلد کوهمولوژی و دوری پیش کوهمولوژی ساختارها، این از استفاده با شوند. مͬ
ͷدینامی سیستم C∗ ͷی برای (T ) خاصیت از مفهوم ͷی شوند. مͬ تعریف منظم ضربͽری هاپف
های گروه روی کاژدان (T ) خاصیت و جبر C∗ ͷی روی (T ) خاصیت با آن ارتباط و شود مͬ تعریف
ساخته پذیر دیفرانسیل منیفلد ͷی و جبر ͷی به نسبت وار گروه ͷی شود. مͬ بررسͬ موضعͬ فشرده
گروه این روی پذیر دیفرانسیل ساختار ͷی که شود مͬ داده نشان ،ͷی بعد با منیفلدهای برای شود. مͬ
هموار برداری میدان هر به نسبت همچنین کند. مͬ لͬ وار گروه ͷی به تبدیل آنرا که دارد وجود وار

شود. مͬ معرفͬ ٣ بعد با پذیر دیفرانسیل منیفلد ͷی بعدی، ͷی پذیر دیفرانسیل منیفلد ͷی روی
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چͺیده

مͬ معرفͬ منظم ضربͽری هاپف جبرهای برای دوری مدول ͷی و دوری پیش مدول ͷی رساله، این در
هاپف جبرهای برای هوخشیلد کوهمولوژی و دوری پیش کوهمولوژی ساختارها، این از استفاده با شوند.
شود مͬ تعریف ͷدینامی ∗C-سیستم ͷی برای (T ) خاصیت مفهوم ͷی شوند. مͬ تعریف منظم ضربͽری
بررسͬ موضعͬ فشرده های گروه روی کاژدان (T خاصیت( و ∗C-جبر ͷی روی (T خاصیت( با آن ارتباط و
با منیفلدهای برای شود. مͬ وابسته پذیر دیفرانسیل منیفلد ͷی و جبر ͷی به نسبت وار گروه ͷی شود. مͬ
به تبدیل آنرا که دارد وجود وار گروه این روی پذیر دیفرانسیل ساختار ͷی که شود مͬ داده نشان ،ͷی بعد
ͷی پذیر دیفرانسیل منیفلد ͷی روی هموار برداری میدان هر به نسبت همچنین سازد. مͬ لͬ وار گروه ͷی

شود. مͬ معرفͬ ٣ بعد با پذیر دیفرانسیل منیفلد ͷی بعدی،
وار. گروه دوری، کوهمولوژی و همولوژی کاژدان، (T خاصیت( ضربͽری، هاپف جبر کلیدی: واژگان



مقدمه

یͺدار شرط که وقتͬ باشند، مͬ معمولͬ هاپف جبرهای از طبیعͬ های توسیع ضربͽری هاپف جبرهای
جبر ͷی ساختارها، این معرفͬ در اند. شده معرفͬ [١۶] منبع در ساختارها این نشود. لحاظ مربوطه جبر در
این ضرب تابع که است فرضشده و است شده گرفته نظر در C مختلط اعداد میدان روی H یͺدار لزوما نه
این روی M(H⊗H) ضربͽری٢ جبر به H از ∆ ناتباهیده همومورفیسم ͷی همچنین باشد. ناتباهیده١ جبر
آنͽاه باشد، یͺدار H جبر اگر باشد. مͬ هاپف جبرهای روی همضرب مشابه که است شده لحاظ ساختار
مختلط توابع از Fun(G) جبر ساختارها، این در اساسͬ های مثال از ͬͺی است. هاپف جبر ͷی ساختار این
همضرب٣ با همراه Fun(G) آنͽاه باشد، متناهͬ گروه این اگر باشد. مͬ G گسسته گروه ͷی روی مقدار
نیست. درست ادعا این آنͽاه باشد، نامتناهͬ G گروه اگر اما است. هاپف جبر ͷی ∆(f)(s, t) := f(st)

مͬ مورد، این در باشد. برقرار تواند نمͬ Fun(G × G) = Fun(G) ⊗ Fun(G) رابطه مورد این در زیرا
استفاده متناه۴ͬ گاه تͺیه با مربوطه گروه روی مقدار مختلط توابع از Funf (G) یͺدار غیر جبر توسط توان
بنابراین است، برقرار دلخواه گروه هر برای Funf (G × G) = Funf (G)⊗ Funf (G) رابطه اینͺه از کرد.
جبر ͷی Funf (G) جبر کرد. تعریف Funf (G) فضای روی را ∆(f)(s, t) := f(st) همضرب توان مͬ
آن به [١۶] منبع در که باشد مͬ ساختارها اینͽونه در اساسͬ های مثال از ͬͺی و باشد مͬ ضربͽری هاپف

است. شده پرداخته
مͬ پیچش۶ در پیمانه زوج ͷی به مجهز که H هاپف جبر هر برای دوری۵ مدول ͷی [٧ ،٨] منابع در
همچنین و σ گروه٧ شبه عنصر ͷی و H از همضرب از استفاده با دوری مدول این است. شده معرفͬ باشد،
ناصفر عنصر ͷی σ گروه شبه عنصر است. شده تعریف هاپف جبر از متقاطر٨ عملͽر و ضرب از استفاده با
جبر ͷی برای تعریف این است. صادق ∆(σ) = σ⊗ σ شرط در بطوریͺه باشد، مͬ (H,∆) هاپف جبر در
عنوان به گروه شبه عنصر ͷی ضربͽری، هاپف جبرهای برای باشد. نمͬ صحیح (H,∆) ضربͽری هاپف
تعریف این شود. مͬ گرفته نظر در ∆(σ) = σ ⊗ σ شرط با M(H) ضربͽری جبر در σ ناصفر عنصر ͷی
در مفهوم، این از استفاده با یابد. M(H)توسیع به فرد به منحصر بطور تواند مͬ ∆ زیرا است، مفهوم دارای
مفهوم [٢۵] منبع در کنیم. مͬ تعریف ضربͽری هاپف جبرهای برای را پیچش در پیمانه زوج ͷی ١ فصل

١Non-degenerate
٢Multiplier algebra
٣Comultiplication
۴Finite support
۵Cyclic module
۶Modular pair in involution
٧Group-like element
٨Antipode
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مفهوم این رساله، این در است. شده تعریف (H,∆) ضربͽری هاپف جبر هر برای تصویری٩ گروه شبه ͷی
شرایط در که H به متعلق γ ناصفر عنصر ͷی عنوان به را

∆(γ)(١⊗ γ) = γ ⊗ γ = ∆(γ)(γ ⊗ ١), γ٢ = γ

شبه عنصر ͷی مفهوم با نباید تصویری گروه شبه ͷی مفهوم کنید توجه گیریم. مͬ نظر در است، صادق
جبر هر در σ گروه شبه عنصر ͷی دارد. وجود مفاهیم دو این بین بزرگ تفاوت ͷی و شود اشتباه گروه
مͬ هاپف جبر از متقاطر عملͽر S که است، S(σ) با برابر آن معͺوس و است پذیر معͺوس همیشه هاپف
برابر آنͽاه باشد، پذیر معͺوس همچنین و یͺسان خود دوم توان با یͺدار جبر ͷی در عنصری ͷی اگر باشد.
که H منظم ضربͽری هاپف جبر هر برای دوری١٠ پیش مدول ͷی ١ فصل در است. جبر از یͺه عنصر با
مͬ معرفͬ سازگارند، σ و γ که (χ, σ) پیچش در پیمانه زوج ͷی و (χ, γ) یافته١١ تطبیق زوج ͷی به مجهز
به σ و γ سازگاری و χ(γ) = ١ بطوریͺه است، ناصفر همومورفیسم ͷی χ : H → C کنید توجه شود.
تعریف در مهمͬ نقش ͷی و باشد مͬ فصل این در اساسͬ عنصر ͷی γ عنصر باشد. مͬ γσ = σγ مفهوم
١ فصل در چهره عملͽرهای آنͽاه ،γ = ١ و باشد هاپف جبر ͷی H اگر کند. مͬ ایفا چهره١٢ عملͽرهای

باشند. مͬ [٨ ،٧] منابع در شده تعریف چهره عملͽرهای با یͺسان
باشند، مͬ هاپف جبرهای از هایͬ توسیع ضربͽری هاپف جبرهای اینͺه از بالا، های بحث به توجه با
هاپف جبرهای در توان مͬ را هستند مطرح هاپف جبرهای در که کومدول١٣ مدول، مانند مباحثͬ بنابراین
کومدول نظریه برای و [١٣] منبع به هاپفضربͽری جبرهای روی ها مدول نظریه برای کرد. مطرح ضربͽری
هاپف جبر ͷی همولوژی روی ٢ فصل در کنید. مراجعه [١٧] منبع به ضربͽری هاپف جبرهای روی ها
شامل (R,H,X ) تایͬ سه ͷی به نسبت دوری مدول ͷی فصل، این در شود. مͬ بحث H منظم ضربͽری
مͬ وابسته است، یͺدار جبر ͷی X همچنین که X یͺدار چپ H-مدول ͷی و R جبری H-کومدول ͷی

شود. مͬ ناشͬ [٣٢] منبع از فصل این ایده شود.
که دارد وجود چپ پایای و راست پایای خطͬ های ͷتابع مفهوم ͷی ضربͽری، هاپف جبرهای برای
آنͽاه باشد، البعد متناهͬ هاپف جبر ͷی H اگر نامند. مͬ نیز H روی چپ و راست های انتͽرال را آنها
همضرب و ضرب باشد. مͬ هاپف جبر ͷی دوباره H روی خطͬ های ͷتابع همه شامل H∗ خطͬ فضای
البعد نامتناهͬ حالت در اما آیند. مͬ بدست H روی ضرب و همضرب کردن دوگان از استفاده با H∗ روی
H∗ از Ĥ طبیعͬ زیرفضای ͷی آنͽاه باشد، انتͽرال دارای H هاپف جبر اگر باشد. نمͬ صحیح نتیجه این
همضرب Hو روی همضرب از Ĥ روی ضرب است. هاپفضربͽری جبر ͷی ساختار دارای که دارد وجود
انتͽرال با هاپفضربͽری جبرهای از خاصͬ موردهای نتایج این شوند. مͬ Hحاصل روی ضرب از Ĥ روی

٩Group-like projection
١٠Precyclic module
١١Matched pair
١٢Face operators
١٣Comodule
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کوانتوم گروه ͷی را انتͽرال ͷی با منظم هاپفضربͽری جبر هر اند. شده مطرح [١٨] منبع در که باشند مͬ
توسیع برای جبری کوانتوم های گروه که شود مͬ نتیجه بالا، توضیحات از استفاده با بنابراین نامند. جبری١۴
تفاوت و اند شده مطرح البعد نامتناهͬ هاپف جبرهای به البعد متناهͬ هاپف جبرهای از دوگان مفهوم دادن
باشد. مͬ ناصفر پایای خطͬ ͷتابع ͷی وجود و یͺه عنصر ͷی وجود در معمولͬ هاپف جبر ͷی با آنها
خطͬ عملͽر ͷی فصل، این در باشد. آن دوگان Ĥ و جبری کوانتوم گروه ͷی H کنید فرض ٣ فصل در
H-کومدول ͷی β با همراه Ĥ که دهیم مͬ نشان و کنیم مͬ تعریف β : Ĥ → M(H ⊗ Ĥ) ͷی به ͷی
عملͽرهای همه فضای L(H) و ω ∈ Ĥ کنید فرض کنیم. مͬ ثابت را ادعا این مرحله چند در است. چپ
کنیم. مͬ تعریف L(H) به H⊗ Ĥ از rω و lω خطͬ عملͽر دو اول، مرحله در باشد. خودش به H از خطͬ
نشان توانیم مͬ ω١ ∈ Ĥ و h ∈ H هر برای بنابراین باشد، مͬ L(H) از زیرفضایͬ ͷی H ⊗ Ĥ اینͺه از
عنوان به توانند مͬ rω و lω بنابراین باشند. مͬ H⊗ Ĥ از عنصرهایͬ rω(h⊗ ω١) و lω(h⊗ ω١) که دهیم
ضربͽر ͷی (lω, rω) که دهیم مͬ نشان بعد، مرحله در شوند. گرفته نظر در H⊗ Ĥ روی خطͬ عملͽرهای
β(ω) = (lω, rω) ضابطه با β : Ĥ → M(H⊗Ĥ) تابع ͷی توان مͬ دیͽر بعبارت باشد. مͬ H⊗Ĥ روی

کرد. تعریف
عدد ͷی و A از F متناهͬ مجموعه زیر ͷی هرگاه است (T) خاصیت دارای A یͺدار ∗C-جبر ͷی
F)-مرکزی١۶، , ε) یͺه بردار ͷی با A روی دومدول١۵ هیلبرت هر بطوریͺه باشند، داشته وجود ε > ٠
(T) خاصیت تعریف مشابه تعریف این کنید. مراجعه [٢] منبع به باشد. مرکزی ناصفر بردار ͷی دارای
فشرده گروه ͷی است. شده مطرح [٢١] منبع در که باشد مͬ موضعͬ فشرده های گروه برای کاژدان
پایا تقریبا بردارهای دارای که G از (π,H) یͺان١٧ͬ نمایش هر هرگاه است (T) خاصیت دارای G موضعͬ
گسسته گروه ͷی که است شده اثبات [٢] منبع در باشد. نیز ناصفر پایای بردار ͷی دارای H آنͽاه است١٨،
خاصیت دارای G از ماکسیمال١٩ گروهͬ ∗C-جبر اگر فقط و اگر است (T) خاصیت دارای G شمارای
است شده داده نشان و است شده معرفͬ نیومن٢٠ ون جبر ͷی برای (T) خاصیت [۶] منبع در باشد. (T)
با شده تولید نیومن ون جبر اگر فقط و اگر است (T) خاصیت دارای G شمارای گسسته ICC گروه ͷی که
ͷی برای (T) خاصیت مفهوم ͷی ۴ فصل در باشد. (T) خاصیت دارای G از چپ منظم نمایش از استفاده
و موضعͬ فشرده گروه ͷی G و یͺدار ∗C-جبر ͷی A که شود مͬ تعریف (A,G, α) ͷدینامی ∗C-سیستم

دارای G و قوی (T) خاصیت دارای A اگر که دهیم مͬ نشان فصل، این در باشد. مͬ A روی عمل ͷی α
گسسته گروه ͷی G اگر که دهیم مͬ نشان است. (T) خاصیت دارای (A,G, α) آنͽاه باشد، (T) خاصیت

١۴Algebraic quantum group
١۵Hilbert bimodule
١۶ Central
١٧Unitary representation
١٨Almost has invariant vectors
١٩ Full group C∗-algebra
٢٠Von Neumann algebra
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است. (T) خاصیت دارای نیز آن از شده٢١ متقابل ∗C-ضرب آنͽاه باشد، (T) خاصیت دارای (A,G, α) و
نمایش ͷی بطوریͺه باشد شمارا گسسته گروه ͷی G و جابجایͬ جبر ͷی A اگر که دهیم مͬ نشان همچنین
خاصیت C∗

r (G)⊗minA از (T) خاصیت آنͽاه باشد، داشته وجود ℓ٢(G)هیلبرت فضای به A از ͷی به ͷی
باشد. مͬ G از کاهش٢٢ͬ گروهͬ ∗C-جبر نشانͽر C∗

r (G) که دهد، مͬ نتیجه را G از (T)
ͷی از دلخواه عناصر دو هر ولͬ باشد، مͬ گروه ͷی مفهوم از توسیع واقع در وار٢٣ گروه ͷی مفهوم
ساختار مانند بیشتر ساختارهای دارای تواند مͬ وار گروه ͷی شوند. نمͬ ترکیب هم با لزوما وار گروه
مورد تواند مͬ وار گروه اصلͬ ساختار با ساختارها این سازگاری مورد این در و باشد ͬͺتوپولوژی و هندسͬ
است. گرفته قرار بحث مورد ریاضیات از متفاوتͬ های میدان در وارها گروه نظریه گیرد. قرار مطالعه
آنالیز اندازه، نظریه جبر، در مهمͬ نقش ͷی پذیر دیفرانسیل وارهای گروه و ͬͺتوپولوژی وارهای گروه
کنید. مراجعه [٢٧ ،٣١ ،۵ ،٣٠ ،٢٩ ،٢٨ ،۴ ،٩] منابع به کنند. مͬ ایفا دیفرانسیل هندسه و ͷهارمونی
توابع باشند داشته وجود اگر است وار گروه ͷی ساختار دارای G(٠) های یͺه مجموعه با G(١) مجموعه ͷی
شرکت ضرب ͷی و s : G(١) → G(٠) و r : G(١) → G(٠) توابع و ı : G(١) → G(١) و ∆ : G(٠) → G(١)

مجموعه روی شده تعریف m : (α, β) 7→ αβ پذیر

G(٢) = {(α, β) ∈ G(١) × G(١) ∣∣ s(α) = r(β)}

باشند: برقرار زیر روابط x ∈ G(٠) و α ∈ G(١) هر برای بطوریͺه

s(α) = r(α−١), αα−١ = ∆(r(α)),

r(∆(x)) = x = s(∆(x)), α∆(s(α)) = α, ∆(r(α))α = α

هایͬ مجموعه فقط G(٠) و G(١) که اند شده گرفته نظر در وارهایͬ گروه بالا، تعریف در .ı(α) = α−١ که
ساختار دارای آنها مهمتر، موارد در هستند. پذیری دیفرانسیل یا توپولوژی مانند دیͽر ساختارهایͬ بدون
وار گروه ͷی یعنͬ پذیر دیفرانسیل وار گروه ͷی یا لͬ وار گروه ͷی هستند. پذیر دیفرانسیل منیفلدهای
های٢۴ ͬͽفرورفت s, r : G(١) → G(٠) و هموار منیفلدهای G(٢) و G(١) و G(٠) بطوریͺه (G(١),G(٠))

لͬ گروه هر باشند. هموار دیͽر های نͽاشت همه و هموار وری٢۵ غوطه ͷی ∆ : G(٠) → G(١) و هموار
لͬ وار گروه ͷی (M × M,M) آنͽاه باشد، هموار منیفلد ͷی M اگر همچنین است. لͬ وار گروه ͷی
هموار منیفلد هر برای دارند. کاربرد جبرها و منیفلدها از مطالعه در لͬ وارهای گروه کنید توجه است.
گروه هر برای و شود مͬ وابسته M روی پذیر دیفرانسیل توابع از C∞(M,R) جابجایͬ جبر ͷی M فشرده
C∞(M,R) جبرهای شود. مͬ وابسته گروه روی فشرده گاه تͺیه با هموار توابع از Cc(G) جبر ͷی G لͬ

٢١C∗-crossed product
٢٢Reduced group C∗-algebra
٢٣Groupoid
٢۴Submersions
٢۵Immersion



د

روش این در و باشند مͬ پذیر دیفرانسیل وار گروه ͷی از همͽردش٢۶ͬ جبر از خاصͬ موردهای Cc(G) و
گروه ͷی برای .[٩] کنند مͬ فراهم ͷهارمونی آنالیز و هندسه بین ارتباطͬ ͷی پذیر دیفرانسیل وارهای گروه
عنصر دو برای دارد. وجود زیر بصورت G(٠) یͺه فضای روی ارزی هم رابطه ͷی (G(١),G(٠)) دلخواه وار
در باشد. مͬ G(٠) روی ارزی هم رابطه ͷی s−١(t) ∩ r−١(l) ̸= ∅ اگر فقط و اگر t ∼ l رابطه t, l ∈ G(٠)

یعنͬ باشد، A روی مشتقات همه فضای Der(A) کنید فرض باشد. یͺدار جبر ͷی A کنید فرض ۵ فصل
فضا این باشد. X(ab) = X(a)b + aX(b) رابطه با خودش به A از X خطͬ های نͽاشت همه فضای
است. لͬ جبر ͷی [X,Y ] = XY − Y X براکت با همچنین باشد. مͬ A از Z(A) مرکز روی مدول ͷی
Der(A) به G از خطͬ عملͽر ͷی با همراه A از Z(A) مرکز روی G مدول ͷی شامل (A,G) زوج ͷی
ͷی را هایͬ زوج چنین ۵ فصل در کنیم. مͬ انتخاب است، Z(A)-مدول همومورفیسم ͷی همچنین که
ارزی هم رابطه روی و شود مͬ وابسته زوج A ͷی به نسبت وار گروه ͷی فصل، این در نامیم. مͬ زوج A
ارزی هم های کلاس که شرایطͬ باشد، لͬ جبر ͷی G اگر کنیم. مͬ بحث وار گروه این از آمده بدست
هم های کلاس و شود مͬ داده هایͬ مثال فصل، این در شود. مͬ بررسͬ باشند G از آبلͬ لͬ زیرجبرهای
منیفلد ͷی روی X برداری میدان هر به نسبت وار گروه ͷی ۶ فصل در شود. مͬ محاسبه آنها برای ارزی
ساخته وار گروه که دهیم مͬ نشان باشد، ͷی بعد از هموار منیفلد ͷی M اگر شود. مͬ وابسته M هموار

سازد. مͬ لͬ وار گروه ͷی به تبدیل را وار گروه این و باشد مͬ هموار ساختار ͷی دارای شده
است: شده استخراج زیر مقالات رساله این از

1. H. Abbasi, GH. Haghighatdoost, Notes on regular multiplier Hopf algebras, Caspian

journal of Mathematical Sciences, (accepted).

2. H. Abbasi, GH. Haghighatdoost, Groupoid associated to a smooth manifold, Caspian

journal of Mathematical Sciences, (accepted).

3. H. Abbasi, GH. Haghighatdoost, I. Sadeqi, Property (T) for C∗-dynamical systems,

Wavelets and Linear algebras, (accepted).

4. H. Abbasi, GH. Haghighatdoost, Y. Zamani, On the dual of an algebraic quantum

group, Icastor journal of Mathematical Sciences, (accepted).

5. H. Abbasi, GH. Haghighatdoost, On the cyclic Homology of multiplier Hopf alge-

bras, (submitted).

6. H. Abbasi, GH. Haghighatdoost, Modules with values in the space of all derivations

of an algebra, Konuralp Journal of Mathematics, (accepted).
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١ فصل

هاپف جبرهای برای دوری پیش مدول ͷی
منظم ضربͽری

تصویری گروه شبه ͷی به مجهز که منظم ضربͽری هاپف جبر ͷی برای دوری پیش مدول ͷی فصل، این در
فصل، این سراسر در شود. مͬ معرفͬ باشد، مͬ دیͽر خواص برخͬ با همراه پیچش در پیمانه زوج ͷی و
V ⊗W آنͽاه باشند، برداری فضای Wدو و V اگر باشند. مͬ C مختلط اعداد میدان روی برداری فضاهای

کنیم. مͬ انتخاب فضا دو این از جبری تانسوری حاصلضرب عنوان به را

ضربͽری هاپف جبرهای روی اولیه مفاهیم ١.١

یا aA = ٠ اگر a ∈ A هر برای یعنͬ باشد، ناتباهیده آن ضرب هرگاه نامیم ناتباهیده١ را A جبر ͷی
[١۶] منبع در است. ناتباهیده جبر ͷی یͺدار جبر هر که کنید توجه .a = ٠ شود نتیجه آنͽاه Aa = ٠
باشد. مͬ ناتباهیده جبر ͷی دوباره ناتباهیده جبر دو از جبری تانسوری حاصلضرب که است شده اثبات
هر برای بطوریͺه A روی خطͬ عملͽرهای از (l, r) زوج ͷی یعنͬ A ناتباهیده جبر ͷی از ضربͽر٢ ͷی
آنͽاه باشد، ضربͽر ͷی (l, r) اگر که کرد بررسͬ توان مͬ باشد. برقرار r(a)b = al(b) رابطه a, b ∈ A

با را A جبر از ضربͽرهای همه فضای برقرارند. a, b ∈ A هر برای r(ab) = ar(b) و l(ab) = l(a)b روابط
A و باشد مͬ یͺدار جبر ͷی M(A) کنید توجه نامیم. A از ضربͽری٣ جبر آن به و دهیم مͬ نشان M(A)

برای xa نماد از a ∈ A و x = (l, r) ∈ M(A) برای داد قرار ͷی عنوان به M(A)است. در طرفه دو آل ایده
a ∈ A و x, y ∈ M(A) هر برای قرارداد، این از استفاده با کنیم. مͬ استفاده r(a) برای ax نماد از و l(a)
جبر، این از یͺه عنصر شود. مͬ تعریف a(xy) := axy و (xy)a := xya ضابطه با M(A) در ضرب

١Non-degenerate
٢Multiplier
٣Multiplier algebra



٢ منظم ضربͽری هاپف جبرهای برای دوری پیش مدول ͷی .١

D : A → M(A) طبیعͬ نͽاشت باشد. مͬ همانͬ تابع نشانͽر ι : A → A که است، (ι, ι) بدیهͬ ضربͽر
آنͽاه باشد، یͺدار جبر ͷی A اگر و است ͷی به ͷی نͽاشت ͷی bD(a) := ba و D(a)b := ab ضابطه با
های نͽاشت همچنین باشد. یͺدار جبر ͷی A اگر فقط و M(A)اگر = A بنابراین است. پوشا D نͽاشت
آنͽاه باشند، ناتباهیده جبر دو B و A اگر دارند. وجود A⊗A → M(A)⊗M(A) → M(A⊗A) طبیعͬ
از استفاده با .φ(A)B = B = Bφ(A) هرگاه نامیم ناتباهیده را M(B) به A از φ جبری همومورفیسم ͷی
M(A) از φ فرد به منحصر یͺدار همومورفیسم ͷی به تواند مͬ φ ناتباهیده همومورفیسم چنین [١۶] منبع
توسیع

∑
j djφ(cj)φ(x) :=

∑
j djφ(cjx) و φ(x)

∑
i φ(ai)bi :=

∑
i φ(xai)bi ضابطه با M(B) به

کنید. رجوع [١۶] منبع به زیر تعریف برای .
∑

j djφ(cj) =
∑

i φ(ai)bi که یابد،

ناتباهیده همومورفیسم ͷیM(H⊗H) Hبه ∆از و ناتباهیده جبر ͷیH فرضکنید تعریف١.١.١.
هرگاه نامیم ضربͽری۴ هاپف جبر ͷی را (H,∆) آنͽاه باشد.

.(∆⊗ ι)∆ = (ι⊗∆)∆ (i)

باشند. H⊗H به متعلق (h⊗ ١)∆(k) و ∆(h)(١⊗ k) عناصر h, k ∈ H هر برای (ii)

های ضابطه با T١, T٢ : H⊗H → H⊗H خطͬ توابع (iii)

T١(h⊗ k) = ∆(h)(١⊗ k), T٢(h⊗ k) = (h⊗ ١)∆(k)

باشند. دوسویͬ

M(H⊗H)قابل ضربͽری جبر به ι⊗∆ و ∆⊗ ι بنابراین است، ناتباهیده همومورفیسم ͷی ∆ اینͺه از
از یͺه عنصر نشانͽر دوم، شرط در ١ نماد است. مفهوم دارای بالا تعریف در اول شرط بنابراین اند، توسیع
همومورفیسم است. M(H⊗H) جبر از عنصر دو ضرب ∆(h)(١⊗ k) و باشد مͬ M(H) ضربͽری جبر
روی تلنͽر٧ عملͽر با ∆ از ترکیب عنوان به را ∆′ متضاد۶ همضرب نامیم. H روی همضرب۵ ͷی را ∆
نامیم منظم٨ را (H,∆) ضربͽری هاپف جبر ͷی .(M(H ⊗H) به یافته (توسعه بͽیرید نظر در H ⊗H

هاپف جبر ͷی هاپف جبر هر کنید توجه باشد. ضربͽری هاپف جبر ͷی دوباره نیز (H,∆′) زوج هرگاه
خواص برای باشد. مͬ هاپف جبر ͷی یͺه عنصر ͷی با ضربͽری هاپف جبر هر برعͺس و است ضربͽری

کنید. رجوع [١۶] منبع به منظم ضربͽری هاپف جبرهای مورد در زیر

۴Multiplier Hopf algebra
۵Comultiplication
۶Opposite comultiplication
٧ Flip operator
٨Regular



٣ دوری کوهمولوژی .٢.١

ͷی آنͽاه باشد. m ضرب تابع با منظم ضربͽری هاپف جبر ͷی (H,∆) کنید فرض .٢.١.١ قضیه
به منحصر پذیر معͺوس همومورفیسم ضد ͷی و C به H از ε فرد به منحصر ناصفر همومورفیسم

برقرارند: زیر خواص h, k ∈ H هر برای بطوریͺه دارند وجود H به H از S فرد

.(ε⊗ ι)∆ = ι = (ι⊗ ε)∆ (i)

.m(S ⊗ ι)(∆(h)(١⊗ k)) = ε(h)k (ii)

.m(ι⊗ S)((k ⊗ ١)∆(h)) = ε(h)k (iii)

ضربͽری هاپف جبر ͷی (H,∆) کنید فرض نامیم. (H,∆) از متقاطر١٠ عملͽر S به و همیͺه٩ ε به
مشابه .∆(n) := (∆(n−١) ⊗ ι)∆ دهیم مͬ قرار n ≥ ٠ هر برای و ∆(−١) := ε دهیم مͬ قرار باشد.

:[١۵ ،١۴ ،١] است برقرار زیر رابطه n,m, r ≥ ٠ هر برای هاپف، جبرهای

∆(n+m+r) = (ι⊗(n) ⊗∆(m) ⊗ ι⊗(r))∆(n+r).

نمادگذاری از توان مͬ ،H به متعلق k١, · · · , kn+١ هر برای بنابراین ،∆(n)(h) ∈ M(H⊗(n+١)) اینͺه از
کنیم: استفاده زیر

∆(n)(h)(k١ ⊗ · · · ⊗ kn+١) =
∑

h(١)k١ ⊗ · · · ⊗ h(n+١)kn+١,

(k١ ⊗ · · · ⊗ kn+١)∆
(n)(h) =

∑
k١h(١) ⊗ · · · ⊗ kn+١h(n+١).

دهیم: مͬ قرار h, k ∈ H هر برای همچنین

∆(h)(١⊗ k) =
∑

h(١)١⊗ h(٢)k,

(١⊗ k)∆(h) =
∑

١h(١) ⊗ kh(٢),

∆(h)(k ⊗ ١) =
∑

h(١)k ⊗ h(٢)١,

(k ⊗ ١)∆(h) =
∑

kh(١) ⊗ ١h(٢).

دوری کوهمولوژی ٢.١

خطͬ های نͽاشت از دنباله با همراه {Cn}n≥٠ برداری فضاهای از گردایه ͷی

C٠ b١−→ C١ b٢−→ C٢ b٣−→ · · ·
٩Counit
١٠Antipode
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عملͽرهای را bn عملͽرهای باشد. برقرار bnbn−١ = ٠ رابطه n هر برای هرگاه نامیم مجتمع١١ ͷی را
Hn(C) := Ker(bn)

Im(bn−١)
قسمت خارج فضای آنͽاه باشد، داشته وجود مجتمع چنین اگر نامیم. دیفرانسیل١٢

داریم خاص حالت در کنید توجه نامیم. (b•, C•) مجتمع به وابسته �کوهمولوژی١٣n برداری فضای را
فضای از عنصر هر و �همدور١۴n ͷی را Ker(bn) فضای از عنصر هر به .H٠(C) := Ker(b١)

ͷی را c ∈ Ker(bn) n-همدور ͷی از [c] ∈ Hn(C) کلاس نامیم. �هممرز١۵n ͷی را Im(bn−١)

کند. مͬ بیان مجتمع ͷی ساخت برای تری ساده روش زیر، مثال نامیم. کوهمولوژی١۶ �کلاسn

مجتمع ͷی ساخت برای باشد. موجود {Cn}n≥٠ برداری فضاهای از گردایه ͷی کنید فرض .١.٢.١ مثال
تعریف را δi : Cn−١ → Cn خطͬ عملͽرهای ٠ ≤ i ≤ n و n ≥ ١ هر برای کافیست گردایه، این روی
چهره١٧ عملͽرهای را δi عملͽرهای چنین باشد. برقرار δjδi = δiδj−١ رابطه i < j هر برای که کرد

انتخاب با آنͽاه باشند، موجود {Cn}n≥٠ گردایه ͷی برای عملͽرهایͬ چنین اگر نامیم.

bn :=
n∑

i=٠
(−١)iδi, n ≥ ١,

در و باشند مͬ مفروض گردایه روی دیفرانسیل عملͽرهای واقع در bn عملͽرهای که کرد بررسͬ توان مͬ
انتخاب با این، بر علاوه است. مجتمع ͷی (b•, C•) نتیجه

b′n :=
n−١∑
i=٠

(−١)iδi, n ≥ ١,

پیش مدول ͷی را چهره عملͽرهای با همراه {Cn}n≥٠ گردایه است. مجتمع ͷی همچنین (b′•, C
•) زوج

برای تنها که دارند وجود دیͽری عملͽرهای بالا، های ساختار با همراه موارد بیشتر در نامیم. سادک١٨ͬ
با σi : Cn+١ → Cn عملͽرهای مفروض گردایه روی اگر مجموع، در باشند. مͬ نیاز مورد محاسبات

شرایط
σjσi = σiσj+١, i ≤ j,

σjδi = δiσj−١, i < j, σjδi = δi−١σj , i > j + ١,

σjδi = ι, i = j or i = j + ١,
١١Complex
١٢Differential operator
١٣n-Cohomology vector space
١۴n-Cocycle
١۵n-Coboundary
١۶n-Cohomology class
١٧Face operators
١٨Presimplicial module
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انحطاط٢٠ عملͽرهای σi عملͽرهای به نامیم. سادک١٩ͬ مدول ͷی را گردایه آنͽاه باشند، داشته وجود
خواهد اشاره ادامه در که همانطوری و ندارند کاربردی مجتمع ͷی ساخت برای انحطاط عملͽرهای نامیم.
خواهد صفر کوهمولوژی برداری فضاهای دارای (b′•, C•) مجتمع عملͽرهایͬ چنین وجود صورت در شد،

بود.

sn : Cn+١ → Cn بصورت {sn}n≥٠ عملͽرهای از گردایه باشد. مجتمع ͷی (b•, C•) کنید فرض
هر برای snbn+١ + bnsn−١ = ι و s٠b١ = ι روابط هرگاه نامیم مجتمع برای انقباض٢١ قابل هموتوپͬ را
فضاهای همه آنͽاه باشد، موجود مجتمع هر برای انقباض قابل هموتوپͬ چنین اگر باشند. برقرار n ≥ ١

باشند. مͬ صفر مجتمع این کوهمولوژی برداری

δi چهره عملͽرهای و σi انحطاط عملͽرهای با همراه سادکͬ مدول ͷی {Cn}n≥٠ فرض .٢.٢.١ مثال
از و snb

′
n+١ + b′nsn−١ = ι و s٠b′١ = ι که شود مͬ نتیجه آنͽاه .sn := (−١)nσn دهیم مͬ قرار باشد.

کوهمولوژی برداری فضاهای دارای بنابراین و انقباضاست قابل هموتوپͬ ͷی دارای (b′•, C•) مجتمع اینجا
باشد. مͬ صحیح مثال این نتیجه σjδj+١ = ι شرط بدون حتͬ که کنید توجه باشد. مͬ صفر

گردایه ͷی یعنͬ φ : C → A زنجیر٢٢ یͷنͽاشت باشند. مجتمع دو (d•, A•) و (b•, C•) کنید فرض
یͷنͽاشت باشد. برقرار φn+١bn = dnφn رابطه n هر برای بطوریͺه φn : Cn → An نͽاشتهایخطͬ از
φ∗[c] := [φ(c)] ضابطه با φ∗ : Hn(C) → Hn(A) خطͬ نͽاشت ͷی طبیعͬ بطور φ : C → A زنجیر
نشان ٠ −→ A

φ−→ B
ϕ−→ C −→ ٠ بصورت را ها مجتمع از کوتاه٢٣ دقیق دنباله ͷی کند. مͬ القا

ͷی ٠ −→ An φn−→ Bn ϕn−→ Cn −→ ٠ نمودار n هر برای و زنجیر های نͽاشت ϕ و φ که دهیم مͬ
باشد. موجود بالا مانند به کوتاه دقیق دنباله ͷی کنید فرض است. برداری فضاهای از کوتاه دقیق دنباله
وابسته که دارد وجود An+١ در a +n-همدور ١ ͷی که کرد بررسͬ توان مͬ .[c] ∈ Hn(C) کنید فرض
تعریف خوش خطͬ نͽاشت ͷی که شود مͬ نتیجه ،d∗[c] := [a] ∈ Hn+١(A) تعریف با است. c به

نامیم. اتصال٢۴ͬ همومورفیسم آن به که دارد وجود d∗ : Hn(C) → Hn+١(A)

بصورت بلند دقیق دنباله ͷی ٠ −→ A
φ−→ B

ϕ−→ C −→ ٠ کوتاه دقیق دنباله هر .٣.٢.١ قضیه

· · · ϕ∗
−→ Hn−١(C)

d∗−→ Hn(A)
φ∗
−→ Hn(B)

ϕ∗
−→ Hn(C)

d∗−→ Hn+١(A)
φ∗
−→ · · ·

همومورفیسم d∗ همچنین و φ و ϕ زنجیر های نͽاشت از القایͬ های نͽاشت φ∗ و ϕ∗ که کند مͬ القا
است. اتصالͬ

١٩Simplicial module
٢٠Degeneracy operators
٢١Contracting homotopy
٢٢Chain map
٢٣Short exact sequence
٢۴Connecting homomorphism
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زیر بصورت bh و bv خطͬ های نͽاشت با همراه برداری فضاهای از گردایه ͷی {Cn}n≥٠ کنید فرض
باشد:

... ... ... ...

bv ↑ bv ↑ bv ↑ bv ↑

C٢ bh−→ C٢ bh−→ C٢ bh−→ C٢ −→ · · ·

bv ↑ bv ↑ bv ↑ bv ↑

C١ bh−→ C١ bh−→ C١ bh−→ C١ −→ · · ·

bv ↑ bv ↑ bv ↑ bv ↑

C٠ bh−→ C٠ bh−→ C٠ bh−→ C٠ −→ · · ·

باشند: برقرار زیر روابط هرگاه نامیم دومجتمع٢۵ ͷی را بالا نمودار

bvbv = ٠, bhbh = ٠, bvbh + bhbv = ٠

شرطͬ این بر علاوه و باشند مͬ مجتمع ͷی مجزا بطور ردیف هر و ستون هر دومجتمع، هر در واقع در
دهیم مͬ قرار دهد. مͬ نشان را ها ستون و ها ردیف بین ارتباط که دارد وجود

Tot(C•)n := C٠⊕C١⊕ · · ·
⊕

Cn

{Tot(C•)n}n≥٠ مانند برداری فضاهای از یͷگردایه که کرد بررسͬ توان مͬ شده، گفته شرایط از استفاده با
بالا دومجتمع به وابسته کل٢۶ͬ مجتمع آن به که باشد، مͬ مجتمع ͷی bh + bv خطͬ های نͽاشت با همراه

نامیم.
به منجر که دارد وجود روشͬ است، شده استفاده چهره عملͽرهای از که مجتمع ͷی ساخت مشابه

باشد. مͬ مفاهیم برخͬ تعریف به نیاز هدف، این از قبل شود. مͬ دومجتمع ͷی ساخت
ساختار این روی اگر باشد. δi چهره عملͽرهای با همراه سادکͬ پیش مدول ͷی {Cn}n≥٠ کنید فرض

خواص با τn : Cn → Cn خطͬ عملͽرهای

τnδi = δi−١τn−١, ∀١ ≤ i ≤ n,

τnδ٠ = δn, τn+١n = ι

٢۵Bicomplex
٢۶Total complex
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دوری٢٨ عملͽرهای τn عملͽرهای به نامیم. پیشدوری٢٧ یͷمدول مفروضرا ساختار آنͽاه باشند، موجود
و قبل در شده گفته خواص با همراه σi انحطاط عملͽرهای {Cn}n≥٠ دوری پیش مدول ͷی به اگر نامند.

خواص همچنین
τnσi = σi−١τn+١, ١ ≤ i ≤ n, τnσ٠ = σnτ

٢
n+١

نامیم. دوری٢٩ مدول ͷی را شده ایجاد ساختار آنͽاه شود، اضافه

دوری عملͽرهای و σi انحطاط عملͽرهای با همراه دوری مدول ͷی {Cn}n≥٠ کنید فرض .۴.٢.١ مثال
از و snb′n+١ + b′nsn−١ = ι و s٠b′١ = ι که شود مͬ نتیجه آنͽاه .sn := σnτn+١ دهیم مͬ قرار باشد. τn
کوهمولوژی برداری فضاهای دارای بنابراین و انقباضاست قابل هموتوپͬ ͷی دارای (b′•, C•) مجتمع اینجا
منحصر لزوما انقباض قابل های هموتوپͬ که دهند مͬ نشان ٢.٢.١ مثال همراه به مثال این باشد. مͬ صفر

نیستند. فرد به

فقط نیز اینجا در بود، شده استفاده چهره عملͽرهای از فقط مجتمع ͷی ساخت برای که قبل مانند به
ساختن در نقشͬ هیچ انحطاط عملͽرهای و ساخت دومجتمع ͷی توان مͬ دوری پیش مدول ͷی داشتن با
قضایا از برخͬ به منجر انحطاط عملͽرهای وجود که گفت خواهیم ادامه در ولͬ کنند. نمͬ ایفا ساختار این
پیش مدول ͷی با را بحث بنابراین گذارند. تاثیر کوهمولوژی برداری فضاهای محاسبات در که شود مͬ
قرار n ≥ ٠ هر برای کنیم. مͬ شروع τn دوری عملͽرهای و δi چهره عملͽرهای با همراه {Cn}n≥٠ دوری

دهید

λn := (−١)nτn, Nn :=

n∑
i=٠

(λn)
i.

که کرد بررسͬ توان مͬ شده گفته روابط از استفاده با آنͽاه

(١− λn)bn = b′n(١− λn−١), bnNn−١ = Nnb
′
n,

(١− λn)Nn = Nn(١− λn) = ٠
٢٧Precyclic module
٢٨Cyclic operators
٢٩Cyclic module
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دارد: وجود زیر بصورت CC∗,∗(C) دومجتمع بنابراین

... ... ... ...

b٣ ↑ −b′٣ ↑ b٣ ↑ −b′٣ ↑

C٢ ١−λ٢−→ C٢ N٢−→ C٢ ١−λ٢−→ C٢ −→ · · ·

b٢ ↑ −b′٢ ↑ b٢ ↑ −b′٢ ↑

C١ ١−λ١−→ C١ N١−→ C١ ١−λ١−→ C١ −→ · · ·

b١ ↑ −b′١ ↑ b١ ↑ −b′١ ↑

C٠ ١−λ٠−→ C٠ N٠−→ C٠ ١−λ٠−→ C٠ −→ · · ·

HC∗(C)متناظر پیشدوری٣٠ کوهمولوژی را بالا دومجتمع از Tot(CC∗,∗(C)) کلͬ مجتمع کوهمولوژی
بͽیرید: نظر در زیر بصورت را CH∗,∗(C) دومجتمع نامیم. بالا دوری پیش مدول با

... ...

b٣ ↑ −b′٣ ↑

C٢ ١−λ٢−→ C٢

b٢ ↑ −b′٢ ↑

C١ ١−λ١−→ C١

b١ ↑ −b′١ ↑

C٠ ١−λ٠−→ C٠

کوهمولوژی باشد. مͬ CC∗,∗(C) دومجتمع از اول ستون دو واقع در CH∗,∗(C) که شود مͬ مشاهده
دهیم. مͬ نشان HH∗(C) نماد با و نامیم هوخشیلد٣١ کوهمولوژی را Tot(CH∗,∗(C)) کلͬ مجتمع
یعنͬ CH∗,∗(C) از اول ستون کوهمولوژی از استفاده با فقط را هوخشیلد کوهمولوژی موارد بیشتر در

مجتمع از حاصل کوهمولوژی
C٠ b١−→ C١ b٢−→ C٢ b٣−→ · · ·

٣٠Precyclic cohomology
٣١Hochschild cohomology


